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Idealtheorie in Quaternionenalgebren. 
Von 
H. Brandt in Aachen. 


tinleitung. 

1. Meine Untersuchungen iiber die Komposition der quaterniren 
quadratischen Formen*) haben mich zu einer allgemeinen Idealtheorie der 
rationalen Dedekindschen Algebren*) gefiihrt, die, wie schon die ersten 
grundlegenden Sitze zeigen, an Schénheit der Idealtheorie algebraischer 
Zahlkérper kaum nachsteht. An Stelle des hier geltenden Satzes: ,,Alle 
Ideale bilden in bezug auf die Multiplikation eine unendliche Gruppe und 
lassen sich auf Grund einer Aquivalenzdefinition in Klassen einteilen, 
welche eine endliche Gruppe bilden“ tritt einfach ein allgemeiner, diesen 
als Spezialfall enthaltender Satz, der sich mit Hilfe des von mir durch 
Verallgemeinerung des Gruppenbegriffes gewonnenen Gruppoidbegriffes *) 
sehr einfach formulieren laBt und so lautet: ,,Alle Ideale bilden in bezug 
auf die Multiplikation ein unendliches Gruppoid und lassen sich auf 
Grund einer Aquivalenzdefinition in Klassen einteilen, die ein endliches 
Gruppotd bilden.“ 


‘) Hier kommen namentlich die folgenden Arbeiten in Betracht: 

I. Zur Komposition der quaterniiren quadratischen Formen (Dissertation, Strab- 
burg 1912), Journal fiir reine und angewandte Mathematik 148 (1913), S. 106. 

II. Der Kompositionsbegriff bei den quaterniren quadratischen Formen, Math 
Annalen 91 (1924), 8. 300. 

III. Die Hauptklassen in der Kompositionstheorie der quaterniren quadratischen 
Formen, Math. Annalen 94 (1925), S. 166. 

IV. Uber die Komponierbarkeit quaternirer quadratischer Formen, Math. Annalen 
94 (1925), 8S. 179. 

*) Dedekindsche Algebra = Algebra ohne Radikal, in Anlehnung an die Frobeniussche 
Bezeichnung Dedekindsche Gruppe. Vgl. Frobenius, Theorie der hyperkomplexen 
GréBen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1903, 8. 509. 

%) Uber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffes, Math. Annalen 96 (1926), 
S. 360. 
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Wir geben hier den Beweis dieses Satzes fiir diejenigen aus Qua- 
ternionen gebildeten Algebren, welche der Kompositionstheorie der ganz- 
zahligen quaternéren quadratischen Formen in ahnlicher Weise entsprechen 
wie die algebraischen Zahlkérper einer Kompositionstheorie der zerlegbaren 
Formen mit ganzzabligen Koeffizienten‘). (Der allgemeine Beweis folgt 
in Kiirze. ) 

2. Schon Hurwitz hat die einfachste derartige Algebra zahlentheore- 
tisch behandelt®), doch findet sich bei ihm noch nicht die geringste An- 
deutung fiir diesen Satz. Unsere Betrachtungen stehen daher auch mit den 
seinigen kaum in Zusammenhang. Sie sind in ihrem Gegenstand viel um- 
fassender und verfolgen auch ganz andere Ziele. Das soll hier kurz an dem 
Hurwitzschen Beispiel dargelegt werden. 

Die Hurwitzsche Algebra besteht aus allen Hamiltonschen Quaternionen 
mit rationalen Komponenten. Hurwitz bestimmt fiir diese Algebra einen 
gréBten Integritatsbereich, ohne nach den andern méglichen gréBten In- 
tegrititsbereichen zu fragen*). Sind «,=—1,4,, 4,4, die Hamiltonschen 
Basiseinheiten der Quaternionen, so ist der Hurwitzsche Integrititsbereich 
durch die Basis $(1-+-¢, + 4% + 4%), 4, 4%, % festgelegt. 

Unterwirft man aber :,,¢,,¢, einer rationalen eigentlichen terniren 
orthogonalen Transformation, so kann man aus den transformierten Basis- 
einheiten ¢j, «3, ¢g in derselben Weise einen Integritatsbereich konstruieren. 
Man sieht auch leicht, daB man auf diese Weise alle méglichen gréBten 
Integritatsbereiche der Algebra erhilt. Scheinbar ist es nun unndtig, diese 
neuen Integritatsbereiche, die offenbar in unendlicher Anzahl vorhanden 
sind, neben dem Hurwitzschen Bereich in Betracht zu ziehen, weil die 
Produktrelationen zwischen den neuen Basiseinheiten vollstandig mit den 
Produktrelationen zwischen den alten iibereinstimmen. Deshalb kénnen 
alle méglichen gréBten Integritatsbereiche einander isomorph zugeordnet 
werden, und es ist daher véllig gleichgiiltig, welchen von diesen Bereichen 
man betrachtet, sobald man nur einen fiir sich allein nimmt. 

3. Man wird aber in ganz natiirlicher Weise dazu gefiihrt, diese 
Integritaétsbereiche, die auch als Einheitsideale aufgefaBt werden kénnen, 





*) Uber die Resultate dieser Arbeit habe ich bereits am 30. August 1926 in Frei- 
burg (Schweiz) auf der Tagung der Schweizer Mathematischen Gesellschaft vorgetragen. 
Vgl. Verhandiungen der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft 1926, IL. Teil, 
S. 155, oder L’Enseignement Mathématique 25 (1926), S. 290. 

‘) A. Hurwitz, Zahlentheorie der Quaternionen, Nachrichten der Gesellschaft der 
Wissenschaften Géttingen 1896 und Vorlesungen iiber die Zahlentheorie der Quaternionen. 
Berlin 1919. 

*) Vgl. auch L. E. Dickson, Algebras and their Arithmetics, Chicago 1923, 8. 148, 
oder zweite Auflage in deutscher Sprache, herausgegeben von A. Speiser, Algebren und 
ihre Zahblentheorie, Ziirich 1927, 8. 157. 
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simtlich gleichzeitig nebeneinander zu betrachten. Das zeigen die folgen- 
den Erérterungen, denen wir der kiirzeren und klareren Ausdrucksweise 
wegen noch einige Bezeichnungen vorausschicken. 

Ist e einer von diesen Integritatsbereichen und werden alle Quaternionen 
aus e durch ¢,¢,,... bezeichnet, so nennen wir ein System a von Qua- 
ternionen «,a,,... der Algebra ein Rechtsideal von e und ein System 6 
von Quaternionen f,f,,... der Algebra ein Linksideal von e, wenn a 
mit @,a,,... auch we, a,e,, @e+a,e,,... und b mit £,f,,... auch 
eB, e,8,,¢8 + .,8,,... enthalt’). Wir schreiben dann ae =a und eb = b 
und bezeichnen e als rechtes Hinheitsideal von a und als linkes Hinheits- 
ideal von 6. Die Gesamtheit der Quaternionen «f, «,6,, «B+ «,f,,..., 
wo also die Quaternionen des Rechtsideals a den ersten und die Qua- 
ternionen des Linksideals 6 den zweiten Faktor bilden, werde durch ab 
bezeichnet und IJdealprodukt von e genannt. Wegen a=ae und b=eb 
ist jedes Rechtsideal von e und jedes Linksideal von e gleichzeitig auch 
Idealprodukt von e. 

4. Dann gelten folgende Satze, deren Beweis wir hier iibergehen (vgl. 
dazu Kap. IV): Jedes Rechtsideal a von e ist gleichzeitig auch Linksideal 
fiir einen im allgemeinen von e verschiedenen Integrititsbereich e’, so daB 
e’a =a, und jedes Linksideal 6 von e ist gleichzeitig auch Rechtsideal fir 
einen im allgemeinen von e, e’ verschiedenen Integritiétsbereich e”, so daB 
be”=b. Jedes Idealprodukt ab von e ist gleichzeitig auch fiir jeden 
andern Integritatsbereich ein Idealprodukt und dabei gerade fiir einen selbst 
ein Rechtsideal und gerade fiir einen selbst ein Linksideal. 

Die Menge der Rechisideale fiir alle Integritdtsbereiche, die Menge der 
Linksideale fiir alle Integritdtsbereiche und die Menge der Idealprodukte 
fiir einen bestimmten Integritdtsbereich sind daher miteinander itdentisch. 

5. Da es danach -nur eine Frage der Auffassung ist, ob ein System 
von Quaternionen als Rechtsideal oder als Linksideal oder als Idealprodukt 
angesehen wird, so scheint es angemessen, von Idealen schlechthin zu 
sprechen. Die Multiplikation der Ideale zeigt dann ganz gruppenahnliche 
Eigenschaften, ist aber an die einschriankende Bedingung gekniipft: Fiir 
zwei Ideale a,b existiert das Produkt ab dann und nur dann, wenn das 
rechte Einheitsideal von a zugleich linkes Einheitsideal von 6 ist. Den 
prazisen Ausdruck fiir die GesetzmaBigkeit in der multiplikativen Ver- 
kniipfung der Ideale gibt der Satz: Die Ideale bilden in bezug auf die 
Multiplikation ein une~dliches Gruppoid. 


*) In derselben Weise werden die Rechts- und Linksideale auch von Herrn Speiser 
definiert [Allgemeine Zahlentheorie, Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft 
in Ziirich 71 (1926) = °) zweite Auflage, Kap. XIII], waihrend bei Hurwitz die Be- 
zeichnungen vertauscht sind. 

1* 
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6. Wir beschrinken uns bei den folgenden Betrachtungen nicht auf 
die Hurwitzsche Algebra, sondern fassen alle (in unendlicher Anzahl vor- 
handenen) Quaternionenalgebren ins Auge, welche dadurch charakterisiert 
werden kénnen, daB sie ein rationales Zentrum“) besitzen. Auch hier 
gelten genau entsprechende Sitze (Kap. IV). 

Die Untersuchung wird gekrént durch das Ergebnis, daB man nach 
dem Vorbild der Idealtheorie in algebraischen Zahlkérpern eine Aquivalenz- 
definition fiir unsere Ideale aufstellen kann, wodurch die simtlichen Ideale 
sich auf Klassen verteilen, deren Anzahl sich als endlich erweist. Aus der 
Multiplikation der Ideale entsteht dann eine Komposition dieser Ideal- 
klassen. Dadurch werden diese in gesetzmaBiger Weise miteinander ver- 
kniipft und bilden dabei wiederum ein Gruppoid (Kap. V). 


I. Grundbegriffe. 


7. Wir bezeichnen gewdéhnliche GréBen (Zahlen) durch kleine latei- 
nische Buchstaben. Da im folgenden algebraische Zahlen keine Verwendung 
finden, diirfen ganze rationale Zahlen kurz ganze Zahlen genannt werden. 
Quaternionen bezeichnen wir durch kleine griechische Buchstaben in der Form 


E = Sgt 2, ty + Ly lg + Luly. 
Dabei sind «= 1,4, %,% die bekannten Hamiltonschen Basiseinheiten 
und 2, 2,,%_, 2% die Komponenten des Quaternions &. 
Eine Komponente Null wird nicht hingeschrieben, die Quaternionen 


&=2z,, deren drei letzte Komponenten verschwinden, werden nicht von 
den Zahlen 2, unterschieden. 


8. Das Quaternion 
§ = ty — 21, — Tyly — Tel 
wird nach Hurwitz konjugiert zu & genannt®). Offenbar ist auch & kon- 


jugiert zu é. 
Die Ausdriicke 
&é+ = 22,=—28(&), 
$= a$+ af +a} +2} = B(x) — (2) 
werden als Spur und Norm von é bezeichnet. Das Quaternion £ geniigt 
der Gleichung 
&* — 8(&)-€+n(&)=0. 


Wenn n(é)+0, so wird das Quaternion oH durch ¢~* bezeichnet 
und reziprok zu — genannt. Offenbar ist é reziprok zu &~'. 


5) Siehe etwa °), erste Auflage, S. 31. 
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Wenn +0, aber n(&)=0, so heiBt & Nullteiler. Die Nullteiler & 
sind durch die Existenz nicht verschwindender Quaternionen » und ¢ 
charakterisiert, fiir welche 4§ = &¢=-0. Dabei sind », ¢ natiirlich selbst 
Nullteiler. 


9. Ist neben §=2)+ 2,1, +2%,%+2%,4, ein zweites Quaternion 
2 = Yot Yr4 + Ye% + Y5% gegeben, so wird der Ausdruck 


ER + n& = Eg + HE =2 (ayy + 2, y, + eM + Ys) = (EF, 0) 
als Zwischennorm von & und » bezeichnet. Man findet 
n(&,y)=s8(%9)=s(&y), n(é,&)—2n(é), 
n(&,&y)=n(é, n&) = n(E) s(n). 
Sind §, = Ss, 2,,°) irgend vier Quaternionen, so wird die aus den 
Swedish gebildete Determinante 
|m (Ej, Ey) | = 16 | ayy |" = 4 (Fos Fs Fa» Fs) 


Diskriminante der vier Quaternionen &, genannt. 4 ist dann und nur 
dann von Null verschieden,-wenn die ¢, linear unabhangig sind. 


10. Die Multiplikationsgleichungen 
@=—1, B4=—& =, UsW. 
fassen wir in der Formel 


uh = > 4% VEuy 
k 


zusammen. Die Komponenten z, des Produktes 
En=¢ 
erhalt man also durch die Gleichungen 
2, = DY, TY: 
ik 
Fiir sie wird identisch 
n(&)n(y)=n(t) oder E((x)) B((y)) = B((z)). 


11. Das assoziative Gesetz der Quaternionenmultiplikation driickt sich 
durch die Formeln 
Py Vedi Viny = 2 Ynér Vidu 
tu 





®, S bedeutet eine Summation iiber die Indizes 0, 1,2, 3. Summationsindizes 
werden durch i, j, k, feste Indizes durch x, 4, u, » bezeichnet. 
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aus, fiir die wir auch in einer leicht verstandlichen, schon mehrfach be- 
nutzten Matrizensymbolik *°) 


V 
, at” 
\y 


schreiben. Bedeutet O eine eigentliche orthogonale Substitution mit der 
ersten Spalte 1,0,0, 0, sonst aber ganz beliebigen Koeffizienten, so geht 
die bilineare Substitution V in sich selbst iiber, wenn die z,, y,,z, gleich- 
zeitig durch O transformiert werden, was wir durch die Formeln 


“ag ee ed 
OK = V oder WK =0-0 


zum Ausdruck bringen **). 


12. Ein Quaternion wird ganz genannt, wenn seine Spur und seine 
Norm ganze Zahien sind. Zwei ganze Quaternionen heiBen konkordant, 
wenn ihre Zwischennorm ganz ist. 

Wenn « und # ganze Quaternionen bezeichnen, so ist jedes der 
Quaternionen 


a+B,a—B, af 
dann und nur dann ganz, wenn « und § konkordant sind. Es ist namlich 
s(atf)=s(a)+s(B), n(atp)=—n(a)+n(f)+n(e, f), 
s(af)—=s(a)s(B)—n(a,B), n(ap)=—n(a)n(f), 
woraus die Behauptung folgt. 


Weiter gilt: Wenn « und # ganze und konkordante Quaternionen be- 
zeichnen, so sind alle Quaternionen, die aus den Quaternionen a, § oder 
auch aus 1,a@, 8 durch beliebig oft wiederholte Additionen, Subtraktionen 
und Multiplikationen hergeleitet werden kénnen, ganz und konkordant 
mit « und fp. 

13. Ein System von unendlich vielen Quaternionen, in dem Addition, 
Subtraktion und Multiplikation unbeschrinkt und die Division, soweit sie 
médglich ist, ausgefiihrt werden kénnen, wird eine Quaternionenalgebra ge- 
nannt. Enthalt die Algebra keine Nullteiler, so heiBt sie Divisionsalgebra **). 


19) TIT, S. 168. 

**) Die Richtigkeit der Behauptung ergibt sich leicht direkt durch Ausrechnen 
daraus, daB die zu O adjungierte Substitution O selbst ist. Vgl. auch IV, S. 192. 

**) Hurwitz sagt Quaternionenkérper, ich habe selbst diesen Ausdruck in dem 
unter *) genannten Vortrag gebraucht; doch scheint es mir jetzt zweckmaBiger, den 
Ausdruck Kérper auf Divisionsalgebren mit kommutativer Multiplikation zu beschrinken. 
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Wir betrachten im folgenden solche Quaternionenalgebren 0, die nur 
Quaternionen mit rationalen Normen und Spuren, jedoch vier linear unab- 
hangige Quaternionen enthalten. 


Offenbar sind in einer Algebra © wegen 


n(a,B) = 8(a) 8(B) —8(aB) 
auch alle Zwischennormen rational. 

14. Sind a, &,,%4,%, irgend vier linear unabhdngige Quaternionen 
aus 0. und ist « ein beliebiges Quaternion, fiir welches die Zwischen- 
normen n(a,«@,) rational sind, so liegt auch a in OD. 

Wegen der linearen Unabhangigkeit der a, gibt es jedenfalls eindeutig 
bestimmte Zahlen k,, so daB 

«a =k, a, + k,a,+ k,a,+ k, a. 
Hier sind aber die k, rational; denn sie ergeben sich durch Auflésen der 
vier linearen Gleichungen 


»? 


m (iggy + M(t,» ky + (thy, ,) hy + (eg, @,) ty = (0%, ,), 
deren Koeffizienten rational sind und deren Determinante 


| m (a, )| = A (49, 5 hy, Oy) 
nicht verschwindet. 

Nimmt man « rational an, so zeigt sich, da8 in © alle rationalen 
Zahlen (im besonderen also auch die Zahl 1) vorkommen. 

15. Nach dem Vorhergehenden bilden irgend vier linear unabhingige 
Quaternionen «, aus © eine Basis, d. h. © enthilt alle und nur die 
Quaternionen von der Form 

E = y+ 2, @, + Ley + Ly hy, 
wo die z, rational sind. Die Quaternionen a, heiBen Basiselemente, die 
x, Koordinaten von & in bezug auf die Basis. 

Bildet man die Norm von é, wobei die x, als Variable angesehen 
werden, so erhalt man eine quadratische Form, die wir die Normenform 
der Basis nennen. Die Diskriminante dieser Form ist zugleich die Dis- 
kriminante der vier Basiselemente und hei8t deshalb auch Diskriminante 
der Basis**). 

Die Koordinaten der Produkte der Basiselemente heiBen die Mults- 
plikationszahlen der Basis. Sie sind im allgemeinen gebrochen. Doch 
la8t sich eine Basis so wahlen, daB sie ganz werden, z. B. dadurch, daf 


18) Die allgemeine von Dedekind stammende Definition der Diskriminante liefert 
den — 16-fachen Wert von unserer Diskriminante. Siehe etwa Speiser a. a. O. *), 8. 20. 
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man die Basiselemente mit dem Generalnenner der Multiplikationszahlen 
multipliziert. 


II. Minimalbasen. 
16. Hine Basis hetft Minimalbasis, wenn thre Multiplikationszahlen 
ganz sind und ihre Diskriminante mdglichst klein ist. 


Da aus der Ganzzahligkeit der Multiplikationszahlen, wie sich unten 
zeigen wird, auch die Ganzzahligkeit der Diskriminante folgt (20), so ist 
klar, daB es unter den Basen mit ganzen Multiplikationszahlen Minimal- 
basen geben muB. 


Offenbar erhilt man durch ganzzahlige unimodulare Transformation 
aus einer Minimalbasis m, wieder eine Minimalbasis. Da jede Algebra 0 
alle rationalen Zahlen enthalt (14), laBt sich die neue Basis w, so wahlen, 
daB w,=r eine positive rationale Zahl wird. Wegen der Ganzzahligkeit 
der Multiplikationszahlen der wm; mu8 r ganz sein, wegen der Minimal- 
bedingung fiir die Diskriminante kann dann r aber nur den Wert 1 haben. 


Eine Minimalbasis w,, bei der m= 1 ist, wird reduziert genannt. 
17. Fiir eine beliebige Minimalbasis w, setzen wir 
@, = J ty ty ys 
k 
@ = w(x) = % @,.-+ ©, @, + Ty Wy + Fy Ws, 
und bezeichnen die Normenform durch 
1 
n(@) => > bib.%%= 2 > 9x%D= G ((x)). 
j tk ik 
Die Koordinaten der Zahl 1, die nach dem vorigen ganze teilerfremde 
Zahlen sind, bezeichnen wir durch e,, so daB 
1 = 9 Gp + €, @, + Cy Wy + Cy Ws. 
Fiir die Spur von @ gilt dann 
s(w)=n(1,m)=— Sg,, ¢;2,.- 
ie 
18. Die Multiplikationszablen seien w,,,, so dab 


Dy O, = a WU; ure 
i 


Die drei aus den w,,, gebildeten Matrizen aus Linearformen bezeichnen 
wir durch 


NS wijn || = 2(2), |S wi; % |] = 2°(y), || Sw; 5, 2; || -_ Q” (2). 


Durch die Substitution 7'= |{t;,||, wobei die ¢,, die eben eingefiihrten 
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= 


GréBen sind, stellt sich die bilineare Matrix W bei Benutzung der in 11 
eingefiihrten Symbolik durch die Formel 


_po.ypét 
W=T  -V Ar 
dar. ! 
19. Deshalb wird vermége der bilinearen Substitution 
2, = SW, in TY, 
tk 


identisch 


und 


G ((x)) @ ((y)) = @ (2) 
£%|!—|Q(2)| = [@((2))]*, 
2 1a'(yl=  [@(y)], 

| 2” (z)| = —[G((z))]’, 


wobei @ eine Form bezeichnet, die wir friiher die Reziproke von G ge- 
nannt haben"), Schreibt man 


G ((z)) = 5 a Bin 47% 
ik 











und 
3 


; l9ixl=lGinel=@, 
so ist 
1@ | 
ar ie 

20. Weil die w,,, ganz sind, miissen die Koeffizienten von G und @ 
ganz sein. Demnach ist auch d ganz. Wir wollen d mit positivem oder 
negativem Vorzeichen nehmen, je nachdem die Normenform eine definite 
oder indefinite Form ist**). Im ersten Fall kann dann @ nur positiv sein, 
im zweiten Fall nur den Tragheitsindex 2 haben**). Die in dieser Weise 
bestimmte ganze Zahl d ist wegen der Definition der Minimalbasis unab- . 
hangig von der Auswahl der Minimalbasis. Sie wird die Grundzahl der 
Algebra genannt. 

Die Diskriminante einer Minimalbasis, die wir auch Diskriminante 
der Algebra nennen und durch 4 bezeichnen, ist das Quadrat der Grundzahl. 

Die Grundzahl kann nicht jeden beliebigen Wert haben, wie weiter 
unten naher angegeben wird (25). 

Da die Normenform einer Minimalbasis die Zahl 1 darstellt, ist sie nach 
friiherer Terminologie eine Hauptform, welche eine Komposition mit sich 
selbst zu sich selbst gestattet *’). 





44) T, 8. 110 oder Mf, 8. 302. 
1) Vgl. II, S. 302. 6) I, S. 118. %*) I, 8. 122 und IZ, 8. 309. 
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21. Wenn w= 1, die Minimalbasis also reduziert ist, hat die Normen- 
form den ersten Koeffizienten }9g,.=1. Dann wird 


8(@) = 2% + Jor XZ, + Yon a+ Jos Zs, 
deshalb sind die Koordinaten 7, von @ 
Fo = Ft Gost Goa%at Gets, T= —-%, T——-%, = — 2;. 


Sie werden also aus den Koordinaten z, von m durch die Transformation 





1 Gor Yor 9os || 
lO—-1 0 O| 
E a= | 
. [° big °| 
Ss Oar 
erhalten. Wird 
1 0 0 Of 
| | 
0-1 0 O| 
Rei! | 
° | 0 O-1 O | 
0 0 O-1] 
gesetzt, so wird 
~=T*-E,-T, 


wobei 7'= ||t,,\| die friihere Bedeutung hat (17), aber fiir eine reduzierte 
Basis die erste Spalte 1, 0,0, 0 besitzt. 

22. Im Fall der reduzierten Basis sind die Multiplikationszahlen 
merkwiirdigerweise durch die Koeffizienten der Normenform und ihre1 
Reziproken schon vollstandig bestimmt. Man findet namlich nach Aus- 
filhrung der Transformation unter 18 die von den ¢,, ganz unabhiangigen. 
schon friiher an anderer Stelle’*) angegebenen Formeln 


1 , 1 4 
=X Y— 5 Iin XY; +5) Boi 55> 
ik 5 
1 1 , ¢ 
2.= 5D) Milt ¥tzyJtz5> G24; (t= 1, 2,3). 
‘ i 
Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt 


TYg— Ty Yqg= 85, TY — T%Yg=— 8, 2 Yg— % Y= 4, 


und >” bezeichnet eine Summation iiber die Indizes 1,2, 3. Hier gelten 
entweder die oberen oder die unteren Zeichen, und die Zeichen vertauschen 
sich, wenn die drei Variablenreihen z,, y,,z, gleichzeitig durch die Sub- 
stitution HZ, transformiert werden. 


48) II, 8. 308 oder 309. 
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Die Koeffizienten dieser bilinearen Substitution sind, wie friher ge- 

zeigt wurde, stets ganzzahlig, sobald G = ; pH 9;,%;,%, eine Form mit 
ik 


einer ganzzahligen Reziproken © = ; B 9;,%;%, und mit dem ersten 
Koeffizienten }g,, =1 bezeichnet **). 


23. Die Formen, welche als Normenformen einer beliebigen Basis 
auftreten kénnen, sind dadurch ausgezeichnet, da8 sie sich rational inein- 
ander transformieren lassen und eine rationale Reziproke, also quadratische 
Diskriminante besitzen. Dabei kann auch jede Form, welche rational in 
eine von diesen Formen transformiert werden kann, selbst als Normen- 
form auftreten. 

Es mu8 daher unter den méglichen Normenformen auch Stammformen, 
d. h. solche Formen geben, welche nicht unter einer ganzzahligen Form 
mit kleinerer Diskriminante enthalten sind. Wie eine einfache Diskussion 
zeigt, sind solche Formen von zweiter Art®°) und besitzen eine ganz- 
zahlige Reziproke. AuBerdem gehéren sie einem bestimmten Geschlecht an, 
das wir Stammgeschlecht nennen kénnen, da es nur Stammformen enthilt. 
Entsteht aus einer Stammform durch rationale unimodulare Transformation 
eine ganzzahlige Form, so ist diese auch Stammform. 

Hieraus ergeben sich in Verbindung mit der am Schlusse der vorigen 
Nummer gemachten Bemerkung die folgenden Siatze: 

Eine Basis ist dann und nur dann eine Minimalbasis, wenn die 
Normenform eine Stammform ist und die Koordinaten der Zahl 1 
ganz sind. 

Aus einer Minimalbasis erhdlt man alle Minimalbasen, wenn man 
alle rationalen Transformationen der Determinante +1 ausiibt, bet denen 
die Normenform und die Koordinaten der Zahl 1 wieder ganzzahlig werden. 

24. Eine Gesamtheit von ganzen Quaternionen, die mit a, auch 
a+ B, «—£ und af enthalt, wird Integritdtsbereich genannt. 

Ein Integritatsbereich heiBt grdéfter oder maximaler Integritatsbereich, 
wenn er nicht durch Aufnahme weiterer Quaternionen vergréBert werden 
kann, d. h. mit andern Worten (12), wenn jedes ganze Quaternion, das 
mit allen Quaternionen des Bereiches konkordant ist, schon in dem Be- 
reich enthalten ist. 

Dann gilt der Satz: 


Eine Basis ist dann und nur dann eine Minimalbasis, wenn alle 
Quaternionen mit ganzen Koordinaten einen gréBten Integritatsbereich bilden. 








*) II, 8. 303. 
%) D. h. sie sind halb gonommene uneigentlich primitive Formen. 
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Hat eine Basis naimlich diese Eigenschaft, so sind die Multiplikations- 
zahlen ganz. AuGerdem sind die Koordinaten der Zahl 1 ganz und die 
Normenform ist eine Stammform; denn sonst kénnte man den Integritits- 
bereich noch vergréBern. Es liegt also eine Minimalbasis vor. 

Umgekehrt ist klar, daB alle Quaternionen, die in bezug auf eine 
Minimalbasis ganze Koordinaten haben, einen Integritiatsbereich bilden. 
#ibe es nun ein ganzes mit den Basiselementen konkordantes Quaternion, 
dessen Koordinaten den Generalnenner r hiatten, so kénnte man die Basis 
transformieren durch eine ganzzahlige unimodulare Substitution || u;, ||, fiir 
welche die Elemente der ersten Spalte diesen Koordinaten proportional 
waren. Dann wiirden aber bei der Normenform G’ der neuen Basis die 
Koeffizienten gj, durch r* und gj,, 92,93 durch r teilbar werden, was 
fiir eine Stammform unméglich ist. 


25. Diskutiert man die méglichen Fille, fiir welche eine quaternire 
quadratische Form eine quadratische Diskriminante haben und zugleich 
Stammform sein kann, so ergibt sich, daB die Grundzahl d jeden positiven 
oder negativen quadratfreien Wert, in dem fiir d > 0 eine ungerade und 
fiir d < 0 eine gerade Anzahl Primfaktoren aufgehen, jedoch keinen andern 
Wert haben kann. 


Der Fall d = 2 entspricht der Hurwitzschen Algebra (siehe Einleitung ). 
Der Fall d= —1 (Primzahlanzahl Null) nimmt eine Ausnahmestellung 
ein, er umfaBt diejenigen Algebren, welche Nullteiler enthalten. Alle andern 
Algebren sind Divisionsalgebren. Das ergibt sich daraus, daB jede quater- 
naire quadratische Form mit quadratischer Diskriminante, welche die Null 
darstellt, unter der Form 2,2, — x, 2, enthalten ist. 


26. Es fragt sich noch, wie die verschiedenen Algebren, welche die- 
selbe Grundzahl haben, miteinander zusammenhingen. Da es nur ein 
Stammgeschlecht der Diskriminante d* gibt und Formen eines Geschlechts 
sich rational ineinander transformieren lassen, kénnen in zwei verschiedenen 
Algebren der Grundzahl d zwei Minimalbasen so angenommen werden, 
da8 zunachst die Normenformen und wegen der in 22 gemachten Bemer- 
kungen auch die Multiplikationszahlen dieselben sind. Dadurch sind aber 
beide Algebren isomorph aufeinander bezogen. 

Es 1aB8t sich leicht zeigen, daB es zu derselben Grundzahl d unendlich 
viele Algebren gibt, und ihre Menge ist nicht einmal abzahlbar. Die Sub- 
stitution 7 der Nummer 18 kann namlich nach 11, ohne daB W sich 
andert, durch OT ersetzt werden, wo O eine ganz beliebige eigentliche 
orthogonale Substitution mit der ersten Spalte 1,0,0,0 bezeichnet. 
Offenbar kann man aber in die Koeffizienten von O noch ganz beliebige 
Irrationalitéten aufnehmen. 








=) 
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Fat man alle die unendlich vielen Algebren zu derselben Grundzahl 
als verschiedene Darstellungen einer einzigen abstrakten Algebra auf, so be- 
stimmt jede Grundzahl eine einzige Algebra. 


Ill. Moduln. 


27. Zum naheren Studium der Eigenschaften unserer Algebren werde 
jetzt in einer Algebra © eine Minimalbasis m, mit den Multiplikations- 
zahlen w,,, beliebig aber fest ausgewahlt und als Grundbasis bezeichnet, 
die Normenform heiBe Grundform. Zur bequemeren Formulierung der 
Satze darf ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Basis als reduziert, 
somit w, = 1 angenommen werden. 

Ein System von Quaternionen aus ©, die entweder simtlich ganz 
sind oder doch nach Multiplikation mit einer festen Zahl simtlich ganz 
werden, wird Modul genannt, wenn das System vier linear unabhingige 
Quaternionen enthalt und mit a, 8 auch « + £8 und « — # darin vorkommen. 

Ein Modul heiBt ganzer Modul, wenn er nur ganze Quaternionen 
enthalt. 

28. Jeder Modul besitzt eine Basis. 


Zum Beweise geniigt es, nur die ganzen Moduln ins Auge zu fassen, 
weil die andern darauf zuriickgefiihrt werden kénnen. In einem ganzen 
Modul a sind aber auch die Zwischennormen und somit die Diskriminanten 
fiir vier linear unabhangige Quaternionen ganz (12). Wahlt man nun aus a 
vier linear unabhangige Quaternionen «, aus, fiir welche die Diskriminante 
einen Minimalwert annimmt,.so enthalt a alle aber auch nur die Qua- 
ternionen, welche linear mit ganzen Koeffizienten durch die «, darstellbar 
sind. Andernfalls kénnte man namlich, wie man leicht erkennt, vier 
Quaternionen mit noch kleinerer Diskriminante finden. 


29. Ist a ein beliebiger Modul und bilden die Quaternionen 
¢,= 2 @;a;, 
é 


eine Basis, so wird die Matrix A= /|\a,,|| Basismatrix des Moduls ge- 
nannt. Die Reihenfolge der Basiselemente werde immer so gewahlt, dab 
die Determinante dieser Matrix, welche wir auch Determinante des Mo- 
duls nennen und durch |a;,|=|a| bezeichnen, positiv wird. 

Die Norm der Linearform 


«(x)= 2% a, +z, a, + 1%, + 2, a, 


ist eine quaternire quadratische Form mit im allgemeinen gebrochenen 
Koeffizienten. Sie kann aber stets in der Gestalt 


n(a(zx)) = a F((x)) 
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geschrieben werden, wo F eine ganzzahlige primitive Form bezeichnet und 
a positiv ist. Wir nennen dann den Koeffizienten a die Norm des Mo- 
duls und schreiben a=n(a). Die Form F aber werde die zu der Basis 
gehérige Normenform des Moduls genannt. 


30. Offenbar sind Norm und Determinante eines Moduls ginzlich 
unabhingig sowohl von der Basis des Moduls wie von der Grundbasis 
der Algebra, dagegen ist fiir die Normenform nur die Klasse bestimmt. 
(Wiirde man fiir die Determinante eines Moduls auch negative Werte zu- 
lassen, so wiirden die Normenformen zwei im allgemeinen verschiedenen 
Klassen angehéren.) 

Weil die Grundform @ durch die lineare Substitution A in a F iiber- 
geht und G Stammform ist, so gilt immer 


a*<ja|, dh. in Worten: 


Fiir jeden Modul ist das Quadrat der Norm kleiner oder héchstens 
so groB wie die Determinante. 

31. Ersetzt man alle Quaternionen des Moduls a durch die konju- 
gierten Quaternionen, so erhalt man wieder einen Modul (21), den wir 
durch @ bezeichnen und den konjugierten Modul nennen. 

Bilden die Quaternionen «, eine Basis von a, so ist klar, daB durch 
die konjugierten Quaternionen @, jedes Quaternion von @ linear mit ganz- 
zahligen Koeffizienten dargestellt werden kann. Die @, liefern daher eine 
Basis, wenn sie (wegen der Forderung der positiven Determinante) noch 
durch eine beliebige ganzzahlige Substitution mit der Determinante — 1 
z. B. durch HZ, transformiert werden. Daher gilt: 


Aus der Basismatrix A von a erhalt man durch die Formel 


A=E,AE, 
eine Basismatrix von 4. 

32. Wenn man alle Quaternionen des Moduls a links mit o und 
rechts mit o multipliziert, wobei 0,0 irgend zwei Quaternionen aus © 
mit positivem Normenprodukt bezeichnen, so erhalt man wieder einen 
Modul, den wir durch a’ = gao bezeichnen. Wenn die Quaternionen a, 
eine Basis von a bilden, so bilden die Quaternionen a} = 9«,o offenbar 
eine Basis von a’. Werden die Koordinaten von 9 durch r, und von o 
durch 8, bezeichnet, so ergibt eine einfache Rechnung fiir die Basismatrix 
dieser Basis von a’ 

A’ = Q(r) Q'(8)A. 
Deshalb ist 
n(a’)=m(o)m(o)n(a), Ja’ =[n(o)}*[m(0)]*|a|, 


und die Normenformen der Moduln a, a’ gehéren derselben Formenklasse an. 


Idealtheorie in Quaternionenalgebren. 15 


83. Sind zwei Moduln a und 6 gegeben und durchliuft « alle Qua- 
ternionen von a, f alle Quaternionen von b, so bilden die Produkte « f 
und ihre Summen wieder einen Modul, den wir durch 

c=a>x<b 

bezeichnen und das Produkt der Moduln a und 6 nennen. Werden nim- 
lich die « 8 und ihre Summen durch y bezeichnet, so ist klar, da8 unter 
den y vier linear unabhingige Quaternionen und mit y,, 7, auch y,+ 7, 
und y, — y, vorkommen, die y bilden daher einen Modul, wenn wir noch 
zeigen kénnen, da8 sie nach Multiplikation mit einer festen ganzen Zahl 
simtlich ganz werden. Ein solcher Multiplikator wird aber erhalten, wenn 
man den Generalnenner der Koeffizienten einer Basismatrix von a mit 
dem Generalnenner der Koeffizienten einer Basismatrix von 6 multipliziert. 
Sind namlich die Basismatrizen von a und 6 ganzzahlig, so sind alle 
Quaternionen der beiden Moduln a, 6 ganz und untereinander konkordant, 
daher sind auch alle y ganz (12). 

Fiir die Multiplikation der Moduln gilt das assoziative, aber nicht 
das kommutative Gesetz. 

Das folgt aus den Multiplikationsgesetzen der Quaternionen. 

34. Sind A, B Basismatrizen der Moduln a,b, so geniigt jede Basis- 
matrix C des Produktes c= a>b den Bedingungen: 

Die bilineare Substitution 


o.wii =m 


ist ganzzahlig, und die Determinanten der rechteckigen Matrix 
|| 92 n> || (A=0,1, 2, 3; uy = 0C, 01, ..., 33) 
haben keinen gemeinsamen Teiler. 

Sind umgekehrt fiir eine Matrix C mit nicht verschwindender positiver 
Determinante diese beiden Bedingungen erfiillt, so ist C Basismatrix des 
Produktes c= a> b. 

35. Werden die Normen von a, b, c durch a, b,c und die durch 
A, B, C bestimmten Normenformen durch F,, F,, F, bezeichnet, so trans- 
formiert die bilineare Substitution M die Form ¢cF, in das Produkt 


aF,-bF,, d.b. F, ganzzablig in *” FP, F,. 
i sea 
Hier ist > «ganz. 
Erteilt man namlich den Variablen von F, und F, ganzzahlige Werte, 


so miissen wegen der Ganzzahligkeit von M die Variablen von F, und 
somit auch der Wert von F, ganzzahlig ausfallen. Da aber F, und F, 
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primitive Formen sind, so kénnen ihre Werte zu jeder vorgegebenen Zahl 
prim gemacht werden, also auch zu dem etwaigen Nenner von =. Dann 
kénnte aber F, nicht ganzzahlig sein. 

Demnach gilt der Satz: 

Das Produkt der Normen zweier Moduln ist stets durch die Norm 
thres Produktes teilbar, d. h. n(a)n(b) ist teilbar durch n(a >< 6).*') 

36. Bildet man endlich die beiden Determinanten 


PLLA 1M, 5 Y;|> 
j j 
so haben diese wegen der Matrizengleichung aus 34 die Werte 


at ltl ps = gsiel ps. 


}e| le| 


Also gilt: 
Wenn a=<6=c, so sind a*|b| und b*\a| beide durch |c| teilbar 


IV. Ideale. 


37. Wir stellen jetzt folgende Definition auf: 

Ein Modul wird Ideal genanni, wenn seine Determinante das Quadrat 
seiner Norm ist **). 

Da jedes Ideal ein Modul ist, kénnen die Begrifie der Basis, der 
Determinante, der Norm, der Normenform ohne weiterer auf Ideale iiber- 
tragen werden. 


Der zu einem Ideal a konjugierte Modul 4 ist offenbar auch ein Ideal 
und heiBt konjugiertes Ideal. Dividiert man die simtlichen Quaternionen 


des konjugierten Ideals 4 durch die Norm a, so entsteht ein Ideal 


1. ° 1 ° ‘ 
; ©=a-* mit der Norm ~ , welches reziprok zu a heiBen soll. Offenbar 


ist a zu a~* reziprok. 

Ein Ideal hei®t ganz, wenn es nur aus ganzen Quaternionen besteht; 
ein ganzes Ideal a heibt primitiv, wenn es keine ganze Zahl ¢ > 1 gibt, 
so daB ra ganz ist. 

*1) Dabei heiBt eine rationale Zabl a durch eine rationale Zahl 6 teilbar, wenn 
der Quotient ; eine ganze Zahl ist. 

**) Diese Definition mag vielleicht auf den ersten Blick befremden, doch werden 
sich bald weitere charakteristische Eigenschaften unserer Ideale ergeben, die einen 
Zusammenhang mit den iiblichen Definitionen eines Ideals in einem algebraischen 
Zahlkérper herstellen. (Obrigens wird auch in einem algebraischen Zahlkérper ein 


Modul durch eine ahnliche Forderung, nimlich die Gleichheit von Determinante und 
Norm als Ideal charakterisiert.) 
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Die saimtlichen Quaternionen, die in bezug auf die Grundbasis ganze 
Koordinaten haben, bilden ein Ideal von der Norm 1, das wir Grundideal 
nennen und durch o bezeichnen. 


38. Ist a ein beliebiges Ideal mit der Norm a, bilden die Quatern- 
ionen a, = 5) w,a,, eine Basis von a und ist F die zugehérige Normen- 
form, so ist nach einer friiheren Terminologie die Basismatrix A eine zur 
Grundjorm G gehérige, die Form F erzeugende Substitution mit der 
Norm a.**) Diese Erzeugende ist zudem eigentlich, weil |a|>0. Um- 
gekehrt ist auch jede eigentliche Erzeugende zur Grundform G Basismatrix 
eines Ideals. Der einzige Unterschied gegen friiher besteht darin, daB wir 
jetzt auch gebrochene Werte fiir die Koeffizienten der Matrix A zulassen, 
wahrend wir uns friiher auf ganzzahlige Werte beschranken konnten. 


Wegen der Bedeutung der Erzeugenden von positivem und negativem 
Charakter vgl. man weiter unten Nr. 55. 


39. In jedem Ideal a gibt es Quaternionen «, fiir welche der Quotient 
n(a)/n(a) unter einer festen, nur von der Grundzahl d der Algebra ab- 
hdngigen Schranke liegt. 

Stellt man namlich die Quaternionen des Ideals a durch eine Basis 
dar, so zeigt sich, daB dieser Quotient eine durch die Normenform F von 
a darstellbare Zahl ist. Bekanntlich stellt aber eine quadratische Form 
Zahlen unterhalb einer endlichen Schranke dar, fiir welche man den 
Wert 2| ¥d| nehmen kann, wo d die Grundzahl der Algebra bezeichnet. 

Da eine primitive quadratische Form stets Zahlen darstellt, die zu 
einer beliebig vorgegebenen Zahl prim sind, so gilt weiter: 

In jedem Ideal a gibt es Quaternionen a, fiir welche der Quotient 
n(a)/n(a) zu einer beliebig vorgegebenen Zahl prim ist. 

40. Hin Ideal von der Norm 1, das die Zahl 1 enthdlt, wird Hinheits- 
ideal genannt. 

Ein Einheitsideal e enthalt nur ganze Quaternionen; denn wenn ¢ in 
¢ liegt, so sind n(e) und s(e)=m(1,e) ganz (29). Deshalb ist auch 
@=s8(e)—e in e enthalten. Ein Einheitsideal ist also dem konjugierten 
und, weil die Norm gleich 1 ist, auch dem reziproken Ideal gleich. 

Jede Basis eines Einheitsideals ist zugleich Minimalbasis der Algebra, 
und umgekehrt ist jede Minimalbasis zugleich Basis eines Einheitsideals 
(weshalb man den Begriff der reduzierten Basis (16) auf die Einheitsideale 
anwenden kann); im besonderen ist also das Grundideal o ein Einheits- 
ideal. 


%) IV, 8. 180. 
Mathematische Annalen. 99, 2 











18 H. Brandt. 


Die Hinheitsideale sind daher mit den grdpten Integritdtsbereichen 
der Algebra identisch. 

41. Wir betrachten im besonderen diejenigen Einheitsideale, deren 
Normenformen der Grundform fquivalent sind. Fiir ein solches Ideal e 
kann man eine reduzierte Basis so auswahlen, daB die Normenform der 
Grundform gleich wird. Die Basismatrix U ist dann eine eigentliche auto- 
morphe Substitution der Grundform mit der ersten Spalte 1, 0, 0, 0. 

Aus der bekannten Eulerschen Darstellung der ternaéren orthogonalen 
Substitutionen *) folgt dann fiir U die Darstellung 


U=Q(r)* Q'(r). 


(Diese Formel geht nimlich in die Eulersche iiber, wenn W = V (10, 11), 
und folgt aus dieser durch lineare Transformation (18).) 

Schreibt man sie in der Gestalt Q(r)U=2Q'(r), so erkennt man, 
daB die r, als Auflésung linearer homogener Gleichungen mit rationalen 
Koeffizienten selbst rational, daher auch ganz angenommen werden kénnen. 
Umgekehrt ist klar, daB jedes U von dieser Form mit ganzen r, Basis- 
matrix eines Einheitsideals ist. Also gilt: 

Die Formel 

U = Q(r)7* Q'(r), 


wobei dier, ganz sind, liefert als Basismatrix alle und nur die Einheits- 
ideale, deren Normenformen der Grundform dquivalent sind. 

Wahlt man die r, im besonderen so, daB G((r))=m eine zu 2d 
prime Zahl ist, so hat U den Generalnenner m.*°) Da m unendlich 
viele verschiedene Werte haben kann und verschiedenen Werten von m 
natiirlich auch verschiedene Einheitsideale entsprechen, so gilt weiter: 


Es gibt unendlich viele verschiedene Hinheitsideale. 


42. Sind a und b zwei Ideale, fiir welche das Modulprodukt «=a» 6 
der Bedingung n(c)=n(a)n(b) geniigt, so ist ¢ ebenfalls ein Ideal. 

Da8 die Annahmen dieses Satzes méglich sind, ergibt sich schon aus 
friiheren Betrachtungen iiber die Komponierbarkeit der quaternéren qua- 
dratischen Formen **), 

Zum Beweise beachte man, daB wegen 30 die Determinante des 
Moduls c=a>b6 der Bedingung 


¢| >[n(c)]° 
*4) L. Euler, Opera omnia, I. Serie, 6, 8. 309. 


%) IV, 8. 186 fit. . 
26) TV, 8.195. 
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und wegen 36 der Bedingung 
|e] <[n(a)n(b)]* 


geniigt, woraus wegen n(a)n(b) = n(c) 


|| =[m(c)]° 
folgt, d. h. der Modul ¢ ist ein Ideal. 
Wir definieren daher: 


Wenn fiir zwei Ideale a,6 das Modulprodukt c=a>b der Be- 
dingung n(c)=n(a)n(b) geniigt, so dap c wieder ein Ideal ist, so 
schreiben wir c= ab und nennen ¢ Idealprodukt oder, wenn keine Ver- 
wechslung mit dem allgemeinen Modulprodukt méglich ist, kurz Produkt 
aus a und b. 

43. Fiir die Multiplikation der Ideale gilt das assoziative Gesetz in 
folgendem Sinne: 

Wenn fiir eine Anzahl in fester Reihenfolge gegebene Ideale fiir eine 
bestimmte Art der Klammersetzung ein Idealprodukt existiert, so existiert 
dasselbe Idealprodukt auch fiir jede andere Art der Klammersetzung, so- 
bald nur die Reihenfolge erhalten bleibt. 

Das folgt aus der Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes fiir die Modul- 
multiplikation. Wendet man dies Gesetz auf Ideale an und ergibt sich 
bei einer Anordnung der Klammern, da8 die simtlichen auftretenden 
Modulprodukte Idealprodukte sind, so mu8 das auch fiir jede andere An- 
ordnung der Klammern der Fall sein, weil sonst das Endprodukt nicht 
der Idealbedingung geniigen kénnte. 

Demnach kénnen die Klammern bei Idealprodukten ganz entbehrt 
werden *’). 

44, Gilt fiir die Ideale a, 6, c die Produktgleichung 

ab=c 


und sind A, B, C Basismatrizen dieser Ideale, so ist die bilineare Sub- 
stitution 


A 
mG ff an 
o*.W< == 


wie bei der Modulmultiplikation ganzzahlig. Sie vermittelt gleichzeitig die 
Komposition der Normenformen. Hilt man zwei der drei Matrizen A, B, C 
fest, so kann, wenn M ganzzahlig und | A||B|=|C| bleiben soll, die 
dritte immer nur durch rechts aquivalente ersetzt werden, d.h. durch 
AU, BU, CU, wo U eine ganzzahlige Matrix der Determinante 1 bezeichnet. 


*”) Vgl. hierzu Brandt, Uber das assoziative Gesetz bei der Komposition der 
quaterniren quadratischen Formen, Math. Annalen 96 (1926), 8. 353. 
Q* 








20 H. Brandt. 


Das folgt daraus, daB die Determinanten der drei rechteckigen Matrizen mit 
den Elementen m;,,, rin, Myri (A= 0,1, 2,3; wx = 00, 01, ..., 38) 
wegen der Primitivitét der Normenformen von a,b,c keinen gemeinsamen 
Teiler haben kénnen. 

Das besagt fiir die Ideale: 


Wenn das Produkt ab = existiert, so ist jedes der drei Ideale a,b,c 
durch die beiden andern eindeutig bestimmt. 

45. Weil ein Einheitsideal e ein Integritatsbereich ist, so gilt ee =e. 
Zwei verschiedene EHinheitsideale kinnen aber nicht multipliziert werden. 
Existierte naimlich fiir zwei verschiedene Einheitsideale e,,¢, das Ideal- 
produkt e,e,=e,, so miiBte e, Einheitsideal und somit auch gréBter In- 
tegritatsbereich sein. Weil die Zahl 1 in e, und e, vorkommt, sind in e, 
wegen ¢,¢,= ¢, alle Quaternionen aus e, und alle Quaternionen aus e, 
enthalten. Das ist aber unméglich, weil e, und e, selbst schon gréBte 
Integritatsbereiche sind. 

46. Fiir jedes Ideal a gibi es zwei eindeutig bestimmte Hinheitsideale 
e, und e,, so dap e,a=a und ae,=a. Wir nennen ec, das links zu- 
gehdérige oder linke und e, das rechis zugehdrige oder rechte Hinheitsideal 
von a und a Linksideal von e, und Rechtsideal von e,. 

Ist nimlich A eine Basismatrix und F die zugehérige Normenform, 
so gibt es nach meinen friiheren Ergebnissen**) zu F links und rechts 
zugehérige Hauptformen H, und H,, welche die Kompositionen H, F = F 
und FH,= F gestatten. Zugleich miissen zwei diese Kompositionen ver- 
mittelnde bilineare Substitutionen von der Form 


E A 

A*.WO* und AW 
ss A \ 

2 

existieren, wobei HZ, und Z, unimodulare Substitutionen bezeichnen, welche 


die Grundform G bzw. in H, und H, transformieren*). 
Daraus folgt aber die Behauptung*”). 


Ist das Ideal a im besonderen ganz, so sind alle seine Quaternionen 
sowohl in dem linken wie in dem rechten Einheitsideal von a enthalten 
(12, 40). 


47. Aus den friiheren Betrachtungen iiber koordinierte bilineare Sub- 


*) TI, 8. 308 ff. 

*) Til, 8. 171. 

*) Die links und rechts zugehérigen Einheitsideale kénnen in Anlehnung an den 
Dedekindschen Begriff der Ordnung eines Moduls auch als Links- und Rechtsordnung 
von a aufgefaBt und hergeleitet werden. 
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stitutionen**) ergibt sich, daB mit den eben angegebenen bilinearen Sub- 
stitutionen auch diese 


: * a E, A A 
AWE AW, BW, By? WO 
E, A 


ganzzahlig sind. Dabei ist 
“The. 
A=—H,AE, 
Basismatrix des reziproken Ideals, Das besagt fiir die Ideale 
a~-te,=a™*, ea-*=a*, aa '*=e, a *a=eg. 


48. Zwei Ideale a und 6b lassen sich in dieser Reihenfolge dann und 
nur dann multiplizieren, wenn das rechte Hinheitsideal von a zugleich 
linkes Einheitsideal von 6 ist. 

Wenn namlich ab =c und e das rechte Einheitsideal von a ist, so 
gilt c—(ae)b=—a(eb)—ab, also eb = b (43, 44). 

Und wenn ae=a und eb=b, also auch 66™*’=—e, 80 existiert 
a(bb~*), also auch ab (47, 48). 

Daraus folgt: Wenn zwei Ideale a, a’ das rechte oder zwei Ideale b, b’ 
das linke Einheitsideal gemeinsam haben, so gibt es Ideale p,q, so dab 
a’=pa, b'=bq. 

49. Sind e, und e, irgend zwei Hinheitsideale, so gibt es stets Ideale a, 
die Linksideale fiir e, und Rechtsideale fiir e, sind. 

Zum Beweise bilde man das Modulprodukt e, <e,—=a. Dann be- 
stehen die Modalgleichungen 


e¢:<a=a, axe=—a, 
welche nach 36 erkennen lassen, da8 a ein Ideal ist**). Deshalb kann 
man auch schreiben 
e,a=a und ae,—a. 
Als wichtige Folgerung ergibt sich: 
Ist ¢ ein beliebiges Ideal und ¢ ein beliebiges Hinheitsideal, so gibt es 
ein Rechtsideal a von e und ein Linksideal 6 von e, so dag c= ab tat. 
50. Die Satze dieses Kapitels zeigen, daB die Ideale von 0 in bezug 
auf die Multiplikation ein unendliches Gruppoid bilden*). 


*t) I, S. 111, oder Bilineare Transformation quadratischer Formen, Math. Zeitschr. 
20 (1924), S. 153. 

8%) Sind e, und e¢, Einheitsideale, so wird also ein beliebiger Modul a durch jede 
dieser beiden Modulgleichungen als Ideal charakterisiert (vgl. 3). 
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Die Einheitselemente sind die Einheitsideale, die inversen Elemente 
sind die reziproken Ideale. Die links bzw. rechts einander zugehérigen 
Elemente sind die Ideale, welche das linke bzw. das rechte Einheitsideal 
gemeinsam haben. Doppelt zugehérig sind also diejenigen Ideale, welche 
sowohl das linke wie das recite Einheitsideal gemeinsam haben. 

Die einem Einheitsideal e doppelt zugehérigen Ideale sind die zwei- 
seitigen Ideale des Integrititsbereichs e, d. h. diejenigen Ideale, die so- 
wohl Rechts- wie Linksideale von e sind. Weil dazu alle Ideale re ge- 
héren, wo r eine beliebige rationale Zahl ist, so ist die Anzahl dieser Ideale, 
d. h. die Ordnung des Gruppoids unendlich. Da8 auch der Rang, d.h. die 
Anzahl der Einheitselemente unendlich ist, wurde bereits gezeigt (41). 


V. Idealklassen. 
51. Wenn a ein beliebiges Ideal bezeichnet und 0, 0 irgendwelche 


Quaternionen aus 2. mit nicht verschwindenden Normen sind, so ist der 
Modul a’ = eac ebenfalls ein Ideal. 

Ist e, das linke und e, das rechte Hinheitsideal von a, so ist 
e; =ee,0 ' das linke und e; =o e, 0 das rechte Hinheitsideal von a’. 

Die erste Behauptung ergibt sich nach unserer Idealdefinition (37) 
aus 32. Daraus folgt auch, daB e;, e; Einheitsideale sind. e{, e; geniigen 
aber den Gleichungen eja’=a’ und a’e;= a’, woraus sich die Richtig- 
keit der letzten Behauptung ergibt. 

52. Auf Grund dieses Satzes stellen wir folgende Definitionen auf: 

Zwei Ideale a und a’ heiBen dquivalent, wenn es zwei Quaternionen 
o,o0 gibt, so daB n(oo)+0 und a’=eac. Alle dquivalenten Ideale 
bilden eine Idealkiasse. 

Ist im besonderen o=1 bzw. 0=1, 80 wird die Aquivalenz als 
rechtsseitige bzw. linkssettige Aquivalenz bezeichnet. Alle rechts bzw. links 
dquivalenten Ideale bilden eine Rechts- bzw. Linksidealklasse. 

Offenbar haben rechts aquivalente [deale dasselbe rechte und links 
aquivalente Ideale dasselbe linke Einheitsideal. Vgl. 59. 

(Fiir Einheitsideale besagt die Aquivalenz dasselbe wie die Méglichkeit 
der isomorphen Zuordnung der von ihnen gebildeten Integritiatsbereiche. ) 

53. In jeder Rechts- und in jeder Linksidealklasse gibt es ganze 
Ideale, deren Norm unter einer endlichen Schranke liegt. 

Ist a ein beliebiges Ideal mit der Norm a, und e, das linke, e, das 
rechte Einheitsideal von a, so wahle man aus dem reziproken Ideal a~' 
nach 39 ein Quaternion 0 so aus, daB | 


0<n(o) <= 2\/dl. 
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Bildet man dann die beiden Ideale a, = ag und a, ga, von denen a, 
der Linksidealklasse von a und a, der Rechtsidealklasse von a angehért, 
so ist wegen aa~*=e, und a~'a=e, a, in e, und a, in e, enthalten, 
beide Ideale bestehen also aus lauter ganzen Quaternionen. Man findet aber 


n(a,)<2|yd|, n(a,)<2|\ ya}. 


54. Fiir jedes Einheitsideal hat die Anzahl der Rechts- und Links- 
idealklassen, in die die rechts bzw. links dquivalenten Ideale zerfallen, 
denselben endlichen von der ausgewdhliten Einheitsklasse unabhdngigen 
Wert h, der als Klassenzahl der Algebra bezeichnet wird. 


Wahlt man als Einheitsideal zunichst das Grundideal o aus, so kann 
man die Rechtsideale von o auf Rechtsidealklassen verteilen und jede 
Klasse nach dem vorigen Satze durch ein ganzes Ideal, dessen Norm 
kleiner als 2| ya! ist, reprasentieren. 


Die Basismatrizen dieser Ideale sind nach der am Schlusse von 46 
gemachten Bemerkung ganzzahlig. Weil zwei Basismatrizen A und AU, 
wo U eine ganzzahlige Matrix mit der Determinante + 1 bezeichnet, das- 
selbe Ideal liefern, so ist die Anzahl der reprisentierenden Ideale gewif 
kleiner als die Anzahl der Klassen von Substitutionen mit einer positiven 
Determinante < 4/d]|, also endlich. 

Wird die Anzahl der Rechtsidealklassen von ov durch h bezeichnet, 
so ist klar, daB die Anzahl der Linksidealklassen von 0 ebenso groB ist. 
Durchlauft namlich a alle Ideale der Rechtsidealkjassen von 0, so durch- 
lauft entsprechend @ alle Ideale der Linksidealklassen von 0. 

Endlich ist die Anzahl auch von der ausgewahlten Einheitsklasse ganz 
unabhingig. Ist namlich e irgendein Einheitsideal, so kann man ein Ideal p 
finden, das o als linkes und e¢ als rechtes Einheitsideal hat (49). Durchlauft 
dann a alle Rechtsideale von 0, so durchliuft a’=ap alle Rechtsideale 
von e. Zwei Ideale a’ sind aber dann und nur dann rechts dquivalent, 
wenn die entsprechenden Ideale a rechts aquivalent sind. 

55. Fiir das Grundideal 0 sind die Basismatrizen der ganzen und 
primitiven Rechts- und Linksideale mit zu d primer Norm mit den 
erzeugenden Substitutionen von positivem bzw. negativem Charakter **) 
tdentisch. 

Es geniigt zu zeigen, daB die Rechtsideale mit den genannten Eigen- 
schaiten vollstandig den Erzeugenden von positivem Charakter entsprechen, 
weil der zweite Teil der Behauptung genau entsprechend folgt. Das ergibt 
sich aber aus dem Satz: 


5%) IV, S. 180. 
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Von den ganzzahligen primitiven erzeugenden Substitutionen A mit 
der zu d primen Norm a liefern alle und nur diejenigen eine ganzzahlige 
bilineare Substitution 


A. WAM, 
welche die Elementarteiler 1, 1,a,a@ und positiven Charakter haben. 
Der erste Teil dieses Satzes ergibt sich aus friilieren Betrachtungen **). 
(Diese erfordern, wenn d ungrade und a grade, nur eine kleine Erganzung. ) 
Fiir den zweiten Teil beachte man, da8 mit M nach 47 auch die bilinearen 
Substitutionen 


A 
we = 
A 


ganz ausfallen**). Deshalb gestattet A die Parameterdarstellung 
A=|| ZS Mjx Pll, 


welche, wie friiher gezeigt, nur solche ganzzahligen primitiven Substitu- 
tionen A mit einer zu d primen Determinante a* liefern kann, welche 
die Elementarteiler 1, 1,a@, a und positiven Charakter haben **), 


56. Es gibt kein ganzes und primitives Ideal mit zu d primer Norm, 
das rechis und links zu demselben Hinheitsideal e gehért aufer e¢ selbst. 

Wiirde man namlich eine Basis von e als Grundbasis annehmen, so 
wiirde nach dem vorigen Satz die Basismatrix eines solchen Ideals eine 
erzeugende Substitution sein, die sowohl positiven wie negativen Charakter 
hat, was unmdglich ist. 

Untersucht man bei Stammformen die ganzen und primitiven er- 
zeugenden Substitutionen, deren Norm nur Primteiler von d enthilt, so 
ergeben sich die Sitze: 

Die Norm eines ganzen und primitiven Ideals kann einen Diskri- 
minantenteiler stets nur einfach, nicht im Quadrat enthalien. 

Ein ganzes und primitives Ideal ist dann und nur dann gleichseitig, 
d. h. gehért links und rechits zu demselben Hinheitsideal, wenn seine Norm 
ein Teiler t von d ist, und fiir jeden Teiler t gibt es zu jedem Hinheits- 
ideal e gerade ein einziges derartiges Ideal. 

57. Aus diesen Satzen ergeben sich wichtige Folgerungen fiir die aus 
gleichseitigen Idealen gebildeten Gruppen. Dabei soll eine solche Gruppe 
mit einem Ideal i auch alle rationalen Multipla ri enthalten. 


4) IV, 8. 192. 

**) Die simtlichen A, welche dasselbe M liefern, ergeben auch dasselbe N und 
umgekehrt. . 

%) IV, S. 187. 
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Eine derartige Gruppe ) wird dann vollstandig charakterisiert durch 
die darin enthaltenen ganzen und primitiven gleichseitigen Ideale oder nach 
56 auch durch die Normen dieser Ideale, d.h. durch ein System von 
Teilern ¢ von d. Diese Teiler bilden dann selbst eine multiplikative 
Gruppe, wenn man die bei der Multiplikation etwa auftretenden quadra- 
tischen Faktoren jedesmal entfernt. Die Anzahl dieser Teiler und somit 
auch die der ganzen und primitiven in § enthaltenen Ideale ist somit eine 
Potenz von 2. 

Daraus schlieBt man, daB auch der Index der Gruppe § in der 
Gruppe g aller zu demselben Einheitsideal e gehdrigen gleichseitigen Ideale 
eine Potenz von 2 sein muB. 

58. Ist umgekehrt ein System (t) von Teilern ¢ vond so beschaffen, 
daB es in dem eben genannten Sinne eine multiplikative Gruppe bildet, so 
werden dadurch fiir irgend zwei Einheitsideale e, und e, in eindeutiger 
Weise Gruppen 5, und §, von gleichseitigen Idealen bestimmt. 

Diese Gruppen sind isomorph aufeinander bezogen, wenn man die 
demselben Teiler ¢ von d entspringenden, bzw. in , und §, liegenden ganzen 
Ideale i, undi, und ihre entsprechenden rationalen Multiplika ri, und ri, 
einander zuordnet. 

Ist a ein beliebiges Ideal, das links zu e, und rechts zu e, gehdrt, 
und sind j, und j, irgend zwei einander in dieser Weise entsprechende 
Ideale aus den Gruppen §, und §,, so gilt stets j,a = aj,. 

59. Halt man a fest und laBt j, die Gruppe, oder j, die Gruppe 5, 
durchlaufen, so werde die Gesamtheit der Ideale j,a = aj, durch (a) be- 
zeichnet und die durch das Teilersystem (t) bestimmte Schar von a genannt. 

Sind a, b Ideale, fiir welche das Produkt ab = c existiert, und durch- 
lauft a die Schar(a), 6 die Schar (6), so durchliuft auch c die Schar(c), 
die wir daher durch (a)(b)=(c). bezeichnen und das Produkt der 
Scharen (a) und (6) nennen kénnen. 

Aus diesem Satz ergibt sich, daB auch die Scharen ebenso wie die 
Ideale durch die Multiplikation zu einem Gruppoid verkniipft sind. Die 
Ordnung dieses Gruppoids ist aber endlich, naimlich gleich dem Quotienten 
der Anzahl) aller Teiler von d durch die Anzahl der in dem System (t) 
enthaltenen Teiler oder gleich dem Index der fiir irgendein Einheitsideal e 
gebildeten Gruppe § in g (57). 

60. Die simtlichen ganzen Quaternionen jw, fiir welche n(u) +0 und 
der gréBte gemeinsame Teiler (n(u),d@) dem Teilersystem (t) angehdrt. 
bilden zusammen mit den rationalen Multipla ru eine multiplikative 
Gruppe, welche wir die zu dem Teilersystem ( sa gehérige Multiplikatoren- 
gruppe nennen wollen. 
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Ist a ein beliebiges Ideal, das links zu dem Einheitsideal e, und 
rechts zu dem Einheitsideal ¢, gehért, sind ferner t, und 1, zwei Quatern- 
ionen der Multiplikatorengruppe, die den Bedingungen 1, ¢, = ¢,7,, T, €, = Cg T 
geniigen, so ist das Ideal t,a7, in der durch das Teilersystem (#) be- 
stimmten Schar (a) enthalten (58). 

Sind 9,0 irgend zwei Quaternionen der Multiplikatorengruppe und 
durchlauft das Ideal a die ganze Schar (a). so durchlauft das Ideal b= o a0 
ebenfalls die Schar (6), die wir daher durch (b) = @(a)o bezeichnen und 
der Schar (a) in bezug auf das Teilersystem (t) dquivalent nennen kénnen. 

Alle aquivalenten Scharen werden zu einer Scharenklasse zusammen- 
gefaBt, und die in einer Scharenklasse enthaltenen Ideale heiBen in bezug 
auf das Teilersystem (t) dquivalent und bilden eine Idealklasse in bezug 
auf das Teilersystem (t). 

61. Wir nennen eine solche Ideal- oder Scharenklasse , komponier- 
bar mit einer Klasse &,, wenn es in 8, Scharen(a) und in §, Scharen (6) 
gibt, fiir welche das Produkt (a)(b)=(c) existiert. Bildet man auf alle 
méglichen Weisen solche Prodvkte, so ergeben die Scharen (¢) wieder eine 
Scharenklasse &,, die wir komponiert aus R, und S, nennen. 

Bezeichnet man namlich durch e das rechts zu a und links zu b 
gehérige Einheitsideal, so kann die Schar o(a)o, nur mit der Schar o, (b)o 
multipliziert werden, wenn 9, 6,1 der Bedingung te = er geniigt (48). 
Daher ist nach dem zweiten Satz des vorigen Paragraphen (a)t = (a) oder 
t(b) =(b) und somit o(a)t(b)o = o(a)(b)o = o(c)o. 

Deshalb bilden die Idealklassen in bezug auf das Teilersystem (t) 
wieder ein Gruppoid. Dies Gruppoid kann aufgefaBt werden als Faktor- 
gruppoid*’) aus dem Gruppoid aller Ideale und dem Gruppoid der Ideale 
einer Hinheitsklasse, d. h. einer Klasse 9(¢)o, wo e ein beliebiges Einheits- 
ideal bezeichnet. Statt der Ideale kann man auch die Scharen als die 
Elemente der beiden Gruppoide ansehen, ohne daB das Faktorgruppoid 
sich andert. 

Der Rang des Gruppoids der Klassen ist endlich, naimlich gewiB 
kleiner als das Produkt 42°, woh dieselbe Bedeutung hat wie in 54 und 
e die Anzahl] der Primteiler von d bezeichnet. 


62. Wenn das Teilersystem (#) nur aus der Zahl 1 besteht, erhilt 
man den engsten Klassenbegriff. Stellt man nun fiir das Gruppoid & 
dieser Klassen eii.c Kompositionstafel her, so kann man daran auch die 
Kompositionsgesetze fiir die Idealklassen in bezug auf ein beliebiges Teiler- 
system (t) veranschaulichen. 





%) Vgl. F. K. Schmidt, Bemerkungen zum Brandtschen Gruppoid. Sitzungs- 
berichte der Heidelberger Akademie 1927, 8. Abh., S. 94. 
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Man erhialt namlich die Idealklassen in bezug auf das Teilersystem (t), 
wenn man die Elemente dieses Gruppoids in geeigneter Weise zu Kom- 
plexen zusammenfaBt. Ein Komplex f, der ein Einheitselement Z des 
Gruppoids % enthilt, ist eine Gruppe, und das gesuchte Klassengruppoid 
kann als Faktorgruppoid @/f aufgefaBt werden. Zugleich kann man 
durch geeignete Anordnung der Zeilen und Spalten der Tafel von © er- 
reichen, daB die Komplexe sich auf quadratische Bezirke verteilen, die 
zugleich die Felder einer Kompositionstafel fiir das gesuchte Klassengruppoid 
darstellen*). 

63. Aber auch die Idealklassen im friiheren Sinne (52) kénnen aus 
den Elementen des Gruppoids © aufgebaut werden. 

Durchlaiuft nimlich ¢, alle Teiler von d, so kann man stets ganze 
Quaternionen mu, in der Algebra © finden, fiir welche der gréBte gemein- 
same Teiler, den die Norm von uw, mit d gemeinsam hat, gerade ¢, ist. 
Ist dann Y& eine beliebige Idealklasse, in der sich das Element A befindet, 
so enthalt M% alle und nur die Elemente u4,Ay,,. Diese Elemente sind 
aber nicht simtlich verschieden voneinander. 

Um die Anzahl der verschiedenen Elemente zu bestimmen, verstehen 
wir unter dem Index eines Ideals a die Anzahl der ganzen und primitiven, 
in der Form »,a = ay, darstellbaren Ideale. Ahnliche Betrachtungen wie 
in 57 zeigen, daB der Index endlich und eine Potenz von 2 ist. 

Der Index hat fiir alle Ideale derselben Idealklasse fiir ein beliebiges 
Teilersystem und auch fiir alle Ideale einer Idealklasse schlechthin stets 
denselben Wert. 

Be . die Anzahl der Primfaktoren von d mit e bezeichnet, so daB 

* Teiler vond gibt, so finden sich in der Idealklasse 2% vom Index 2° 
pa 2°-* verschiedene Elemente. 


64. Ist M1 — € speziell eine Einheitsklasse, d.h. eine solche, die ein 
Einheitsideal ¢ oder auch ein Einheitselement Z des Gruppoids © ent- 
hilt, so bilden die 2°°-* Elemente von © selbst ein Gruppoid vom 
Range 2°‘ und von der Ordnung 2‘, das ein Teilgruppoid von © ist. 

Wir wollen nun die Kompositionstafel fiir © so anordnen, da in 
quadratischen Bezirken von 2°* Feldern entlang der von links oben nach 
rechts unten verlaufenden Diagonale gerade diese Teilgruppoide der Ein- 


heitsklassen & erscheinen, wobei die Einheitselemente von © zweckmibig 
auf der Diagonale selbst stehen. Ist H eins von ihnen, so besteht die 


Zeile des Bezirkes von EZ aus den Elementen u,Z und die Spalte aus 
den Elementen Ey,. 

Durch diese Anordnung ist nun zugleich eine Einteilung der ganzen 
Tafel in horizontale und vertikale Streifen von der Breite 2° und damit 
auch eine Einteilung in quadratische Bezirke von 2°* Feldern gegeben. 
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Ist A ein Element eines solchen Bezirkes und trifft die Spalte von A die 
Diagonale im Feld Z,, die Zeile im Feld Z,, so enthalt der Bezirk wegen 
der Grundeigenschaft der Tafel*) alle und auch nur die Elemente 


uF, ‘A-Eyy, — H,Ap,, 


umfaBt also gerade eine Idealklasse YW. 


65. Wenn dasselbe Element A auBerhalb des betrachteten Bezirkes 
noch an einer anderen Stelle der Tafel vorkommt, so enthalt der neue 
Bezirk wieder die ganze Klasse & und keine anderen Elemente. Be- 
trachtet man nun einen von diesen Bezirken, welche die Idealklasse 
enthalten und die beiden Streifen von der Breite 2°, welche sich in diesem 
Bezirk kreuzen, so mége die Idealklasse, welche sich in dem Diagonalfeld 
des vertikalen Streifens befindet, durch €, und die Idealklasse, welche 
sich in dem Diagonalfeld des horizontalen Streifens befindet, durch €, 
bezeichnet werden. Wir nennen ©, die links und ©, die rechis zu U 
gehérige Einheitsklasse. 

Sind dann die Indizes der drei Klassen U, €,, €, bzw. 2°, 2°, 2°, 
wobei, wie man leicht zeigt, ¢ héchstens so gro8 ist wie die kleinere der 
beiden Zahlen i, und ¢,, so enthalten diese Klassen 2°**, 2°**, 2°*-* 
verschiedene Elemente. In einem Streifen der Kompositionstafel eines 
Gruppoids kommt aber jedes Element und somit auch jeder Komplex 
von Elementen gleich oft vor. Der Komplex €, kommt in seinem Bezirk 
2°-mal und in dem vertikalen Streifen sonst nicht vor, ebenso kommt 
der Komplex ©, in seinem Bezirk 2-mal und in dem horizontalen Streifen 
sonst nicht vor. 

Da nun der Komplex & in jedem Bezirk, wo er auftritt, 2‘-mal vor- 
kommt und ein Bezirk aus dem Komplex & entweder alle oder keine 
Elemente enthalt, so mu8 der vertikale Streifen 2°~* und der horizontale 
Streifen 2°°* Bezirke enthalten, in denen sich jedesmal die Klasse % 
befindet. 

66. Die Einteilung in Bezirke kann zugleich als Kompositionstafel 
fiir die Idealklassen in dem friiheren Sinn angesehen werden. Fiir den 
Gebrauch der Tafel mu8 man nur die fiir ein Gruppoid*) oder auch fiir 
die Formenklassen **) gegebene Regel anwenden. Die bei der Komposition 
der Klassen i. a. auftretenden Mehrdeutigkeiten werden durch die Tafel 
gerade vollsténdig zum Ausdruck gebracht. 

Alle Klassen Y, fiir die die Indizes 2°, 2", 2° denselben Wert haben, 
schlieBen sich zu einem oder auch zu mehreren Gruppoiden zusammen. 


%*) Verhandlungen der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft 1924, 
IL. Teil, 8. 102. 
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Alle Klassen, die derselben Einheitsklasse links und rechts zugehéren, 
bilden eine Idealklasse in bezug auf das System aller Teiler von d, haben 
daher denselben Index (63) und bilden eine Gruppe. 

Die Idealklassen entsprechen vollstandig den von den Normenformen 
gebildeten Formenklassen, wenn d>0 und wenn d< 0 bei denjenigen 
Algebren ©, bei denen es ganze Quaternionen der Norm —1 gibt. Ist 
das nicht der Fall, so besteht ein Unterschied, der sich aber beheben 
148t, wenn man den Aquivalenzbegriff verengt. 


67. Ist a ein beliebiges Ideal der Klasse %, e, das linke und e, 
das rechte Einheitsideal von a, so betrachten wir die fiir die Einheits- 
ideale e, und e, gebildeten Rechts- und Linksideale und deren Klassen 
und fragen, wieviel von ihnen auf die Klasse 2% entfallen. Man findet 
fiir e, 2°~* und fiir e, 2°~* Klassen, also dieselben Anzahlen®), welche 
angeben, wie oft die Klasse 2 in den Spalten und Zeilen der Kompo- 
sitionstafel vorkommt (66). 

Daraus ergibt sich, daB die Anzahl der Zeilen und Spalten in der 
Kompositionstafel gleich der friiheren Klassenzahl h ist (54). 

Wendet man zur Bestimmung von hf die bekannten transzendenten 
Methoden von Dirichlet an, so ergibt sich fiir d >3 die Formel 


1 1 1 
h,+ 5 hs i gs _ 7a? (4); 
wobei A, +h,-+h,=h und die Eulersche Funktion bezeichnet “). 


3) Siehe auch III, 8S. 172 FuBnote. 

“°) Die §$ 57—67 haben bei der Korrektur im Dezember 1927 eine vollstaindige 
Umarbeitung erfahren wegen eines irrtiimlichen Diskriminantensatzes in der friiheren 
Darstellung, der mich veranlaSt hatte, meine bereits vor mehreren Jahren auf dem 
Begriff der Relativkomposition beruhenden Untersuchungen iiber die Kompositions- 
tafeln der Formenklassen {vgl. meine Vortrige in Nauheim 1920 uud Luzern 1924) 
bei maximalen Ordnungen (Stammformen) fiir entbehrlich zu halten. Diese Unter- 
suchungen erscheinen hier in den §§ 63—67 in ganz neuer Form, so daB zugleich ihre 
Verallgemeinerung auf beliebige Dedekindsche Algebren ersichtlich ist. Die §§ 57—62 
sind auch inhaltlich neu und aus dem Gedanken entstanden, den Faktorgruppoidbegriff 
in allgemeinerer Auffassung fiir die Klassenbildung zu benutzen. 

Den Hinweis auf das Versehen verdanke ich Herrn Artin, der iibrigens in seiner 
im Marz 1927 erschienenen, mir aber erst nach Abschlu8 der Fahnenkorrektur be- 
kannt gewordenen, daher oben nicht beriicksichtigten Arbeit ,Zur Arithmetik hyper- 
komplexer GréBen“, Hamburger Abhandlungen 1927, S. 282 einen wesentlichen Teil 


des in der Einleitung genannten allgemeinen Satzes vom Gruppoid der Ideale be- 
wiesen hat. 


(Eingegangen am 11. 1. 1927.) 








Uber die endlichen Gruppen ohne das Gesetz der 
eindeutigen Umkebrbarkeit. 


Von 


Anton Suschkewitsch in Woronesch (RuBland). 


Einleitung. 


In der vorliegenden Abhandlung habe ich den Versuch gemacht eine 
abstrakte Theorie der endlichen Gruppen, deren Operation nicht eindeutig 
umkehrbar ist, zu konstruieren. Freilich sind in der mathematischen Lite- 
ratur solche Gruppen in konkreter Form schon betrachtet worden. Als 
Beispiel solcher konkreten Gruppen kann man die Theorie der nicht- 
kommutativen Ringe, speziell auch die Theorie der hyperkomplexen Zahlen 
anfiihren, wobei auch das Analogon zu der Aufspaltung des besonderen 
Teiles, den ich als ,Kern“ bezeichne, durchgefiihrt ist’). Dabei werden 
aber zugleich zwei Operationen betrachtet: die ,,Addition“ und die ,,Mul- 
tiplikation“. Es entsteht nun die Frage nach der Verallgemeinerung, die 
man erhalt, wenn man die eine Operation — nimlich die Addition — weg- 
laBt und bloB die andere — die Multiplikation — beibehilt, die als ein- 
deutig, assoziativ, aber nicht eindeutig umkehrbar vorausgesetzt wird. 

Die Darstellung, die ich im folgenden einfiihre, ist von diesen kon- 
kreten Fallen véllig unabhangig. Ich bleibe fortwahrend im Gebiete der 
reinen Gruppentheorie, betrachte also nur eine e*nzige Operation in einer 
véllig abstrakten Form und beschrinke meine Betrachtungen ausschlieBlich 
auf endliche Gruppen mit einer eindeutigen assoziativen Operation. 

Bekanntlich hat das Gesetz der eindeutigen Umkehrbarkeit zwei Seiten: 
das ,linke“ Gesetz: ,Aus der Gleichung BA=CA folgt B=C“; das 
»rechte“ Gesetz: ,Aus AB = AC folgt B = C“. Sofern iiber die Kommu- 
tativitaét der Operation keine Voraussetzung gemacht wird, sind diese beiden 
Seiten véllig unabhangig voneinander. 


*) Vgl. Maclagan-Wedderburn, On hypercomplex numbers, Proceedings of the 
London Math. Soo. (2) 6 (1908). Ich bin auf diese Arbeit erst nach Fertigstellung der 
meinigen durch einen freundlichen Hinweis von Fri. E. Noether aufmerksam geworden. 
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Bei der Eindeutigkeit der Operation und der Endlichkeit der Gruppe 
ist jede Seite des Gesetzes der eindeutigen Umkehrbarkeit gleichbedeutend 
mit der entsprechenden Seite des Gesetzes der unbeschrankten Umkehrbar- 
keit; die linke Seite dieses Gesetzes besagt, daB die Gleichung X A = B, 
wo A und B zwei beliebige Elemente der Gruppe sind, immer wenigstens 
eine Lésung X aus derselben Gruppe hat; entsprechend die rechte Seite. 
Es mége bemerkt werden, daB diese Gleichwertigkeit bei den endlichen 
Gruppen zu ihrer Herstellung keines Assoziativgesetzes bedarf. 

Zunichst fasse ich die Eigenschaften der Gruppen, bei denen die eine 
Seite des Gesetzes der eindeutigen Umkehrbarkeit gilt, zusammen. Danach 
gehe ich zum allgemeinen Fall iiber, mit folgenden Resultaten: 


I. Es stellt sich heraus, daB jede Gruppe ohne das Gesetz der ein- 
deutigen Umkehrbarkeit eine besondere Untergruppe 8, die ich ,,Kern- 
gruppe“ nenne, hat. Diese Kerngruppe wird im folgenden untersucht. Sie 
hat folgenden Bau: 


L— FU— FB=—J 2 Gua = FC; B= SG: 
= = =i 4= x=1° 


dabei sind die %, Gruppen, bei denen die linke Seite des Gesetzes der 
eind »utigen Umkehrbarkeit erfiillt ist (,,Linksgruppen“), die 6, Gruppen 
mit der rechten Seite desselben Gesetzes (,,Rechtsgruppen“); die €,, sind 
gewohnliche Gruppen. Alle , sind zueinander einstufig isomorph; ebenso 
alle 8, und alle ©,,. Keine zwei der Gruppen €,, haben ein Element 
gemeinsam (auch ihre Einheiten sind voneinander verschieden). Schematisch 
kann § folgendermaBen dargestellt werden (s. Schema I): 


Heh + 





1 

B,=/6,+6,+---+€,, 
+ if Ff 7 
%,=/6,,+0,+---+6,, 
wn 
+ 
¥B, 


aS T 





iH 
g,, 


+ 
"Fe x G+ = + 
Schema I. 


II. Es wird ferner gezeigt, daB die Kerngruppe & vollstindig be- 
stimmt ist, sofern gegeben sind: 

1. Die Struktur der gewéhnlichen Gruppen G,,,; 

2. die Zahlen r und s; 

3. die (r — 1) (s — 1) Produkte H,, E,, (x =2,...,7; A4=2,..., 8); 
dabei bedeutet allgemein Z,, die Einheit der gouthalichen Gruppe <i. 
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III. Es entsteht nun die Frage, ob diese drei Bedingungen auch will- 
kiirlich gewahlt werden kénnen; diese Frage wird im folgenden bejahend 
beantwortet. Zu dem Zwecke beweise ich, da8 man bei diesen drei will- 
kiirlich gegebenen Bedingungen immer eine ihnen geniigende Kerngruppe 
konstruieren kann, und zwar in konkreter Form als Gruppe verallgemei- 
nerter Substitutionen. Darunter verstehe ich Substitutionen, bei denen 
mehrere verschiedene Symbole in ein und dasselbe Symbol iibergehen kénnen, 
die also, in gewdhnlicher Substitutionsform dargestellt, in ihrer unteren 
Zeile nicht alle Symbole zu haben brauchen, dagegen ein und dasselbe 
Symbol auch mehr als einmal haben kénnen. Die Anzahl aller solcher 
Substitutionen der n Symbole ist n” (gewdhntiche Substitutionen sind hier 
als Spezialfall mitbegriffen); diese Substitutionen kénnen auch miteinander 
komponiert werden; es ist leicht zu sehen, daB bei dieser Komposition 
das assoziative Gesetz gilt; dagegen gilt das Gesetz der eindeutigen Um- 
kehrbarkeit im allgemeinen nicht. Aus diesen Substitutionen kénnen also 
endliche Gruppen der von uns betrachteten Art konstruiert werden, speziell 
auch Kerngruppen, und zwar jede beliebige Kerngruppe, wie ich im fol- 
genden zeige. Als Anhang gebe ich ein Beispiel einer Kerngruppe, die auf 
diese Art konstruiert ist. Das Beispiel ist méglichst allgemein gewahlt, 
um die Theorie in allen ihren Teilen zu veranschaulichen. 

Bei meinen Bezeichnungen lehne ich mich an die Abhandlungen 
von Frobenius an*): mit groBen lateinischen Buchstaben bezeichne ich 
die Elemente, mit groBen deutschen Buchstaben die Mengen (Komplexe) 
der Elemente, speziell auch Gruppen. Den Komplex bezeichne ich als 


»Summe* der Elemente: A= A+ B+C+..., oder A= SA,. Ist 
x=1 
A= SA,, B= SD B,, so ist UB — >» A, B,; dabei werden die einander 


gleichen Elemente als ein einziges Element gezahlt. Gehért das Element A 
dem Komplexe $ an, so wird das folgendermaBen bezeichnet: A < $; 
ebenso bedeutet 2 < $B, daB alle Elemente von UM dem B angehéren. 

Wird fiir ein Elementenaggregat eine neue abgekiirzte Bezeichnung 
eingefiihrt, so gebrauche ich statt des Gleichheitszeichens = das Zeichen ~: 
z. B. bedeutet C ~ AB oder AB ~ C, daB man einfach das Produkt AB 
mit einem einzigen Buchstaben C bezeichnet hat. 


§ 1. 
Es sei eine Menge (Komplex) von Elementen gegeben; auBerdem sei 
auch eine Verkniipfungsart (Operation) dieser Elemente definiert, mittelst 
der zwei beliebige (in bestimmter Ordnung genommene) Elemente mit- 


*) Vgl. z. B. Frobenius, Uber endliche Gruppen, Sitzungsber. der Berl. Akad. 1895. 
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einander komponiert werden kénnen, so da8 sich ein bestimmtes Element 
als Resultat (,,Produkt“) dieser Komposition herausstellt. Diese Elementen- 
menge insgesamt mit der Operation soll nun folgenden Grundpostulaten 
unterliegen : 
I. Die Operation ist eindeutig und unbeschrinkt anwendbar. 

II. Es gilt fiir sie das assoziative Gesetz. 

III. Die Menge enthalt nur eine endliche Anzahl von Elementen. 

Eine solche Menge @ nennen wir Gruppe. Es kann vorkommen, 
daB schon ein Teil & der Elemente von @ auch eine Gruppe bilden, eine 
»Untergruppe“ von @. Um sich zu iiberzeugen, daB YU eine Gruppe ist, 
braucht man bloB aufzustellen, daB das Produkt zweier beliebiger Elemente 
von & auch dem % angehért, oder symbolisch ausgedriickt, da8 U* < A ist. 

Ist UM eine Gruppe und das Element P< YU, so sind AP und PA 
auch Gruppen, und es ist im allgemeinen UP< UA, PU< A. 

Betrachten wir nun die Potenzen eines beliebigen Elementes A; aus II 
folgt leicht, daB die Gleichung 


(1) A* A‘ = A* 
fiir beliebige ganze positive x und 4 gilt. Ferner folgt nach III, daB alle 


diese Potenzen nicht ohne Ende voneinander verschieden sein kénnen; es 
wird vorkommen, da8 


(2) At** = A* 


ist; die’ kleinsten (positiven) Werte von k und m, fiir die die Gleichung (2) 
erfiillt ist, nennen wir: k die Art, m die Ordnung des Elementes A. 
Aus (2) folgt: 


a k+A 
Att a A’* 


fiir jedes ganze 4>0. Die Elemente A, A’*,..., Pr... 
sind alle voneinander verschieden; dabei kommen A, A*,..., A*™* nur 
einmal vor; A*,..., 4**™~* dagegen wiederholen sich weiter periodisch; 
es ist dann und nur dann A*= A’, wenn x und 4 >k sind, und 
x = 4(mod m) ist. 

Aus (1) und (2) folgt nun, daB alle Potenzen eines Elementes A eine 


Gruppe von der Ordnung k+ m—1 bilden; fiir diese Gruppe gilt auch 
das kommutative Gesetz. 


§ 2. 
Betrachten wir jetzt den speziellen Fall, wo auBer den Postulaten 
I—III noch das folgende Postulat erfiillt ist: 
IV,. Es gilt das linke Gesetz der eindeutigen (also nach III auch 
der unbeschrinkten) Umkehrbarkeit. 


Mathematische Annalen. 99. 3 
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(Die rechte Seite dieses Gesetzes bezeichnen wir mit IV,; im Fealie, 
den wir betrachten, wird sie im allgemeinen nicht erfillt sein.) 

Es ist leicht zu sehen, daB IV, mit folgendem Satze gleichbedeutend 
ist: Ist P ein beliebiges Element der Gruppe YU, so ist UP— WU (dagegen 
ist PU < WU). Daraus folgt iibrigens, daB jede Gruppe W der Gleichung 
A*— A geniigt. 

Nun stellen wir die Eigenschaften unserer ,,Linksgruppen“ zusammen — 
die Beweise folgen: 

1. Es existieren in einer Linksgruppe &{ immer rechte Einheiten, und 
zwar sind das alle Elemente, die der Gleichung Z* = E geniigen (die wir 
als ,Hauptelemente“ bezeichnen). Jedes Element aus & hat seine eigene 
linke Einheit (zu der dieses Element ,,gehért“), die zugleich rechte Ein- 
heit fiir alle Elemente aus Wf ist. Hat die Gruppe Y& ein und dieselbe 
linke Einheit fiir alle Elemente oder hat sie bloB eine einzige rechte Ein- 
heit, so ist sie eine gewéhnliche Gruppe. 

2. Die Art jedes Elementes von & ist —1; also bilden die Potenzen 
eines Elementes eine gewdhnliche zyklische Gruppe. Wir kénnen in diesem 
Falle auch nullte und negative Potenzen definieren: A°~ A" ~ E; 
A‘ ~ A™~*; dabei ist m die Ordnung von A; A"~ £ ist die Einheit, 
zu der A und alle Potenzen von A gehéren. Die Gleichung (1) gilt fiir 
beliebige ganze x und 4; speziell ist A’ A~* — Z, also A~* invers zu A’. 

3. Sind #,, Z,,..., #, alle rechte Einheiten der Gruppe W, so ist: 
(3) W= A+ FA+...+0,U; 


dabei sind ZH, U ~ ©, zueinander einstufig isomorphe gewéhnliche Gruppen, 
von denen keine zwei ein Element gemeinsam haben. Ist n die Ordnung 
von €,, so ist ns die Ordnung von &. Alle Einheiten von & bilden auch 
eine Gruppe, — ,die linke Hauptgruppe* € ~ EZ, + £,+-...+ E,, deren 
Struktur besonders einfach ist: Z, 2, —,. Die allgemeinste Untergruppe 
von & hat die Form: €,D,, wo D, irgendeine Untergruppe von ©, und 
€,~ £,+H,+ 2,+... ist; dabei sind Z,, #,, Z,,... einige von den 
Einheiten von &. 
4. Sind A und B Elemente der Gruppe %, so hat die Gleichung 


(4) AX=B 


dann und nur dann Lésungen, wenn A und B zur selben Einheit gehéren, 
und zwar genau ¢ verschiedene Lésungen, wo s die Anzahl der Haupt- 
elemente von & ist. Ist P irgendeine Liésung von (4), so haben alle 
Lésungen die Gestalt: £,P, E,P,..., #,P. 

Wir wollen die Beweise aller dieser Saitze kurz skizzieren. 
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1. Sei E die Lasung der Gleichung EP = P; ist X ein beliebiges 
Element, so folgt nach II und IV,: X(#P)=(XE)P=XP; XE=X. 
D.h. es ist HZ die linke Einheit fiir P und die rechte Einheit fir alle 
Elemente X. Speziell fiir X= haben wir H* =. Sei umgekehrt 
E* = E; dann ist X#* = XE, also nach II und IV,: XZ= X. 

Sei H, linke Einheit fiir alle Elemente und £ beliebige rechte Ein- 
heit von &, dann ist Z,Z = £,= E; also ist in diesem Falle Z die einzige 
rechte und linke Einheit von A. Ist A, A= ZH und AB= AC, s0 ist 
A,AB=A,AC, EB=EC, B=C, 4h. auch IV, ist erfiillt, & ist 
also eine gewdhnliche Gruppe. 

Zeigen wir noch, daB, wenn PE = P fir ein bestimmtes Element P 
ist, dann auch fiir jedes Element X XH=—X wird. Nach IV, finden 
wir das Element Q so, daB X = Q P wird; dann ist nach II: QPE= QP, 
dh, XZ¥=X. 

2. Ist A" = A’, so folgt daraus nach IV, auch A*~*= A*~*; daraus 
folgt, daB die Art von A gleich 1 sein muB. 

8. Nach den eingefiihrten Bezeichnungen, — sind A und B Elemente 
aus W, so sind #,A und #,B aus ©, und £,A-2,B=E£,(AB), also 
ist €, verallgemeinert isomorph zu M. Die Gruppe ©, besteht aus allen 
Elementen aus &, die zur Einheit HZ, gehéren; sie ist gewdhnlich, da sie 
eine einzige linke und rechte Einheit hat. 

Da #, E,= E,, H, E, = EH, ist, so ist C, = 2, UA = HF, (E, A) = £,E,; 
ebenso auch ©, = #,€,. Also haben ©, und ©, dieselbe Ordnung; iiber- 
dies sind sie isomorph: dem Element 2, A < ©, entspricht das Element 
E, A < &,; sie sind also einstufig isomorph. Da8 €, und ©, kein Element 
gemeinsam haben, folgt daraus, daB sie verschiedene Einheiten haben. 
Damit ist die Darstellung (3) bewiesen. 

4. Es gehéren A und AX immer zur selben Einheit; also muB auch 
B zu dieser Einheit gehéren. Sei diese Einheit = 2,, also seien A 
und B aus der Gruppe €,, dann hat (4) eine und nur eine Lésung P< G,. 
Sei nun X eine beliebige Lésung von (4); sei X << €,; dann ist 2, X<G, 
auch eine Lésung von (4), d.h. #, X = P; also X= H#H, X= LH, FE, X=E, P. 


§ 3. 


Es entsteht nun die Frage: Wie wird der Isomorphismus zwischen 
den Gruppen ©, hergestellt? Wie bezeichnen wir die Elemente dieser 


Gruppen? Sei 
©, = £2,+4,+B8,+0,+...; 
dabei ist Z, die Einheit; die anderen Elemente sind irgendwie bezeichnet. 
Wir haben 
C, = £, ©, = 2, B, + £,A,+ £,B, + 2,0,+... (x= 2,3,...,8). 
ge 
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Es ist Z,#,—£,; und nun bezeichnen wir: H,A,;~A,, E,B,y~B,, 
E,.C,™C,,...; dann stellt sich zwischen den Gruppen ©, und €, ein 
lsomorphismus her, in dem den Elementen £,, A,, B,,... die Elemente 
Ex, A., B,,... entsprechen. Nun sind aber auch ©, und ©; isomorph, 
und es ist H,€,—€,; die Frage ist die, ob auch hier 2, A,— A,, 
EF, B,= Bi,... sein wird (daB E, E,. = Fy ist, wissen wir schon ). Nun 
in der Tat: 
HA, = E,(E,, A,) = (H, B,.) Ay = Ey, Ay = Aj; 


ebenso auch fiir die anderen Elemente. Driicken wir diese Tatsache aus, 
indem wir sagen: Bei der oben eingefiihrten Bezeichnung sind je zwei der 
Gruppen €,, €,,..., ©, gegeneinander gleichgeordnet. 

Das Postulat IV, kann durch folgendes Postulat ersetzt werden: 


IV;. Jedes Hauptelement ist auch rechte Einheit fiir alle Elemente 
der Gruppe. 

Dieses Postulat kommt in einem Postulatensystem von Huntington®) 
vor, das zur Definition der gewéhnlichen Gruppen dient. Dieses System 
besteht aus den Postulaten, die wir mit I bis III bezeichnet haben, dann 
aus IV; und noch aus einem Postulate, daB es namlich nur ein einziges 
Hauptelement gibt. Unsere Gruppen erhalt man also, wenn man in diesem 
System das letzte Postulat wegfallen l4Bt. Man kann leicht beweisen, 
daB es in jeder Gruppe mit den Postulaten I bis III wenigstens ein 
Hauptelement gibt‘). 


Bemerkung. Fiihren wir statt des Postulates IV, das Postulat IV, 
ein, so bleiben natiirlich alle obigen Sitze richtig, wenn man nur iiberall 
die rechte und linke Seite miteinander vertauscht. 


§ 4. 


Wir gehen jetzt zu den Gruppen iiber, bei denen keine Seite des 
Gesetzes der eindeutigen Umkehrbarkeit erfiillt ist, also nur die Postu- 
late I bis III von $1 gelten. Sei G eine solche endliche Gruppe und 
P < &; wir wissen schon (§ 1), daB GP auch Gruppe ist und 6 P< G. 
Nun durchlaufe P alle Elemente von G. Unter allen Gruppen G P wihlen 
wir die (oder eine von denen), deren Ordnung die kleinste ist. Es sei 
dies GX~A. Ist A< UA, so ist WA < A; andererseits ist UA — G(X A); 


*) Huntington, Note on the definition of abstract groups and fields by sets of 
independent postulates. Transact. of the Amer. Math. Soc. 6 (1905). 

*) Vgl. Huntington loc. cit.; auch E. H. Moore, A definition of abstract groups. 
Transact. of the Amer. Math. Soo. 3 (1902). Frobenius (Ober endliche Gruppen. Sitzungs- 
ber. der Berl. Ak. 1895) beweist dasselbe, indem er aber nicht Elemente, sondern Kom- 
plexe betrachtet. 
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also kann die Ordnung von {A nicht kleiner sein als die Ordnung von YW, 
d.h.& A=; das zeigt, daB fiir WM IV, gilt (vgl.§ 2, Anfang). 

Sei jetzt P ein beliebiges Element von ©; AP=G(XP); also ist 
&P auch Gruppe und die Ordnung von Y P ist gleich der Ordnung von Y. 
Sei nun AP~ A, < A, dann ist WAP—AA,—AP=A. Daraus folgt, 
daB MP entweder mit Y identisch ist oder kein Element mit U& gemein- 
sam hat. Im letzten Falle hat YP~°’ dieselben Eigenschaften wie UW; 
es gilt also auch fir &’ das Postulat IV,. 

Sei jetzt P< Y’; es ist UA’ P= A’; auch G P= Y’; denn ist U’ = GY, 
so ist P=GY, wo G<@G ist, abo GP=(GG)Y< GY; GP< WW; 
da aber die Ordnung von &’ die kleinste ist, so ist © P=’, also auch 
UP’; das zeigt, daB es in U ein Element A gibt, so daB AP= P ist. 

Wir haben (vgl.§ 2,(3)) A—C,+6,+..., wo €,,6,, .. m- 
einander einstufig isomorphe gewdhnliche Gruppen sind, von denen keine 
zwei ein Element gemeinsam haben. Sei 2H, die Einheit fiir €,, d.h. 
rechte Einheit fiir &; sei ferner A << €,. Ebenso sei UW’ = €; + 6,+..., 
P< ©; und £; die Einheit fiir €{, also rechte Einheit fiir Y’. Wir haben 

AP=P=E;P, also (E,A)P=(E,E})P=E,P=AP=P; 
nun hat UY P= A’ dieselbe Ordnung wie UY; daraus folgt, daB die Gleichung 
EH, P = AP nur dann bestehen kann, wenn A = Z£, ist; es ist also 2, P= P. 
Ist auch Q< €{, so ist Q=PR (das Element R<€; kann immer 
gefunden werden, da ©; eine gewohnliche Gruppe ist); also ist auch 7, Q=Q. 
Es ist also EZ, die linke Einheit fiir alle Elemente von ©). 

Nun ist ja auch Y%’A—YU; wir schlieBen ebenso, daB es in Y’ eine 
rechte Einheit, z.B. Z, geben muB, die als linke Einheit fir alle Ele- 
mente von ©, erscheint. Sei 


C,=£,+4,+B,+0,+..., 


€,P=P+A4,P+8B,P+0,P+...; 

P=E,P; E,P=(E,E,)P=E£,P=P; 
nun hat ja jedes Element von %’ nur eine einzige linke Einheit, und diese 
linke Einheit fiir P ist Ej; es ist also EZ, = Hi, d.h.x—1. Also haben 
auch A, P, B, P,... die linke Einheit Z{; das sind also Elemente von G;: 
also ©, P< Gj. Wir kénnen ebenso auch umngekehrt finden, daB ©; A < €, 
ist. Da nun die Ordnung von ©, P dieselbe ist, wie die von €,, und die 
Ordnung von ©;A dieselbe ist wie die von ©{, so folgt ©, P= Cj, 
€,A=6€,; die Gruppen ©, und ©; haben also dieselbe Ordnung. Also 
ist die Anzahl der Gruppen €,,€,,... dieselbe, wie die Anzahl der 
Gruppen €;, G3,.... 


dann ist 
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Nun zeigen wir, daB die Gruppen ©, und €; auch einstufig isomorph 
sind. Sei AP=Q < €;; wir kénnen immer in der gewdhnlichen Gruppe 
€{ ein Element R so finden, daB Q = RP wird; es ist also AP= RP; 
man findet leicht, da8 diese Gleichung auch fiir jedes X < ©; gilt: 


(5) AX=RX. 


Nun gibt (5) eine eineindeutige Zuordnung der Elemente von ©, und G;: 
A entspricht R. Es entspreche nun dem Element B< €, das Element 
S<€;, alo BP=SP<€;; nun setzen wir in (5) X= BP=SP; 
dann kommt 

A(BP)=R(SP) oder (AB)P=(RS)P; 
also auch fiir jedes X < Gj: (AB)X=(RS)X und unsere Behauptung 

Wir sahen, da Z, linke Einheit fiir €; ist; zeigen wir, da8 EZ, keine 
linke Einheit fir €;, €;,... ist. Sei Q< €; und Z,Q=Q; ist X¥< G, 
so kann man R<; so wahlen, daB X=QR wird, also F,X—X. 
Nun ist Z; E, = E,; also 

(E; E,) X= E,X = Ey (£,X)— Ej X=X; 
also ist EZ, die linke Einheit fiir ©; da das nicht richtig ist, so ist 
unsere Behauptung bewiesen. Ebenso ist 2, die linke Einheit fir €,, 
aber nicht fiir €,,€,,.... 

Nun dndern wir unsere Bezeichnung. Mit U,, W,,..., WU, bezeichnen 
wir alle verschiedene Gruppen © X von der kleinsten Ordnung; wir sahen, 
da8 sie Linksgruppen sind, von denen je zwei einander einstufig isomorph 
sind und kein Element gemeinsam haben. Sei ferner 


W, = C3, + Cag t+... + One (x = 1,2,...,97); 


dabei sind ©,, zueinander einstufig isomorphe gewéhnliche Gruppen, von 
denen je zwei kein Element gemeinsam haben; deren Gesamtanzahl ist r-s. 
Die Elemente von €,, bezeichnen wir mit A,,, B,,,...; E,, sei die Ein- 
heit von €,,; also hat MW, s rechte Einheiten Z,,;, E,.,..., BE... Nehmen 
wit zwei Gruppen Y, und %,,; wir sahen daB es in Y, eine und nur eine 
Gruppe €,, gibt, die H,, zur linken Einheit hat; wahlen wir die Bezeich- 
nung so, daB diese Gruppe ©, sei; dann ist auch, wie wir sahen, £,, 
die linke Einheit fiir die Gruppe €,,; das soll gelten fiir «= 1,2,...,r. 
Sei nun o auch ein Index aus der Reihe 1, 2,...,7; wir haben 


Byi By = Bya( Baa yi) = (Bua Bur) Epa = Ber Bai = Bi; 
daraus folgt leicht, daB Z#,, auch linke Einheit fiir €,, (und auch um- 
gekehrt Z,; linke Einheit fiir €,,) ist. Es folgt also bei dieser Bezeich- 
nung, daB alle Gruppen G,,, €,,...,@,, (mit einem und demselben 
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zweiten Index 4) gemeinsame linke Einheiten 2,,;, H2;,..., Z,; haben. 
Es ist auch, wie wir sahen, A,;B,,—C,:. Bezeichnen wir nun 

B~Gii+Gn+...4+@, (4=1,2,...,8), 
so sind die 8, Rechtsgruppen, da alle ihre Hauptelemente 2,,, Bz;,..., Bea 
zugleich auch linke Einheiten sind (vgl. § 3). 

Bezeichnen wir noch: ~ UW, + U,+...+%,, so ist & auch eine 
Gruppe, die wir den Kern der Gruppe @ oder (allein genommen) die 
Kerngruppe nennen; das ist dieselbe Gruppe, die ich in der Einleitung 
angekiindigt habe und die den dort geschilderten Bau hat (vgl. Schema I 
in der Einleitung). Ist n die Ordnung von €,,, so ist n-rs die Ordnung 
von &. Es ist f° —&. 

Keine zwei Gruppen %, und %, haben ein Element gemeinsam; der 
Darchschnitt von W, und B, ist ©,,. 

Wir werden jetzt zeigen, da8 die Gruppen 8, die Form XG (X<G) 
haben; und zwar sind §, Gruppen dieser Form von méglichst kleiner 
Ordnung. 

Es ist G £,, = U,.; £,,%, = 1 © B, = Cy; sei EG ~ Bia; da 
C.,< @ und £,;,€,, = €,, ist, so ist Cu. < Bia; also auch Baa < Bui. 

Nun gilt fiir @., das Postulat IV,. Sei namlich: 

2£aG-E,H = £,,G-E,; H,, 
wo G, H, H, Elemente aus @ sind. Oder 
(B,1 G E,,) H= (By G Bi) A,; 
es ist Bia G Biya ™ Agi < Cua; also 
(6) A,;, H = A, A,; 


sei A,? das inverse zu dem Element A,, in der gewdhnlichen Gruppe €,.,; 
multiplizieren wir (6) links mit Ay, so bekommen wir 
E,,H = E,,H,,- w. 2. b. w. 
Da 8, <@ und £,,8, = B, ist, so ist BL, > B,. 
Ist G ein beliebiges Element von @, so ist die Ordnung von 
(G £,,)@ < als die Ordnung von Z,,@; die Ordnung von (Z,,G)(Z,,G) 
< als die Ordnung von GE,,@; nun ist (#,,G)(2..G)= £,,G, da 
E,,% = %,, Rechtsgruppe ist. Also ist die Ordnung von G Z,;,@ gleich 
der Ordnung von £,,@%. Andererseits ist die Ordnung von G £,,G < als 
die Ordnung von GG. Sei G so gewahlt, daB die Ordnung von GG& die 
kleinste ist unter den Ordnungen aller Gruppen von der Form XG. Dann 
ist also die Ordnung von @@ gleich der Ordnung von E,,@ oder von B,,; 
diese Gruppen sind also Gruppen der kleinsten Ordnung von dieser Art. 
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Nun ist offenbar Z,, die linke Einheit fir 6,,— 2.,@; da aber 
E,, fiir kein Element von %, (u +4) linke Einheit ist, so haben ®,; 
und %, kein einziges Element gemeinsam. Ebenso wie fiir die Y, be- 
weisen wir auch hier, daB 8,, und B,,, ~~ E,,@ entweder identisch sind 
oder kein Element gemeinsam haben; da aber Bhs ebenso wie %,, die 
Gruppe %, enthilt, so mu8 $/, =i, sein. Es hangt daher B,, nicht 
von ihrem ersten Index ab, und man kann einfach bezeichnen: 8,, ~ B,. 
Ferner ist, wie wir schon sahen: 8, Z,, = €,,. Also sind ©,,, Gea, ..., ©; 
die gewéhnlichen Gruppen, aus denen %; besteht (vgl. § 2, (3)); wir 
kénnen aber noch nicht behaupten, da dies alle solchen Gruppen sind; 
vielleicht gibt es deren noch weitere: ©,,:1, G42, ..., Ga; r’ Sr. 
Ebenso ist die Anzahl s’ der Gruppen 8; >s. Nun kénnen wir mit den 
Gruppen GG, d.h. mit %{ anfangen und nachher zu den Gruppen U, 
iibergehen; dann wiirden wir ebenso finden: r>r’, s> ss’; daraus folgt, 
daB r=—r’, s= <2’, also auch Bj = &, ist. 

Ist A,, < €,,< U,, so ist WU, A,, = U,, also ©,;4,,< U,; also auch 
€.,€,,<U,. Ebenso beweisen wir, daB €,,€,,< B, ist; also gehért 
€..€,, dem Durchschnitte €,, von YW, und %,; da aber die Ordnungen 
von ©,,€,, und von €,, gleich sind, so ist: 


(7) C,.4 C,, = Qui; 
also 
(7’) Axi Buy = was C,2- 


Aus (7) und (7°) folgt leicht, daB die Gleichung A,, X = B,, dann 
und nur dann auflésbar (in @) ist, wenn o =A ist; in diesem Falle hat 
sie s Lésungen in § (je eine aus den Gruppen ©,,, ©,2, ..., ©); ebenso 
ist die Gleichung YA,,—B,, dann und nur dann in & auflésbar, wenn 
o=v ist; in diesem Falle hat sie r Lésungen in & (je eine aus den 
Gruppen ©,,4, G20, ..., Ga). 

Die Formel (7) zeigt, daB die Gruppen ©,,, als Elemente betrachtet, 
auch eine Gruppe bilden, und zwar besteht diese Gruppe aus lauter Haupt- 
elementen. 


Erwahnen wir noch einige Formeln, die leicht zu beweisen sind. Es ist 


(8) YB, = LR; 
(9) B, WU. = ©... 
Ist XG6—%,, GY=U,, s0 ist 

(10) XGY—G,,, 


(11) GXG=GYG=R. 
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Also, wenn wir die Resultate dieses Paragraphen zusammenfassen: 


1. Jede Gruppe @ der von uns betrachteten Art hat eine besondere 
Untergruppe ® — die ,,Kerngruppe‘‘ —, die die in der Einleitung erklirte 
Struktur hat. 


2. U, [B,] sind dabei Gruppen der Form GY [XG], und zwar von 
einer méglichst kleinen Ordnung. 


8. Es gelten die Formeln (7) bis (11). 

4. Umgekehrt, ist X<@ und ist die Gruppe GX [XG] Links- 
gruppe [Rechtsgruppe], so ist @X eine der Gruppen A, [B,]. 

Wir wollen 4. beweisen. Fiir jedes G<@ ist GX¥-GX=—GX. 
Sei G so gewahlt, daB GG = A, ist; dann ist ©XG < A,; da aber die 
Ordnung von Y, die kleinste ist, so ist G6 XG =U, = GE; GX-G@X=— UA, X, 
also ist die Ordnung von G©@X-GX, d.h. von GX gleich der Ordnung 
von W,; es ist also GX eine der Gruppen Y,. 


§ 5. 
Nun werden wir die Struktur der Kerngruppe % genauer untersuchen. 
Wir haben r-s zueinander isomorphe gewdhnliche Gruppen ©,,. Nehmen 


wir eine dieser Gruppen ganz abstrakt an und bezeichnen wir sie als 
solche mit 


©=F+A+B4+0C4...; 


E ist dabei die Einheit; andere Elemente sind irgendwie bezeichnet. Wir 
bezeichnen ferner 


Cra = Bait Ani t Beat Crat...; 


es mége bei dem Isomorphismus zwischen © und ©,, A,, dem A, B,, 
dem B usw. entsprechen; H,, entspricht gewiB dem ZH. Dagegen kénnen 
A,1, B.i, ... #u. mehrere Arten gewahlt werden, da ©,,;, immer Auto- 
morphismen hat; wir miissen sie daher genauer definieren. 

1. Wir fangen mit ©,, an und wahlen auf irgendeine Weise die Ele- 
mente A,,, B,,,C,,,.-- 80, daB sie in dem Isomorphismus zwischen €,, 
und © den Elementen A, B, C,... von © entsprechen. 

2. Ferner bezeichnen wir: 


By,Ai1 ™& Aya, Ey,,Bi;, ™~ Bu, see (A=2,3,..., 8) 


(die Gleichung E,, Z,, — Ey, ist von selbst erfiillt); dann sind (nach § 3) 
alle die Gruppen ©1;, Gie,..., Gi, gegeneinander gleichgeordnet. 
3. Ferner bezeichnen wir: 


Ay; By ™ Aya; Byy Bas ™ Bus, ars (x= 2, Bases r) 
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(es ist von selbst H#,, 2,,— H,,); dann sind ©,;, Gi, ..., © gegen- 
einander gleichgeordnet. 


4. Endlich bezeichnen wir: 
By Ani ™ Ana; Bun Bur ™ Bui, nee (x = 2, ..., 75 A=2,...,8); 


dann sind ©,;, G.2, ..., ©, gegeneinander gleichgeordnet. 
Aus 2., 3., 4. folgt leicht: 


( 12) Ayi Bue = Ani Bui; Ay: Byr= Aur Bui. 





Das zeigt, daB man bei der Multiplikation der Elemente aus 
MW. (x =1,2,...,7) oder aus 8, einfach die Cayleysche Tafel der 
Gruppe € benutzen kann. 

Jetzt sind alle Elemente aller Gruppen €,, bestimmt. Nun entsteht 
die Frage: 

5. Sind die Gruppen ©,,, €s,, ..., ©, auch gegeneinander gleich- 
geordnet? Oder anders gesagt: Kann man auch bei der Multiplikation 
der Elemente von §, (4>1) die Tafel von € einfach benutzen? Ist 
auch hier Ag Bui = Ayi Burt 

Das ist im allgemeinen nicht der Fall; es ist 


Ay Bui = Anat Ani, Bir By = Brite Bai, +++; 
ebenso auch 
Avi Bae Ag; nur E,,E,,—=—E,, bleibt bestehen. 
Ferner 
Ay; Bui = Aji (Bua Bar) = (Ata Baa) Bar = Ania Bui. 
Ist Avi = Ayi Byr, Ay, By i= Ali, 80 ist 


A, Ey = (Ax: E,;) Ei = Ay £,i= An; 
also 


(13) Ani Bui = Ani Byi Bur = Apa Byi- 


Es wird also auch in diesem Falle die Tafel von € benutzt, nur 
miissen darin die Zeilen vorher permutiert werden. Das geschieht mittelst 
EAB... 
EA” B"... 
Gruppe © darstellt, der dem durch die Gleichung €,,2#,,;—€,, aus- 
gedrickten Isomorphismus der Gruppen ©,, und ©,, entspricht. Ebenso 


eat 


der Substitution A ~( ), welche einen Automorphismus der 


EAB... 


EA'R’ ) der Automorphismus von ©, der dem Isomorphismus 
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€,, 2.1, —=€,, entspricht, und Y der dem Isomorphismus ©,, #,, = €,, 
entsprechende Automorphismus von €. Dann ist 


(14) A=o"y. 


6. Es bleibt uns noch ijbrig die Produkte A,,B,, (x+u, 4+7) 
zu ermitteln. Sei Z,,2,,— X,, (nach (7’) gehért dieses Produkt der 
der Gruppe €,, an); dann haben wir: 

(15) Axi Buy 7 (Ana Bi) (Ey> Bur) = Axa Xa Buy; 


wenn man also X,, kennt, kann man A,,B,, auf zweierlei Weise be- 
rechnen nach 4. und 5. Nun sind die Elemente X,; und die Sub- 
stitutionen A voneinander abhingig, wie wir jetzt sehen werden. 

Sei By; Baa ™ Xur (x1, A+1), Ay, < Oi; irgendein Element, 
Aya Baa ™ Ani, Asi Xe ™ Yur; Xu Ana ™ Yas. Wir haben einerseits 
As Byi = Ags Xus Bar = (Ass Xu1) Bai = Yrs Baa = Yar 

andererseits 
Ay; Baa = (By Ara) Baa = Bis (Ata Bua) 


= By, Ani —_ By3(Xu1 Ana) = hays = Yaa; 
also 


Yur = Yur oder Xu1 Ana = Ars Xu} 


und da beide Produkte nach der Tafel von € gefunden werden, so besteht 
auch zwischen den Elementen von € die Relation 


XA’ =AX; 
(16) A'=X"'AX; also auch Al, = X57 Aus Xua; 
also 
’ Y 
(16’) O=( ayy): 


Also stellen © und ebenso auch Y und A innere Automorphismen der 
Gruppe © dar. 


Bezeichnen wir noch H,; £,,™~ Y,i1, so haben wir 
(17) Agi Bui = (Xpi Yui) Aya(Xpa Yua) Bys- 


Wir ermitteln ferner die Abhangigkeiten, die zwischen den Produkten 
E,,E,, bestehen. Wir haben 


(By Exc) (Exo E,,+) —_ Bua ( Bue Exc) Eu» = (Baa Exc) Bu» = Byi Buy; 
(Bua E,,) (Bei E,») = Byi( By» E,1) Ey» — na (Ep» Ey») _ Eur Ex». 
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Es ist also 
(18) Bua Buy = (By. Ey) (Bao Bur); 
(19) Bua Eu» = (Bua E+) (Boa Euv)- 


Erlautern wir den Sinn dieser Formeln. Es sei uns die Tafel der 
Einheitsprodukte gegeben; betrachten wir einen Teil dieser Tafel. 


Aus (18) und (19) folgt 
Xya = Kyra Dye = oa Nua; 


: diese beiden Produkte kénnen wir 
Boi Nya nach (12) und (17) finden, wenn 
ie : Kya, Lue, M,:; Nui bekannt sind. 
Bu: ---[X,1|--- w.---M,; Aus dem Schema II sieht man, daB 
Sl die Elemente K,, und L,, (ebenso 
E L auch M,, und N,,) in der Zeile und 
_ we in der Kolonne za finden sind, auf 
Schema II. deren Durchschnitt sich das gesuchte 
Element X,, befindet; dabei ist der 
erste Faktor in der Zeile, der zwette in der Kolonne zu suchen. Beim 
Produkte K,iL, . sind die ersten Indizes dem ersten Index von X,; 
gleich; bei M,,.N,, gilt dasselbe fiir die zweiten Indizes. 
Setzen wir in (18) »=A, in (19) ~ =~ und 4ndern ein wenig die 
Bezeichnunger ab, so bekommen wir 





Ey» Exo E,» 





(20) (Bui Bur) (Bue Bur) = Eyi; 
(21) (Bui Ey) (Bur Bx») = Bai; 
und daraus folgt leicht 

(22) (Bur Bur) (Bui Buy) = Exy- 


Diese Formeln gestatten drei der Produkte Z,, H,,, usw. zu berechnen, 
wenn uns das vierte Produkt bekannt ist. 

Seien uns jetzt alle Produkte #,,2,, (x=2,...,7; 4=2,..., 8) 
bekannt, d.h. alle die Elemente der ersten Zeile der Tafel der Einheits- 
produkte. Wir werden nun zeigen, daB man in diesem Falle auch alle 
Einheitsprodukte Z,, Z,, berechnen kann. Nach (20), (21), (22) kénnen 
wir alle E£,, Ey;, Bes Bia, Hii B., berechnen. Setzen wir ferner o = 1 
in (18) und g=1 in (19), so ist 


(23) Bui Buy = (Bea Bini) (Bes Eu»); 
(24) Ba Bus = (Baa Bay) (Baa Bur); 
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nun setzen wir in (23) x=1 und in (24) 4=1: 
(25) Ey, Ey» = (Bia Bus) (Bu Eu»); 
(26) Ey: Bur = (Bur E,,) (Bis Ey»). 


Nach (25), (26) kénnen wir alle Z,,Z,, und HZ; H,, finden, folglich 
nach (20) bis (22) auch alle H,,2#,,, E,,H,1, und nachher nach (23) 
oder (24) auch alle 2#,,2,,. Sind uns aber alle 2£,,Z,, bekannt, so 
kénnen wir nach (16), (16’) und (14) auch alle Substitutionen A er- 
mitteln, und darauf alle die Produkte A,, B,, (nach (12), (17) und (15)); 
dadurch ist also die ganze Gruppe & vollstandig bestimmt. 


Damit ist also der Satz II der Einleitung vollstaindig bewiesen. 


Bemerkung. In den vorhergehenden Betrachtungen spielt die Gruppe €,, 
eine ausgesonderte Rolle; das ist natiirlich nicht wesentlich: statt €,, kinnen 
wir jede der Gruppen ©,, als ,,die erste‘ nehmen; es kommt nur auf eine 
gewisse Vertauschung der Bezeichnungen an. 


§ 6. 

Wir gehen jetzt zur Behandlung der in der Einleitung, III., auf- 
gestellten Frage iiber; dazu miissen wir einige Eigenschaften der dort ein- 
gefiihrten verallgemeinerten Substitutionen kennen. 

Bei einer solchen Substitution kann es vorkommen, daB mehrere 
Symbole in ein und dasselbe Symbol iibergefiihrt werden; solche Symbole 
nennen wir konjugiert. Sind in einer Substitution « Symbole untereinander 
konjugiert, so bezeichnen wir diese Tatsache als k—1 Konjugationen. 
Die Anzahl der Konjugationen wichst gleichzeitig mit der Verminderung 
der Anzahl der verschiedenen Symbole in der unteren Zeile der Sub- 
stitution. 

Ist AB=C, so hat die untere Zeile der Substitution C keine an- 
deren Symbole als die der unteren Zeile von B, und ihre Anzahl ist 
nicht gréBer als die Anzahl der verschiedenen Symbole der unteren Zeile 
von A (und auch von B). Die Anzahl der Konjugationen in C kann da- 
gegen nicht kleiner sein als diese Anzahl in A oder in B; zwei Symbole, 
die in A konjugiert sind, sind es auch in C (aber nicht umgekehrt). 

Die Gleichung AX=B hat dann und nur dann Auflésungen (im 
allgemeinen mehrere), wenn alle Konjugationen von A auch in B vor- 
kommen (auBer diesen kann B auch andere Konjugationen haben). Die 
Gleichung YA = B hat dann und nur dann Auflésungen (im allgemeinen 
mehrere), wenn in der unteren Zeile von B keine anderen Symbole vor- 
kommen als die der unteren Zeile von A (doch brauchen nicht alle Sym- 
bole von A auch in B vorzukommen). Daraus folgt: 
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Damit eine Substitutionsgruppe © Rechtsgruppe sei, ist notwendig 
und hinreichend, da8 alle Substitutionen dieser Gruppe dieselben Kon- 
jugationen haben. Damit eine Substitutionsgruppe © Linksgruppe sei, ist 
notwendig und hinreichend, da8 in den unteren Zeilen aller Substitutionen 
dieselben Symbole stehen. Ist @ eine gewéhnliche Gruppe, so miissen 
natiirlich beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein (sie sind auch hin- 
reichend). 

Sei jetzt G eine beliebige Substitutionsgruppe, % ihr Kern. Aus dem 
Vorhergehenden folgt leicht, da die Anzahl der Symbole in der unteren 
Zeile aller Substitutionen von & dieselbe ist, und zwar ist diese Anzahl 
die kleinste, die iiberhaupt in den Substitutionen von G vorkommt. Ebenso 
ist die Anzahl der Konjugationen in allen Substitutionen von & dieselbe, 
namlich die gréBte, die tiberhaupt in den Substitutionen von © vorkommt. 

Indem wir jetzt zur Darstellung abstrakter Kerngruppen als Gruppen 
unserer Substitutionen iibergehen, schlagen wir folgenden Weg ein: die 
abstrakte Gruppe & sei uns nicht gegeben; dagegen nehmen wir als ge- 
geben die drei Bestimmungsstiicke an, die in der Einleitung, II eingefiihrt 
worden sind. Es sei uns also die gewéhnliche Gruppe € = H+ A+B+... 
gegeben, die wir uns jetzt als Gruppe der gewdhnlichen Substitutionen der 
m Symbole a,,a,,...,@,, vorstellen; ferner seien uns die Zahlen r und s 
und alle Produkte 2,,#,, (als Substitutionen der Gruppe ©) gegeben 
(x= 2,...,7; A4=2,...,8). Wir wollen nun zeigen, daB man bei diesen 
Bedingungen die Substitutionsgruppe & immer konstruieren kann. 

Zu dem Zwecke nehmen wir r Systeme von je m Symbolen: aj, ..., a); 
ay,...,a%; ...; af”,..., ag’, entsprechend den r Gruppen W,, W,..., UW, 
so daB in der unteren Zeile jeder Substitution aus YW, nur die Symbole 
a”, ..., a vorkommen sollen. AuBer diesen nehmen wir noch irgendeine 
Anzahl & von Symbolen 6,,...,6,, die wir ,,Trennungssymbole* nennen 
und deren Rolle sich im folgenden aufklaren wird. Die Substitutionen aus 
%, mégen folgenden Bau haben: in bezug auf a;",...,a_’ seien sie ge- 
wohnliche Substitutionen, dieselben wie die Substitutionen aus € in bezug 
auf a,,...,a,, sind; solche Substitutionen in Y%, und in € sollen, als ein- 
ander entsprechend, mit einem und demselben Buchstaben bezeichnet werden : 
Ani << %,, A<€. Was die Symbole a’, ..., ag” (u +x) anbetrifit, so 
gehen sie in A,, in alle (in einer bestimmten Ordnung genommenen) 
Symbole a\”, ..., a iiber. Also ist jedes der Symbole aj’, ..., ag” in A,, 
mit einem und nur einem der Symbole a{”,..., a’ konjugiert (und um- 
gekehrt). Jedes der Trennungssymbole b,,..., 6, ist konjugiert mit irgend- 
einem der Symbole a{”,...,aX’ (also auch mit einem der Symbole 
a’, ..., aX bei jedem ,). Im ganzen hat jede Substitution von & 
m(r—1)+& Konjugationen. 
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Es ist UW, = €,, + Gye + ...+ ©,,; alle Substitutionen von €,, haben 
dieselben Konjugationen, die sich von den Konjugationen von ©,, (» + 4) 
unterscheiden. Die Substitutionen A,, und A,, stimmen in bezug auf die 
Symbole a{”,..., aX’ véllig miteinander iiberein; sie unterscheiden sich 
voneinander nur durch ihre Konjugationen. Andrerseits haben alle Sub- 
stitutionen von 8, = ©,, + €,,-+-...+ ©,, dieselben Konjugationen. Die 
Substitutionen A,, und A,, unterscheiden sich nur durch die Symbole der 
unteren Zeile; die sind a;”,...,am’ in A,, und a;”,...,a,” in Aya; 
A,; ist dieselbe Substitution in bezug auf aj”,..., ay” wie A,, in bezug 
auf a{”’,..., a”, — dieselbe wie A < © in bezug auf a,,...,a,. In einer 
Einheit Z,; muB jedes der Symbole a,”, ..., a” in sich selbst iibergehen; 
das ist fiir die Einheit notwendig und hinreichend. Es bleibt uns noch 
die Frage zu beantworten: Wie soll man die Konjugationen in %,,..., 8 
bestimmen ? 

Bei den eingefiihrten Bezeichnungen stellt sich folgendes heraus: 

l. By Bey = By; EBinx Byi = E,i, wie leicht zu verifizieren ist; da- 
gegen ist im allgemeinen: H,; Z,, + £,,; man kann bloB behaupten, daB 
E,, E,., < Cy, ist, da iiberhaupt ©€,, €,, = €,, ist. 

2. Ist in © AB=C, so ist auch in U, A, B,,—C,.; d.h. die 
Gruppen ©,, und ©,, sind gegeneinander gleich geordnet. 

8. Dagegen ist im allgemeinen A,,B,,+ C,,, wenn AB = C in der 
Gruppe © ist. Die Konjugationen von A,, und B,, sind dieselben (die 
der Gruppe %,); betrachten wir die Konjugationen der Symbole a!” und 


(x) 
(m) 


ay” in B,; sie mégen durch die Substituuon ® ausgedriickt werden 


al) 
a 
oder mittelst der inversen Substitution: ( 


| Setzen wir a, und a, 
a 


statt a!” und ay" go bekommen wir eine gewohnliche Substitution der 


Symbole a,,...,@,: A™& =) (wir kénnen vorlaufig noch nicht behaupten, 
daB A der Gruppe © angehért). Nun kann die Substitution A,, in bezug 
auf die Symbole a;”,..., ag” folgendermaBen betrachtet werden: a,” wird 
durch a{” ersetzt, und a” erleidet dieselbe Substitution, wie a, in A; 
ferner wird in B,, af” durch a\“’ ersetzt, und a,” erleidet dieselbe Sub- 
stitution, wie a, in B; es kommt also die folgende Operation (in der 
Gruppe ©) heraus: 
A~*AAB; 
also in der Gruppe €,,;: 
Ani Bur = Agi Api Ay, Bur = Apa Bur, 

wenn man A~*AA= 4’ setzt. Wir kommen also wieder zur Formel (17) 


zuriick. 
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4. Nun sei in 8, af” immer mit a!” (z= 1, 2,..., m) konjugiert 
(fiir alle x und ~). In diesem Falle ist fiir 6, die Substitution A iden- 
tisch, und wir bekommen: 

Ay, Bux — Aur Bus; 
d. h. es sind ©,,,...,€,, gegeneinander gleich geordnet. 

5. Sei nun nach 3.: A,, B., = Xi° Axa Xu1; sei fener Fy, B,, = X,,. 
Die Substitution X,, gibt, wie wir in 3. gesehen haben, die Konjugationen 
der Symbole a‘, mit den Symbolen ay” in 8,. X., hat dieselben Konjuga- 
tionen wie ©,,; die untere Zeile von X,, enthilt die Symbole ep 
Daher geht in X,, = E,,E,, das Symbol af” in a; (durch Z,,) und a; 
in ay” (durch £,,) tiber, schlieBlich also af” in ay"; es entsprechen also 
X,, und X;, einer und derselben Subetitution X der Symbole a,,..., 4,,; 
es ist X,, = Xi; By, B.i=X,,. Daraus folgt, daB X< € ist, da alle 
E,, Z,, uns als Substitutionen der Gruppe © gegeben sind. Was die Sub- 
stitution A anbetrifit, so ist es leicht zu sehen (vgl. § 5, (17)), daB man 
fiir A die Substitution X~* Y nehmen kann, wo X,, = Ey, By., Yus= Ey, By 
ist; es ist also auch A< ©. 

Es werden also alle Konjugationen von %, durch die Produkte: 
Ey, Bai, Ey, Esi, ..., Ey E,, vollstandig definiert; dabei kénnen diese Pro- 
dukte ganz willkiirlich (aus ©) genommen werden. Nehmen wir {= 2, 3, ...,8, 
so definieren wir die Konjugationen in %,,...,%,, und so wird die ganze 
Substitionsgruppe & vollstandig kcnstruiert. 

Das eine braucht nur noch aufgeklirt zu werden: Ist es nicht méglich. 
daB $, und $, (4+) gleiche Konjugationen bekommen? Das wird in 
der Tat vorkommen, wenn man E,, E,, = E,, Ey, Ey, Bs, = By Egy, «.-, 
2, E,, = Ey, E,, zafallig wahit; dann werden $, und $, voneinander gar 
nicht unterschieden werden kénnen. In diesem Falle kommen die , Trennungs- 
symbole“ 6,,..., 6, zu Hilfe: man braucht nur bei diesen Symbolen in $, 
die einen Konjugationen, in 8, die anderen von den ersten verschiedenen Kon- 
jugationen herzustellen; dadurch wird 8, von %, ,getrennt“. Tritt dieser 
Fall bei keinem Paare der Gruppen %,, ..., 8, ein, so sind die Trennungs- 
symbole ginzlich iiberfliissig, man braucht sie auch gar nicht einzufiihren. 

Damit ist die Frage, die in der Einleitung III. gestellt wurde, voll- 
standig und bejahend beantwortet; gleichzeitig ist bewiesen, daB jede be- 
liebige Kerngruppe sich als Gruppe der verallgemeinerten Substitutionen 
darstellen 148t, und das Verfahren angegeben, wie diese Darstellung wirk- 
lich zu vollziehen ist. 

Noch einige Bemerkungen sollen hinzugefiigt werden: 

1. Die einfachste Kerngruppe wird erhalten, wenn man F,, £,, = E,.; 
fiir jedes x und 4 setzt; dann ist auch allgemein Z,,2Z,,— H,,, und jedes 
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Produkt A,,B,,—=C,, wird einfach nach der Tafel der Gruppe € ge- 
funden. Doch ist in diesem Falle die Einfiihrung der Trennungssymbole 
unvermeidlich. 


2. Ist € eine Abelsche Gruppe, so hat sie bekanntlich keine inneren 
Isomorphismen; also kann jedes Produkt A,,B,,, in diesem Falle direkt 
nach der Tafel der Gruppe © gefunden werden. 


3. Die Rechts- und Linksgruppen, sowie die gewéhnlichen Gruppen 
sind ja Spezialfalle der Kerngruppen iiberhaupt (wenn eine oder beide der 
Zahlen r, ¢ gleich 1 sind). Es kann also der Fall vorkommen, daB der 
Kern einer Gruppe © eine Rechts- oder Linksgruppe oder gar eine gewohn- 
liche Gruppe ist. Der letzte Fall tritt gewi8 ein, wenn fiir die Gruppe G 
das kommutative Gesetz erfiillt ist; der Kern einer solchen Gruppe ist 
eine gewohnliche Abelsche Gruppe. 


Anhang. 
Beispiel einer Kerngruppe. 
Es sei uns eine Kerngruppe & durch folgende Bedingungen gegeben: 
1. © sei die symmetrische Gruppe sechster Ordnung (dritten Grades), 
die also als Gruppe folgender Substitu- 
tionen dargestellt werden kann: 


E 
B=(o19)> 4’~(o91)- 4°~(i0)> | 4’ 


ai 012 012 012 
A ~ (iho): B=(})0)s C= (303) 


deren Cayleysche Tafel danebensteht. 
2. Sel r=s=3. 
3. Sei E,, Bug = E,, Bug = Ay; 
E,, Ey, = E,, By, = By, - 
Hier haben wir den Fall, wo Trennungssymbole unvermeidlich sind, 
um die Gruppen $8, und %, voneinander zu trennen; dazu braucht man 
ein einziges Trennungssymbol. Wir fiihren folgende Symbole ein: 
0, 1,2 entsprechend der Gruppe 2, 
3, 4,5 ” ” ” W, : 
6, 7,8 ” ” ” YW, ; 
9 als Trennungssymbol. 
In %, seien konjugiert: 0 mit 3 mit 6, 1 mit 4 mit 7, 2 mit 5 mit 8. 
Die Konjugationen in 8, werden durch die Gleichungen E,, Ej, = Aj,; 
E,, Ey, = B,, definiert; die Konjugationen in $8, ebenso durch die Glei- 
chungen £,; Ey, = A,,, E,, Byy = B,,. 
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Das Symbol 9 sei in 8, und %, mit 0, in %, mit 1 konjugiert. 
Dadurch ist die Substitutionsgruppe & vollstandig bestimmt; ihre 
Hauptelemente sind: 


E =(b12 345 678 °) 
11° \012 0120120 


; Ey, = ; 
E... = 


> 


0128456789) |, 0123456789 
31 ) 


845 345 345 3/’ 675 678 678 6 


Ez wet 345678 a pte 845 678 ®); B =()3e 345 678 i) 
12 \012 021 201 0 854345 485 3/° “83 786 7686787 


845 6789 0123456789 01284 

5,= Gis 021 201 1)3 i= Gs 345 485 5) B= (756 168 a78 8) 

Die ganze Gruppe & wird vollstandig bekannt, wenn alle Einheits- 
produkte H#,,Z,, bestimmt werden. Wir brauchen also nur die Einheits- 
tafel zu konstruieren. Es ist vorteilhaft, die Reihenfolge der Einheiten in 
der Hauptspalte der Tafel ein wenig anders als in der Hauptzeile zu 
wahlen (s. Schema IV). Bei dieser Wahl zerfallt die ganze Tafel in r-s 
Abteilungen, so daB jede Abteilung einer bestimmten Kombination der 
Indizes x, A entspricht (x =1,...,r; A=1,...,8). 


> “22 











E,, E. 12 E,, Ey, Ex, Ey, E;, Ey, Es 
E,, E,, E,, E,, E,, A, Ai, Es, B,, 8,, 
E,, E,, Ai, A. Ey, E,, Ey, E;, As; AS: 
E,, E,, C., C,, Ey, Ay Ay; E;, EB, Es, 
E,, E,, Ey, Ey, A. E,, E.. Cys Es E., 
Ey, Ai, E,, E.. Ex, Ey, Ey, Ass Ey, Ess 
Ey, B,, Es E.. As Ey, Ess Es, Es, Ess 
E,, E,; Ey, E,, Ais Es, Es Cy, E., Es 
Es Ais Es E,, Ey, Ey, Ey, Ass Ess Es 
Ey, B,, E., Ey, Ay Es. Ey, Ex, Ess Es 

















Schema IV. 


Hier sind nur die durch Fettdruck bezeichneten Elemente zu bestimmen; 
sie kénnen entweder direkt durch die Multiplikation der entsprechenden 
Einheitasubstitutionen oder abstrakt mit Hilfe der Formeln (17) bis (22) 
berechnet werden. Beide Methoden fiihren auf dasselbe hinaus. 


Woronesch, den 28. Dezember 1926. 


(Eingegangen am 7. 1. 1927.) 

















Zur Theorie der allgemeinen Zahlringe. 
Von 
Wolfgang Krull in Freiburg i, Br. 


Verzeichnis einiger inhaltlich verwandter, haufig zitierter Arbeiten: 


1. Grell, H.: Zur Theorie der Ordnungen in algebraischen Zahl- und Funktionenkérpern. 
Math. Annalen 97 (1927), S. 524—558; zitiert mit ,G.“. 

2. Krull, W.: Algebraische Erweiterungen kommutativer hyperkomplexer Systeme. 
Math. Annalen 97 (1927), S. 473—489; zitiert mit ,K.I“. 

8. Krull, W.: Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen. Math. Zeitschrift 23 
(1925), S. 161—186; zitiert mit ,K. II“. 

4. Krull, W.: Theorie und Anwendung der verallgemeinerten Abelschen Gruppen. 
Sitzungsber. der Heidelberger Akademie d. Wissenschaften 1926, 1. Abhandlung; 
zitiert mit ,K.III“. 

5. Noether, E.: Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funk- 
tionenkérpern. Math. Annalen 96 (1926), S. 26—61; zitiert mit ,N.“. 


In der ersten Halfte unserer Note beschaftigen wir uns ausschlieBlich 
mit idealtheoretischen Problemen; in der zweiten steht das Studium ge- 
wisser verallgemeinerter Abelscher Gruppen (im Sinne von K.II und K.III) 
im Vordergrund. Der Zusammenhang zwischen beiden Teilen wird dadurch 
hergestellt, daB wir die Ideale eines Ringes nach dem Vorbild von 
E. Noether als verallgemeinerte Abelsche Gruppen auffassen. 

Den Ausgangspunkt bilden die Hauptergebnisse von N., die sich kurz 
so formulieren lassen: 

»Hin nullteilerfreier Ring*) besitzt dann und nur dann die charakte- 
ristische Eigenschaft des Ringes der ganzen GréBen eines endlichen alge- 
braischen Zahlkérpers, daB sich jedes Ideal eindeutig als Produkt von 
Primideal potenzen darstellen 148t, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind*): 


1) Unter Ring“ schlechtweg verstehen wir stets einen kommrtativen Ring mit 
Kinheitselement im Gegensatz zu N., wo (insbesondere in § 6 und §7) auch Ringe 
ohne Einheitselement betrachtet werden. 

*) Die Axiome 1,, 1, und 2 entsprechen den Noetherschen Axiomen I, II und V. 
Die Noetherschen Axiome III und IV beziehen sich auf die Existenz des Einheits- 
elements und den Ausschlu8 der Nullteiler. 


4* 
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1,. Teilerkettensatz. Jede Kette von Idealen, bei der jedes Ideal 
ein echter Teiler des vorangehenden ist, bricht im Endlichen ab. 

lp. Vielfachenkettensatz modulo jedes vom Nullideal ver- 
schiedenen Ideals. Jede Kette von Idealen — die sdmtlich Teiler 
eines festen, vom Nullideal verschiedenen Ideals sind —, bei der jedes 
Ideal ein echtes Vielfaches des vorangehenden ist, bricht im Endlichen ab. 

2. Ganze Abgeschlossenheit im Quotientenkérper. Jedes EHle- 
ment des Quotientenkérpers, das ganz in bezug auf den Ring ist, gehért 
dem Ring an. 

Gleichwertig mit Axiom 1, und 1, ist die gruppentheoretische 
Forderung : 


1. Das Restklassensystem nach jedem vom Nullideal verschiedenen 
Ideal besitzt als verallgemeinerte Abelsche Gruppe eine Jordansche Kom- 
posttionsrethe. 

Ein allgemeiner Ring, der den Axiomen 1, und 1, geniigt, besitzt 
die folgenden beiden Eigenschaften: 


«) Jedes vom Nullideal verschiedene Ideal ist das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von endlich viel teilerfremden (starken*)) Primdridealen 
(mit endlichem Exponenten*)). 

8) Jedes Ideal ist als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches von end- 
lich viel irreduziblen Idealen darstellbar. 

In unserer Note werden die Noetherschen Ergebnisse in verschiedener 
Hinsicht verscharft. Was zunichst den an letzter Stelle angefiihrten 
Satz angeht, so kénnen wir zeigen, da er sich umkehren laBt, daB also 
nicht nur die Giiltigkeit von «) und f) aus der von 1, und 1), sondern 
auch umgekehrt die Giiltigkeit von 1, und 1, aus der von «@) und £) 
abgeleitet werden kann. Damit ist insbesondere fiir alle endlichen ,,Ord- 
nungen“ in Zahlkérpern dasselbe geleistet wie bei N. fiir die Haupt- 
ordnung. 

Wir erhalten dieses Ergebnis am Ende von §5 im Anschlu8 an die 
axiomatischen Untersuchungen, die in § 1 und § 5 iiber allgemeine ,,Zahl- 
ringe“ angestellt werden, d.h. tiber nullteilerfreie Ringe, denen wohl die 
Eigenschaft «), aber nicht notwendig die Eigenschaft 6) zukommt. Das 
Hauptresultat iiber Zahlringe selbst lautet: 


*) Zum Unterschied zwischen ,starkem“ und ,schwachem“ Primiarideal, sowie iiber 
die Bedeutung des endlichen Exponenten vgl. N. § 5. Ein starkes Primirideal q mit 
endlichem Exponenten ist dadurch ausgezeichnet, daB eine Potenz des zugehdrigen 
Primideals p durch q teilbar ist, das kleinste r, fiir das p’ >q ausfallt, ist der Ex- 
ponent von q. Im folgenden veistehen wir unter ,,Primiarideal“ schlechtweg stets ein 
starkes Primarideal mit endlichem Exponenten. 
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Notwendig und hinreichend dafiir, da8 der nullteilerfreie Ring R einen 
Zahlring darstellt, sind die folgenden beiden Bedingungen: 


1;. Quotientenkettensatz. Jede Kette a,,0,,0,,..., bet der a;,, 
stets die Gestalt a;:b; besitzt und echter Teiler von a, ist, bricht im End- 
lichen ab. 

ly. Produktkettensatz modulo jedes vom Nullideal ver- 
schiedenen Ideals. Jede Kette a,,a,,0,,..., bet der stetsa;,, die Ge- 
stalt a;-b; besttzt, echtes Vielfaches von a; und Teiler eines festen vom 
Nullideal verschiedenen Ideals ist, bricht im Endlichen ab. 

1; bzw. 1, stellt offenbar eine nie starkere und i. a. schwiichere 
Voraussetzung als 1, bzw. 1, dar. Ein ganz entsprechendes Ergebnis er- 
halten wir fiir allgemeine ,kommutative hyperkomplexe Systeme“, d. h. fiir 
Ringe, in denen zwar Nullteiler zugelassen sind, aber die Bedingung a) 
fiir jedes Ideal ausnahmslos erfiillt ist. Es zeigt sich, daB die kommu- 
tativen hyperkomplexen Systeme durch die Giiltigkeit des Quotienten- 
kettensatzes, sowie des Produktkettensatzes modulo jedes beliebigen Ideals 
eindeutig umkehrbar charakterisiert sind. 


Ebenso wie die Axiome 1, und 1) lassen auch die Axiome 1; und 1, 
eine gruppentheoretische Deutung zu. Man kann namlich 1, und 1) er- 
setzen durch die Forderung, daB das Restklassensystem nach jedem vom 
Nullideal verschiedenen Ideal eine endliche ,, Loewysche Kompositionsrethe“ 
von bestimmtem, leicht angebbarem Bau besitzen soll. (Den Begriff der 
Loewyschen Kompositionsreihe habe ich in K.III eingefiihrt; der wesent- 
liche Unterschied zwischen Jordanscher und Loewyscher Kumpositionsreihe 
liegt darin, daB die Glieder der Jordanschen Kompositionsreihe irreduzibel, 
die der Loewyschen vollstindig reduzibel sind.) 


Die Brauchbarkeit der Loewyschen Kompositionsreihe zeigt sich auch 
darin, da8 mit ihrer Hilfe der scheinbar rein idealtheoretische Begriff des 
»Exponenter“ eines Primirideals sich gruppentheoretisch deuten 1aBt, 
nimlich als Lange der Loewyschen Kompositionsreihe des Restklassen- 
systems. Allgemeiner habe ich in K.III § 4 gezeigt, wie man mit Hilfe 
des Begriffes der gruppentheoretischen Irreduzibilitét und vollstindigen 
Reduzibilitét — auf dem ja die Jordansche und die Loewysche Kom- 
positionsreihe beruhen — sidmtliche wesentlichen Eigenschaften eines 
Primarideals aus dem gruppentheoretischen Bau des Restklassensystems 
ableiten kann. — Es sei hervorgehoben, daB es fiir unsere Zwecke not- 
wendig ist, die vollstindige Reduzibilitat einer Gruppe etwas allgemeiner 
zu definieren als iiblich; wir miissen nimlich auch solche Gruppen voll- 
stindig reduzibel nennen, die eine direkte Summendarstellung durch un- 
endlich viel irreduzible Komponenten besitzen. In § 4 wird gezeigt, dab 
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diese Verallgemeinerung an den bekannten Fundamentalsatzen iiber voll- 
stindig reduzible Gruppen nichts andert. 

AuBer den bisher skizzierten Entwickelungen enthalt die Note noch 
die Behandlung zweier idealtheoretischer Probleme, die sich ausschlieBlich 
auf Zahlringe, nicht auf hyperkomplexe Systeme beziehen. Zunichst 
kénnen wir zeigen (§ 3): 

In einem Zahlring R sind dann und nur dann die Primidealpotenzen 
die einzigen Primdrideale, wenn er hinsichtlich des Quotientenkérpers & 
ganz abgeschlossen ist. 

Unser Satz stellt eine Verschirfung des oben an erster Stelle an- 
gefiihrten Noetherschen Theorems dar, weil ja ein beliebiger Zahlring nicht 
den Axiomen 1, und 1,, sondern nur den Axiomen 1, und 1, zu geniigen 
braucht; der Beweis ist zugleich wesentlich einfacher. 

Wir fiihren nach dem Vorbild der Dedekindschen Supplemente zur 
vierten Auflage von Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie gebrochene 
Ideale (als endliche {i-Moduin in §) ein, und kénnen dann in wenigen 
Zeilen unter Vermeidung von allem Rechnen mit Elementen zeigen, da 
in einem ganz abgeschlossenen Zc‘lIring jedes Primfrideal Primideal- 
potenz ist. 

Die Richtigkeit der Umkehrung ergibt sich leicht durch Heranziehen 
gewisser ,regularer Quotientenringe“. 

Der skizzierte Beweis scheint mir wegen seiner Kiirze und Durch- 
sichtigkeit fiir eine gleichzeitig elementare und begriffliche Darstellung der 
Idealtheorie in algebraischen Zahlkérpern brauchbar zu sein‘). 

Die soeben erwahnten ,reguldren Quotientenringe“ eines Zahlrings 
werden in § 2 eingefiihrt und untersucht. Jeder Primidealschar S aus Rt 
entspricht eindeutig umkehrbar ein regularer Quoteintenring fis, und es 
besteht Isomorphie hinsichtlich der Teilbarkeitsverhaltnisse und der 
Produktbildung zwischen dem Bereich aller Ideale von fis und dem 
Bereich derjenigen Ideale von $f, deren Primidealteiler saimtlich der 
Schar S angehéren. 

Auf die Bedeutung der reguléren Quotientenringe habe ich in meinem 
Vortrag auf der Deutschen Mathematikertagung in Danzig 1925 hin- 


*) Einer miindlichen Mitteilung zufolge hat E. Artin meinen Beweis auf Maximal- 
bereiche endlicher, nichtkommutativer hyperkomplexer Systeme iibertragen, und da- 
durch die Ableitung der Ergebnisse der Arbeit ,Allgemeine Zahlentheorie“ von 
A. Speiser (Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich 71 (1926)) 
wesentlich veieinfacht. 

Zusatz b.d. Korrektur: In der Zwischenzeit hat Herr Artin seine Ergebnisse 
verdffentlicht: Zur Arithmetik hyperkomplexer Zahlen, Abhandlungen aus dem Mathe- 
matischen Seminar der Hamburgischen Universitat 5 (1927), 8. 261—289. 
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gewiesen. Seither hat sich H. Grell eingehend mit ihnen beschiaftigt (G. § 2), 
doch behandelt er nur den wichtigsten, fiir seine Zwecke ausreichenden 
Spezialfall*). Wir brauchen die allgemeinsten regularen Quotientenringe, 
um in §8 den folgenden Satz zu beweisen: 

Um sdmtliche Unterringe eines endlichen algebraischen Zahlkorpers & 
zu beherrschen, braucht man nur den Aufbau der ganzzahligen zu kennen; 
denn es ist jeder beliebige Unterring reguldrer Quotientenring eines ganz- 
zahligen. 


§ 1. 
Hyperkomplexe Systeme und Zahlringe. 


Im folgenden werden die Grundbegriffe der allgemeinen Idealtheorie 
als bekannt vorausgesetzt. Fiir die Teilbarkeitsbezichungen, den gréBten 
gemeinschaftlichen Teiler, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, den 
Quotienten verwenden wir die bzw. Schreibweisen a >b, b< a; a+b; 
ab; a:b. Gebrochene Ideale bezeichnen wir mit = usw., das Rest- 
klassensystem von R nach a mit R/a. Unter einem Ring schlechtweg 
verstehen wir stets einen kommutativen Ring mit Einheitselement «. 
o bedeutet das Einheits-, n das Nullideal. 

Besonders hervorgehoben werden midge die folgende Begrifisbildung: 

Es sei ® Unterring von ©, a, bzw. a, ein beliebiges Ideal aus Rt 
bzw. S. Dann verstehen wir unter dem zu a, (hinsichtlich ©) gehdrigen 
»Erweiterungsideal* das Ideal a,-G, also das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache aller der 6,, die saimtliche Elemente von a, enthalten, unter 
dem zu a, (hinsichtlich R) gehérigen ,,Verengungsideal“ das Ideal a,oR, 
also den gréBten gemeinschaftlichen Teiler aller der b,, fiir die b,-S Viel- 
faches von a, ist*). 

Es ist (a,-S)OR<a,; (a,oR)-SlDa,. Gelten stets die ,,rezs- 
proken Gleichungen“ (a,-S6)OR=a,, (a,oR)-G—=a,, so ordne man 
jedem a, sein Verengungsideal, jedem a, sein Erweiterungsideal zu; man 
erhalt auf diese Weise zwischen den Idealen von © und & eine eindeutig 
umkehrbare Beziehung, bei der aus a, >, bzw. a,-b,=c, stets a, >b, 
bzw. a,-b, =c, folgt und umgekehrt, wenn a, unda,, 6, und b,, c, und ¢, 
jeweils entsprechende Ideale aus G und ® bedeuten. Wir wollen in 
diesem Fall die zu R und © gehdrigen Idealbereiche dquivalent nennen. 


5) Vgl. Anm. ”). 

*) Die Bezeichnungen ,,Erweiterungs-“ und ,,Verengungsideal“ stammen von 
H. Grell: Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe, Math. Annalen 97 
(1927), § 3. Es ist dort auch die im folgenden betrachtete Zuordnung genauer aus- 














56 W. Krull. 


Von Aquivalenz soll auch dann gesprochen werden, wenn sich die Giiltig- 
keit der reziproken Gleichungen und mithin die Zuordnung nicht auf die 
vollen Idealbereiche, sondern nur auf gewisse Scharen von Idealen aus 
R und S (Idealkérper im Sinne von H. Grell) bezieht. 

Definition 1. RR heiBt (kommutatives) System hyperkomplexer 
GréBen, wenn 1. kein Primideal aus Ri einen von o verschiedenen echten 
Teiler besitzt und 2. jedes Ideal aus R eindeutig als Produkt endlich vieler 
teilerfremder (starker*)) Primdrideale (von endlichen Exponenten*)) dar- 
gestellt werden kann. Rt heiBt Zahlring, wenn n Primideal ist, und die 
Bedingungen 1 und 2 fiir jedes Ideal + n gelten. 

Wir ziehen zunichst einige Folgerungen aus unserer Definition und 
verstehen dabei unter n ein beliebiges Ideal aus dem hyperkomplexen 
System § bzw. ein von n verschiedenes Ideal aus dem Zahlring R. 
Die nach Voraussetzung vorhandene, eindeutige Primarfaktorzerlegung 
a = q,-q.--..°q, bezeichnen wir als die ,,Normalzerlegung von a“. Offenbar 
sind die zu den q; gehérigen Primideale p, die einzigen in a tiberhaupt auf- 
gehenden Primideale, und es wird (fiir geniigend groBes r) (p,-p,-..--P,)° >a. 
Ist p ein beliebiges Primideal, so verstehen wir unter der ,,p-Komponente 
von a“ den zugehérigen Primarfaktor der Normalzerlegung oder 0, je 
nachdem ob p Teiler von a ist oder nicht. 

Zwei Ideale ohne gemeinsamen Primidealteiler sind teilerfremd. 
R/a stellt (auch wenn R Zahlring) stets ein hyperkomplexes System dar, 
dessen Primideale eindeutig umkehrbar den in a aufgehenden Primidealen 
aus R entsprechen. 

Unter einer Quotienten- bzw. Produktkette verstehen wir eine unend- 
liche Folge a,,a,,4,,-.. von Idealen, bei der sich a;,, stets auf die 
Form a;,, = a;:6; bzw. a;,, = a,;-b; bringen lat. Wird von einem 
gewissen m an: a,—a,,,—=a,,,=.--, so sagen wir, die Kette ,breche 
im Endlichen ab“. 

Satz 1. R sist dann und nur dann hyperkomplexes System, wenn 
jede Quotientenkette aus KR und jede Produktkette aus Ri/a fiir beliebiges 
a im Endlichen abbricht. 

R ist dann und nur dann Zahlring, wenn un Primideal ist, und wenn 
jede Quotientenketite aus R und jede Produktkette aus R/a fiir beliebiges 
a-+n im Endlichen abbricht. 

Wir fiihren den Beweis nur fiir das hyperkomplexe System. Die 
Anderungen, die sich im Falle des Zahlrings durch die Sonderstellung 
von n ergeben, sind trivial. 

1,. Es seien p,, p,,.--,), die samtlichen in qa aufgehenden Prim- 
ideale, p;’-ps*-...-pi*2a,b—a:c. Dann ist entweder b=—a, wenn 
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namlich ¢ durch kein p, teilbar ist, oder es gilt eine Gleichung 
ps'-pa*-...-pa" > b, bei der kein Exponent s, gréGer als der entsprechende 
Exponent r;, aber mindestens einer kleiner ist. Daraus folgt leicht, daB 
in einem hyperkomplexen System die Quotientenkettenvoraussetzung er- 
fullt tat. 

1p. Um zu zeigen, daB in einem hyperkomplexen System Ri die 
Produktkettenvoraussetzung gilt, geniigt es nachzuweisen, daB in R selbst 
jede Produktkette im Endlichen abbricht, weil ja mit R stets auch R/a 
ein hyperkomplexes System darstellt. — Ist n = q,-q,-...- q,, die Normal- 
zerlegung des Nullideals, so sind die zu den q; gehdrenden Primideale p, 
die einzigen Primideale in Rt, und es gelten n Gleichungen q, = pj‘= p;'** 
=p**—.... Daraus folgt sofort das Abbrechen der Produktketten. 
(Man beachte, daB a-b>p***, wenn a >p’, b>p*!) 

2,. Gilt in R die Produktkettenvoraussetzung, so besiizt in R kein 
Primideal einen echten Teiler +0. 

Es sei p ein Primideal, 4=(«) sei ein beliebiges, vom Nullideal 
verschiedenes Hauptideal aus —t/p. Dann gilt nach Voraussetzung eine 
Gleichung 4° = a*+!, und durch Ubergang zu den Elementen erhalten wir: 
atti.B=at, a’-(a-B—e)=0. Da in R/p keine Nullteiler auftreten, 
mu8 «-$—e sein, d.h. jedes von 0 verschiedene Element aus R/p ist 
Einheit, {t/p ist ein K6érper und o daher der einzige echte Teiler von p. 

2». In K.I § 1 habe ich bewiesen, daB ein Ring notwendig ein hyper- 
komplexes System darstellt, wenn in thm die Quotientenkettenvoraus- 
setzung gilt, und auferdem kein Primideal einen von 0 verschiedenen 
echien Teiler besitzt. 

Satz 2. R tst dann und nur dann Zahlring, wenn un Primideal ist 
und fir beliebiges a +n der Ring Rja stets ein hyperkomplexes System 
darstellt. 

DaB die angegebene Bedingung notwendig ist, wurde beilaufig oben 
hervorgehoben. DaB sie hinreicht, ergibt sich aus Satz 1 und der Tatsache, 
dai eine mit n beginnende Quotientenkette héchstens zwei verschiedene 
Glieder (namlich n und o) enthalt. 


§ 2. 
Die reguliren Quotientenringe eines Zahlringes. 


In den folgenden beiden Paragraphen beschaftigen wir uns ausschlieBlich 
mit Zahlringen. 

Da ein Zahlring R keine Nuliteiler enthalt, kann er zu einem ein- 
deutig bestimmten Kérper & erginzt werden, den wir als ,,Quotienten- 
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kérper von Ri“ bezeichnen, weil sich jedes Element aus § als Quotient 
von Elementen aus it darstellen lat. Der Aufbau von & iiber Rt ge- 
schieht genau nach demselben Schema, nach dem wir im Sonderfall vom 
Zahlring der ganzen natiirlichen Zahlen zum Kérper der rationalen Zahlen 
aufsteigen. 

Es sei S eine beliebige Schar von Primidealen aus $i. Dann ordnen 
wir ihr einen eindeutig bestimmten, zwischen fi und & liegenden Ring Rs 
durch folgende Festsetzung zu: 


Ein Element « aus ® soll dann und nur dann zu Rs gehdren, wenn 
in KR ein durch kein Primideal von S teilbares Ideal a existiert, das die 
Kigenschajt hat, daB das Produkt eines beliebigen seiner Elemente mit « 
stets zu Kt gehért. 

Wir kénnen, wie leicht einzusehen, Rs auch folgendermaBen definieren: 

Rs besteht aus der Gesamtheit der Elemente, die eine Quotienten- 
darstellung besitzen, bei der fiir jedes » aus S die »-Komponente des 
(als Hauptideal in Ki aufgefaBten) Zdahlers durch die »-Komponente des 
Nenners teilbar ist. 

Die Ringe Rs bezeichnen wir als die ,,reguldren Quotientenringe 
von RK“, wahrend wir unter ,,Quotientenring“ schlechtweg einen beliebigen 
Zwischenring zwischen ft und & verstehen ’). 

Hilfssatz 1. (a-Rs)OR ist nur durch solche Primideale teilbar, 
die zu S gehdren. 

Jedes von n verschiedene, durch a teilbare Hauptideal (a) besitzt 
eine Produktzerlegung (a) = q,-q,, bei der q, durch kein Primideal aus S, 
q, nur durch Primideale aus § teilbar ist. Bestimmen wir, was stets 
méglich ist, das Element b aus ft so, daB die Beziehungen (b) + q, = 0, 
(b) > qq gelten, so gehért = zu Rs und mithin b=*.a zu (a-Rs) OR, 
d. h. es ist (a,b) >(a-Rs)OR. Daraus folgt aber die Behauptung des 
Hilfssatzes, weil offenbar (a,6) nur durch Primideale aus S teilbar ist. 

Wenden wir den Hilfssatz insbesondere auf ein Ideal a an, das zu 
simtlichen Primidealen aus S teilerfremd ist, so erhalten wir: 

Ist a durch kein Primideal aus S teilbar, so wird a-Rs= 0-Rs; 
(a-Rs) O R=. 


*) In G. § 2 wird Satz 3 fiir diejenigen reguliren Quotientenringe bewiesen, bei 
denen die zugehérige Primidealschar nur aus endlich viel Individuen besteht. Das 
Wort ,Quotientenring“ wird in G. und auch in der in Anm.°) zitierten Arbeit in 
wesentlich speziellerem Sinne gebraucht als bei uns, es braucht nicht einmal jeder 
,regulire Quotientenring“ in unserem Sinne ein ,Quotientenring“ im Grellschen Sinne 
zu sein. (Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn S aus allen Primidealen bis auf p besteht, 
und wenn kein zu p gehériges Primirideal in  Hauptideal ist.) 
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Satz 3. Der zu Rs gehdrige Idealbereich ist dquivalent zum Bereich 
aller der Ideale aus ft, die zu sdmtlichen nicht in S vorkommenden Prim- 
tdealen teilerfremd sind. 

Nach der in § 1 gegebenen Definition der Aquivalenz haben wir zum 
Beweise unseres Satzes im wesentlichen zu zeigen, da8 jedes Ideal aus 
Rs Erweiterungsideal seines Verengungsideals, jedes zu allen nicht in S 
vorkommenden Primidealen teilerfremde Ideal aus $ Verengungsideal 
seines Erweiterungsideals ist. 

a) Aus dem Zusatz zu Hilfssatz 1 sowie aus der Definition von Rs 
folgt leicht, daB jedes Hauptideal und mithin jedes beliebige Ideal aus Rs 
eine (natiirlich nicht notwendig endliche) Basis aus Rt besitzt, daB also 
fiir jedes Ideal a, aus Rg die Uleichung (a, R)- Rs —a, gilt. 

b) DaB bei beliebigem a aus R das Ideal (a-Rs)OR m jedem 
nicht in S vorkommenden Primideal teilerfremd ist, lehrt Hilfssatz 1. Es 
sei jetzt umgekehrt a nur durch Primideale aus § teilbar, und es bedeute 
a ein beliebiges Element aus (a-fis)O R. Dann gilt eine Gleichung 


™m 
a= 5'a,«,;, bei der die a; Elemente aus a, die a, Elemente aus zg sind. 
i=1 


Bestimmen wir, was nach Definition von Rs méglich, ein zu a teilerfremdes 
Ideal 6 aus 9 so, daB das Produkt eines a; mit einem Elemente aus 6 
stets zu ft gehdrt, so ist b-(a) ein Vielfaches von a, und daraus folgt 
wegen a-+b=o weiter (a)>a. Es gehért also ein beliebiges Element 
aus (a-Rs)O R stets zu a, d.h. es gilt die Gleichung (a-Rs)O R =a. 

Durch Satz 3 ist die Frage nach dem Bau der reguléren Quotienten- 
ringe vollkommen geklart. Eine besonders wichtige Rolle spielen diejenigen 
reguliren Quotientenringe, bei denen die Schar § durch ein einziges Prim- 
ideal p gebildet wird. Wir wollen einen solchen Ring auch mit ®, be- 
zeichnen, 

R, besteht aus der Gesamtheit derjenigen Elemente aus R, die eine 
Quotientendarstellung mit zu p teilerfremdem Nenner besitzen. 


In der Tat, jedes derartige Element gehért zu Ry. Ist andererseits 
« ein Element aus ft, mit der Quotientendarstellung - so ist die 
p-Komponente von (a) durch diejenige von (0) teilbar. Wir kénnen da- 
her ein zu p teilerfremdes Element c so wiahlen, daB (a)-(c)>(6), 
d. h. a =d ein Element aus ® wird; dann aber haben wir in a = = 
eine Quotientendarstellung von « mit zu p teilerfremdem Nenner. 

Satz 4. Rg ist gleich dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen 
(also dem mengentheoretischen Durchschnitt) aller der Ry, deren zu- 
gehoriges p in S vorkommt. 
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Es ist nur zu zeigen, daB « in Rts auftreten muB, wenn es in jedem 
der genannten fi, vorkommt. Das ergibt sich aber aus der Tatsache, daf 
zu einem solchen « fiir beliebiges p aus S ein zu p teilerfremdes Ideal a 
aus QR existiert, derart, daB das Produkt von « mit einem beliebigen 
Elemente aus a in R, also um so mehr in §, enthalten ist. 


Satz 5. In einem Zahlring sind (abgesehen natiirlich von 0 und n) 
die Potenzen eines Ideals sdmtlich verschieden. 


Ist a? =a, so muB fiir jede Primarkomponente q von a die Gleichung 
q*=q gelten. Es geniigt daher, wenn wir den Satz fiir Primirideale be- 
weisen, und wir diirfen uns dabei nach Satz 3 auf den Fall eines Rt, mit 
dem einzigen Primideal p beschrinken. Es sei q?=q, p’=q. Dann ist 
q’ti=q>prt!, also q=—p’=—pti=..., dh. -p’ stellt in Ri, das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller von n verschiedenen Ideale dar. 
Daraus folgt, daB fiir a+ 0 aus p* die Gleichung p’ = (a) = (a)” gelten 
muB, und durch Ubergang von den Idealen zu den Elementen erhalten 
wir a= a*-b, a(e —a-b)=0. Die letztere Gleichung ist aber unméglich, 
weil a weder Nullteiler noch Einheit ist, die Ausgangsannahme q* = q 
war also falsch. 


§ 3. 
Ganz abgeschlossene Ringe. 


Definition 2. Hin Element « aus dem Quotientenkirper & hei pt ,,von 
KR ganz abhdngig“, wenn es in Ki ein Element a +0 gibt, dessen Produkt 
mit einer beliebigen Potenz von « stets zu KR gehdrt *). 

Die Gesamtheit aller von # ganz abhingigen Elemente bildet er- 
sichtlich einen zwischen i und @ liegenden Ring R*. Ist R*=—R, so 
heiBt R ,,ganz abgeschlossen“. 


Hilfssatz 2. « hdngt dann und nur dann ganz von RK ab, wenn 
es von sdmtlichen zu KR gehdrigen KR, ganz abhdngt. KR ist dann und 
nur dann ganz abgeschlossen, wenn es alle Ry, sind. 


Bei der ersten Behauptung bedarf allein das ,,dann“, bei der zweiten 


° ° ° ° a . 
allein das ,,nur dann“ eines Beweises. Wir verstehen unter « = 7; ein 
, 


*) Es ist wesentlich, daB in unserem Falle diese grundsiitzlich auf Dedekind 
zuriickgehende Definition des algebraisch ganz abhingigen Elementes zugrunde gelegt 
wird; denn man kann bei einem allgemeinen Zahlring R unmittelbar nur zeigen, da ein 
Element « aus dem Quotientenkérper &, das einer Gleichung «" + a,a"-'+...+a,=0 
mit Koeffizienten aus ® geniigt, von R im Sinne der Definition 2 ganz abhingt, wih- 
rend zum Beweis der Umkehrung der Satz 1a von der endlichen Teilerkette unent- 
behrlich zu sein scheint. (Vgl. N. 8.31f., insbesondere die ,Dedekindsche Folgerung“ 
auf 8. 33.) 
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von samtlichen R, ganz abhangiges Element, unter p,,p,,...,),, die in 
(b) aufgehenden Primideale, unter 5, ein (stets existierendes) von 0 ver- 
schiedenes Element aus ft, dessen Produkt mit einer beliebigen Potenz 
von « in Ri, auftritt. Dann sind die Elemente b, -b,-...-b,-a* (x=1,2,...) 
in simtlichen f,, also nach Satz 4 auch in Rt enthalten, d.h. a hangt 
ganz von ft ab. Es sei ferner « ein von §, ganz abhangiges, aber nicht 
in ®t, auftretendes Element, und es sei, was immer méglich, ein zu p 
teilerfremdes Element a so bestimmt, da8 a-« in simtlichen von ft, ver- 
schiedenen fi,, vorkommt. Dann hingt a-« nach dem bereits bewiesenen 
Teil des Hilfssatzes von ft ganz ab, gehdrt aber nicht zu R,, also auch 
nicht zu Rt. 

Satz 6. R ist dann und nur dann ganz abgeschlossen, wenn seine 
Primdrideale stets Primidealpotenzen sind. 

Nach Hilfssatz 2 und Satz 3 geniigt es, den Beweis fiir einen nur 
ein einziges Primideal p enthaltenden ft, zu fiihren. 

a) Zu KR, existieren dann und nur dann aufer den Potenzen von p 
keine weiteren Primdrideale, wenn »=(p) Hauptideal ist. Diese Be- 
dingung ist gleichzeitig fiir die ganze Abgeschlossenheit von Ry, hinreichend. 

Ist p=(p), so laBt sich jedes Element aus & in der Form « =e-p’ 
schreiben, wobei r eine eindeutig bestimmte ganze Zahl und e¢ eine Ein- 
heit aus ft, bedeutet; « gehért dann und nur dann zu f,, wenn r> 0. 
Aus dieser Darstellung der Elemente von & ergibt sich miihelos die ganze 
Abgeschlossenheit von §, sowie die Tatsache, daB p, p*, p*,... die ein- 
zigen Primirideale in R, sind. — Gibt es umgekehrt in Rt, auBer den 
Potenzen von p keine Primirideale, und bezeichnet p ein (nach Satz 5 
sicher vorhandenes) durch p, aber nicht durch p® teilbares Element, so 
ist p= (p). 

b) Es bleibt noch iibrig zu zeigen, daB RR, sicher nicht ganz ab- 
geschlossen ist, wenn es in Rt, ein Primdrideal gibt, das keine Prim- 
tdealpotenz darstellt. 

Wir bezeichnen mit =; das gebrochene Ideal, das aus der Gesamtheit 
derjenigen Elemente aus & besteht, deren Produkt mit einem beliebigen 


Elemente aus p’ in R, enthalten ist. > ist sicher von ft, verschieden, 
ss . . 0 . . . 

denn sonst wire fiir beliebiges r auch pr =O im Widerspruch mit der Tat- 

sache, daB jedes Hauptideal (auBer n) Teiler einer geniigend hohen Potenz 

von p ist. Fiir das Produkt p- > gibt es nur die beiden Méglichkeiten 


po =o und po=p. 
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Ist p=, so gilt fiir beliebiges q > p die Gleichung a=p-(2-4), 


und hier stellt 74 =q, ein ganzes Ideal aus 9, dar. Es ist also jedes 
Vielfache von p im Produktsinne durch p teilbar, und daraus folgt leicht, 
daB die Potenzen von p die einzigen Primirideale in Wt, sind *). 
a Ey an (y. 2) .2 og. eek. bel te 
$= int anh »-(2)'—(p-8)-2—9-=p, 9-(2)'—> 
usw. besteht daher aus lauter von St, ganz abhiingigen Elementen, 
R, ist nicht ganz abgeschlossen. 


Um weiter zu gelangen, verallgemeinern wir die Definition der ganzen 
Abgeschlossenheit folgendermaBen: {i heiBt hinsichtlich des Quotienten- 
ringes © ganz abgeschlossen, wenn jedes von § algebraisch ganz ab- 
hingige Element aus © bereits in i vorkommt. 

Ist S irgendein Quotientenring, p ein Primideal von ft, so verstehen 
wir unter ©, den (nach dem Schema des gréBten gemeinschaftlichen 
Teilers gebildeten) Vereinigungsring von R, und ©. Mit Hilfe der beim 
Beweise von Satz 4 und Hilfssatz 2 verwandten SchluBweisen zeigt man: 


Hilfssatz 3. © ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache sdmt- 
licher ©. R ist dann und nur dann hinsichtlich S ganz abgeschlossen, 
wenn jedes Rt, hinsichtlich S, ganz abgeschlossen ist. 

Satz 7. Ist R hinsichtlich S ganz abgeschlossen, so ist S reguldrer 
Quotientenring von KR. 

Angesichts von Satz 4 und Hilfssatz 3 brauchen wir unsere Behaup- 
tung nur fiir $i — fi, zu beweisen und haben dann zu zeigen, da8 unter 
den Voraussetzungen unseres Satzes © entweder gleich Si, oder gleich & 
sein muS. Ist R, absolut (d.h. hinsichtlich @) ganz abgeschlossen, so 
ergibt sich die Richtigkeit dieser Behauptung aus der beim Beweise von 
Satz 6 unter a) auseinandergesetzten Struktur von fi,. Sollte aber R, 
nicht absolut ganz abgeschlossen sein, so besteht nach dem beim Beweise 


von Satz 6 unter b) Bemerkten = aus lauter ganz von i, abhingigen 
Elementen; daraus folgt aber, daB G =, sein muB, denn jeder echte 
(in & enthaltene) Erweiterungsring von ft, enthalt sicher ein in > aber 
nicht in Rt, vorkommendes Element, weil jedes Element aus © in einem 
der Ideale ra (r=1,2,...) auftritt. 

*) Man beachte Satz 6 und die Quotientenkettenv etz oder auch die 


& 


Tatsache, daB der Exponent des Primiarideals q -£ mindestens um 1 niedriger ist als 
der von q. 
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Satz 7 ist wichtig fiir die Zahlentheorie, denn man kann mit seiner 
Hilfe schlieBen: 


Ist KR ein beliebiger Unterring eines endlichen algebraischen Zahl- 
korpers, R* derjenige Unterring von R, der aus allen in R vorkommen- 
den ganzen algebraischen Zahlen besteht, so ist R reguldrer Quotienten- 
ring von R*. 

Wir beherrschen also simtliche Unterringe eines endlichen algebraischen 
Zahlkérpers, wenn wir den Aufbau der ganzzahligen kennen. Das analoge 
Ergebnis fiir algebraische Funktionenkérper einer Variablen lautet in der 
Form ein klein wenig umstandlicher, namlich folgendermaBen: 

Es sei R ein beliebiger, den Konstantenkérper &, enthaltender Unter- 
ring eines endlichen algebraischen Funktionenkérpers einer Variablen, 
p sei eine nichtkonstante Funktion aus R. Bedeutet dann K* denjenigen 
Unterring von R, der aus allen denjenigen Funktionen aus Rt besteht, die 
vom Ringe der ganzen rationalen Funktionen in » mit Koeffizienten aus 
R, ganz abhdngen, so ist R reguldrer Quotientenring von K*. 


§ 4. 
Vollstindig reduzible verallgemeinerte Abelsche Gruppen). 


Definition 3. Hin Elementesystem A heiBt hinsichtlich eines Opera- 
torenbereiches Q ,,verallgemeinerte Abelsche Gruppe“ (in Zukunft kurz 
,,v. A. A oder ,,Gruppe“‘), wenn folgende beiden Bedingungen erfiillt sind : 

1. Die Elemente von A bilden hinsichilich einer kommutativen, als 
,, Addition bezeichneten Operation eine Gruppe. 

2. Aus einem beliebigen Elemente a von A kann durch Anwendung 
eines beliebigen Operators — von Q ein eindeutig bestimmtes Element 
b=£-a von A abgeleitet werden, und es gilt das ,,distributive Gesetz“ 
f-(a+b)=—€é-a+6-b. 

Das nach 1 vorhandene Einheitselement der Addition bezeichnen wir 
wie iiblich mit 0. Fiir die gleich aufzuzihlenden Verkniipfungen kommen 
nur solche Gruppen in Betracht, die ein und denselben festen Operatoren- 
bereich 2 besitzen und das Einheitselement, also die aus 0 allein be- 
stehende ,,Nullgruppe N“ gemein haben. 

Die Begrifie Untergruppe, Summe (A,+A,+...), Durchschnitt 
(A, A, ...), elementefremd, direkte Summe (A, + A, -+-...), Restklassen- 
gruppe (A/B) werden ganz analog eingefiihrt wie in der gewdhnlichen 
(multiplikativ geschriebenen) Gruppentheorie die Begriffe Untergruppe, 


”) Zu den in diesem und dem folgenden Paragraphen benutzten gruppen- 
theoretischen Begriffsbildungen vgl. K.II §1 und K.III §1. 
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Produkt, Durchschnitt, elementefremd, direktes Produkt, Quotientengruppe. 
Die Restklassengruppe besitzt den gleichen Operatorenbereich (aber natiirlich 
nicht das gleiche Einheitselement) wie die urspriingliche Gruppe. Hin- 
sichtlich der Summenbildung sei bemerkt, da8 wir auch Summen einer 
wohlgeordneten**) unendlichen Menge von Summanden zulassen; doch 
mu8 jedes Element der Summe als Summe von endlich viel Elementen 
aus den verschiedenen Summanden darstellbar sein. 


W. Krull. 


Ist A die Summe der endlich oder abzihlbar unendlich vielen Gruppen 
A®, 4", A®,... und stellt A“*” stets eine echte Obergruppe von A“ dar, 
so sprechen wir von einer ,,Kompositionsreihe“ (Kr.) von A mit den 
..Gliedern“ A, = A”, A, = A” /A™, A, = A®/A™, ... *). 

Die Isomorphie zweier Gruppen mit gleichem Operatorenbereich wird 
in tiblicher Weise definiert; nur ist zu beachten, da8 auch Isomorphie 
hinsichtlich der Anwendung der Operatoren gefordert werden muB. 


Definition 4. Hine von N verschiedene v.A.G. heift ,,irreduzibel“, 
wenn sie auBer N keine echte Untergruppe besitzt, sie heift ,,vollstandig 
reduzibel“ (v.red.), wenn sie die direkte Summe von endlich oder un- 
endlich viel irreduziblen Gruppen darstellt. 


Gewéhnlich fordert man von einer v. red. Gruppe Darstellbarkeit durch 
endlich viel irreduzible Summanden. Wir zeigen, da8 auch bei unserer 
allgemeineren Definition die bekannten Hauptsitze in Giiltigkeit bleiben. 


Hilfssatz 4. Die Summe A einer beliebigen Menge irreduzibler 
Gruppen ist stets v. red. 


Nach Voraussetzung gilt eine Gleichung A= A,+ A,+...+ A,+...**) 
mit irreduziblen A,. Wir setzen A“ = A,-+ A,+...+4A,+... (6,7) 
und bezeichnen mit 1,,1,,... diejenigen Ordnungszahlen, fiir die A,, nicht 
in A“*-” enthalten ist. Dann wird A=-A,,44,,4...44,4.... 

Definition 5. V heft ,,gréBte v. red. Untergruppe von A“, wenn 
V selbst v.red. ist, und wenn es in A keine echte Obergruppe von V gibt, 
die gleichfalls v.red. ware. 


") Im folgenden wird die Giiltigkeit des Wohlordnungssatzes fiir alle in Betracht 
kommenden Mengen vorausgesetzt. Die direkte Summe ist auch bei unendlich viel 
Komponenten gegeniiber der zewéhnlichen Summe dadurch ausgezeichnet, daB jede 
Komponente zur Summe aller iibrigen elementefremd ist. 

**) Man kénnte auf genau dieselbe Weise auch Kompositionsreihen mit einer 
eventuell nicht abgezihlten, wohlgeordnet unendlichen Menge von Gledern einfiihren, 
doch soll hiervon abgesehen werden. 

4%) Wenn wir die Schreibweise A= A, + A,+...+Ar+... bew. A= A,i4,+... 
+A, 4... benutzen, so wollen wir uns immer die Festsetzung getroffen denken, dab 
einer Limeszahl r keine Komponente entspricht. 
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Aus Hilfssatz 4 folgt, daB jede Gruppe, die eine irreduzible Unter- 
gruppe besitzt, auch eine eindeutig bestimmte ,,grdfte v. red. Untergruppe“ 
enthalt. 

Satz 8. Jede von N verschiedene Untergruppe U einer v.red.G. A 
ist selbst v.red., und es gilt eine Gleichung A=UiU. 

Es sei 

A =A,1A,+...4+A4,+... mit irreduziblen A,, 
oad yy Rey oe ee ey Oh ere <P 
A an Maing 4 ted A is be Mgt Pes ve . 

Satz 8 wird bewiesen sein, wenn wir zeigen kénnen: 

Zu jedem + gibt es ein der Gleichung A= B 1 A geniigendes 
B” mit folgenden Eigenschaften: a) B besitzt eine Darstellung 
B® = B,iB,+4...4 B+... (6S), bei der B, gleich A, oder 
gleich einer zu A, isomorphen Untergruppe von U ist. b) Bedeuten 


Ba, Baie a> Ba,» ... die in U enthaltenen Gruppen unter den B,, so ist 


Uc B” =B,,+Bo,+..-+B,,+---, und es wird V=(UNB")} (Un A"). 

Aus der Definition der B“” folgt, da8 fiir eine Limeszahl t die Gruppe B“” 
gleich der Summe aller B”’ (o <1) ist. Um die Existenz von B fiir 
beliebiges + nachzuweisen, braucht man daher nur zu zeigen, daB sich zu 
gegebenem B~” stets ein B” — B“~" | B, in der gewiinschten Weise 
bestimmen 1aBt. 

Ist A°-*anU— A OU, so ist die Konstruktion von B™ trivial; man 
hat einfach B, = A,, B“ = B“~” iA, guseizen. Ist andererseits A“~” a U 
echte Obergruppe von A“’AU, so kann man endlich viel Ordnungszahlen 
6,>t1 (¢=1,2,...,m) so bestimmen, daB (A,+ A,,+...4+4,,)0U=D 
von N verschieden ist, wahrend alle Gruppen, die aus A, + A,,-+-...+ Ao, 
durch Weglassen einer Komponente entstehen, zu U elementefremd sind. 
Dann lehren die Ergebnisse von K. II, § 3, daB D zu A, isomorph ist, 
und die Gleichung D + A,, +4... + Ao, = A,+ Ao, +... + Ao, gilt; daraus 
folgt aber, daB A“ =DiA4,+Ane+...LArnyo+... wird, und 
B,=D, B” = B“~” 1 D gesetzt werden kann. 

Satz 9. Die Restklassengruppe einer v. red.G. nach einer echten 
Untergruppe ist stets v. red. 


Satz 10. Steht man isomorphe Gruppen als nicht verschieden an, 
so ist die direkte Summendarstellung einer v. red. G. durch irreduzible 
Summanden bis auf die Wohlordnung eindeutig bestimmt. 

Satz 9 ist ein selbstverstandlicher Zusatz zu Satz 8. Satz 10 ergibt 
sich ohne wesentliche Schwierigkeit aus der folgenden Tatsache, die beim 


Beweis von Satz 8 durch die Konstruktion der B“ mitbewiesen wurde: 
Mathematische Annalen. 99. 5 
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Ist A = A,4 A,-+...-+A,-++... eine Darstellung von A durch irredu- 
zible Summanden, so besitzt eine von N verschiedene Untergruppe U von A 
eine Darstellung U= B,,4 B,,+...+B,,+..., bei der B,, zu A, iso- 
morph ist. 


§ 5. 
Die Loewyschen Gruppen und ihre idealtheoretische Bedeutung. 


Definition 6. A heiBt ,,Loewysche Gruppe“, wenn A eine Kom- 
posttionsrethe mit lauter v. red. Gliedern besittzt. 


Hilfssatz 5. Ist U eine Untergruppe der Loewyschen Gruppe A, 
so enthalt fiir U+ N bzew.U +A stets U bzw. A/U eine irreduzible Unter- 
gruppe. 

Es seien die v. red. G. A,= A”, As= A®/A”, A4,= A®/A™, ... 
die Glieder einer Kompositionsreihe von A; A,=N. Wahlen wir dann 
fir U+ N den Index n>0 80, daB A" NU=N, A™*™0U+N aus- 
fallt, so mu8 A”*”>U zu einer Untergruppe von A,,, isomorph und 
daher v. red. sein; bestimmen wir andererseits im Falle U + A die Zahl n 
derart, daS A”, aber nicht A“*” Untergruppe von U ist, so zeigt sich, 
da8 A/U eine Untergruppe enthialt, die v. red. sein muB, weil sie zu einer 
von der Nullgruppe verschiedenen Restklassengruppe von A, , , isomorph ist. 


Gestiitzt auf Hilfssatz 5 und den Zusatz zu Hilfssatz 4 konnen wir zu einer 
Loewyschen Gruppe A folgendermaBen eine ausgezeichnete Kompositions- 
reihe konstruieren: Wir verstehen unter L, = L" bzw. unter L, die gréBte 
v. red. Untergruppe von A baw. A/L”, unter L™ diejenige Untergruppe 
von A, die der Gleichung (A/L™)/L,—A/L™® geniigt, d.h. die Gesamt- 
heit aller in den Restklassen von L, auftretender Elemente aus A; all- 
gemein definieren wir L, als gréBte v. red. Untergruppe von A/L“~”, 
L® durch die Gleichung (A/L*~”)/L,—A/L®. Ist nun irgendeine Kom- 
positionsreihe von A vorgelegt, deren Glieder A, = A”, A,= A™/A™, 
A, = A® | A, ... simtlich v. red. sind, so stellt ersichtlich L eine Ober- 
gruppe von A dar. Die v. red. G. L,, L,,L,,.-. bilden daher die Glieder 
einer ausgezeichneten Kompositionsreihe von A, die wir als die ,,Loewy- 
sche Kompositionsreihe“**) von A bezeichnen wollen. Eine Gruppe, deren 
Loewysche Kompositionsreihe nur endlich viel Glieder besitzt, soll ,,end- 
liche Loewysche Gruppe“ heiBen. 


4) Die Loewyschen Kompositionsreihen habe ich in K. III, § 3 eingefiihrt. Man 
kommt zu ihnen dadurch, da8 man gewisse matrizentheoretische Definitionen von 
A. Loewy in die Sprache der Gruppentheorie- iibersetzt. (Vgl. A. Loewy, Uber Matrizen- 
und Differentialkomplexe I—III, Math. Annalen 78 (1917), 8S. 1—51 bzw. S. 343—368.) 
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Satz 11. Die Summe zweier Loewyschen Gruppen A und B ist 
selbst eine Loewysche Gruppe. Sind L,=L”®, L,=L®/L*” baw. 
M,= M”, M,= M®|M“-” die Glieder der Loewyschen Kompositions- 
rethe von A bzw. B, so sind die Glieder der Loewyschen Kompositions- 
reihe von A+ B durch N,= L,+ M,, N,=(L® + M®)/(L°" + M*”) 
gegeben. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der leicht einzusehenden Tat- 
sache**), daB A*+ B* die gréBte v. red. Untergruppe von A+ B dar- 
stellt, falls A* die von A, B* die von B bedeutet. — Der folgende Satz 
zeigt die Rolle, die die Loewyschen Kompositionsreihen in der Theorie 
der gewéhnlichen Abelschen Gruppen spielen: 


Satz 12. Hine gewdhnliche Abelsche Gruppe A ist dann und nur 
dann Loewysch, wenn thre Elemente sdmilich endliche Ordnung**) be- 
sitzen. Ist diese Bedingung erfiillt, so besteht die zur Loewyschen Kom- 
positionsreihe von A gehérige Gruppe L (abgesehen vom Einheitselement ) 
aus allen und nur den Elementen, in deren Ordnung kein Primfaktor in 
hoherer als i-ter Potenz aufgeht. 

Zum Beweis beachte man: «) Eine zyklische Gruppe, deren erzeugen- 
des Element unendlich hohe Ordnung besitzt, enthalt iiberhaupt keine 
irreduzible Untergruppe. £) Eine zyklische Gruppe, deren erzeugendes 
Element als Ordnung die r-te Potenz einer Primzahl besitzt, hat eine 
Loewysche Kompositionsreihe von r Gliedern. y) Besitzen die Elemente 
von @ samtlich endliche Ordnung, so gilt eine direkte Summenzerlegung 
G=G,16,iG,+..., bei der die Elemente von G; als Ordnungen 
Potenzen einer festen Primzahl p, haben. Enxistiert fiir die Ordnungen 
aller Elemente von G; eine obere Schranke, so laBt sich G; als direkte 
Summe zyklischer Gruppen darstellen. 

Wir wenden uns jetzt unserm Hauptziele zu, namlich der Untersuchung der 
tdealtheoretischen Bedeutung der endlichen Loewyschen Gruppen. Zu diesem 
Zweck wahlen wir als Gruppen die Ideale eines Ringes Rt, als Operatoren- 
bereich den Ring R selber. Die Restklassengruppen nach einem Ideale a 
aus Rt werden dann durch die Ideale von R/ a dargestellt; es sei besonders 
hervorgehoben, daB wir gem&B den Festsetzungen von § 4 auch fiir die 
Restklassengruppen nach a als Operatorenbereich den Ring R zugrunde 
legen’), und nicht, was auf dasselbe herauskime, den Ring R/a. 


%) Vgl. K. III, § 3, Satz 8. 

16) Einem Element, dessen samtliche Vielfachen verschieden sind, schreiben wir 
als Ordnung das Symbol o zu. Das ist zweckmaBig, weil wir hier unter der Ordnung 
eine Zahl, und nicht, wie in Definition 7, ein Ideal verstehen. 

1") Unter dem Produkt des Elementes « mit der Restklasse # verstehen wir das 
Produkt der durch a bestimmten Restklasse mit £ . 

5* 
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Definition 7. Unter der ,Ordnung“**) eines als Gruppe aufge- 
faBten Ideals a verstehen wir das Ideal aus Rt, das aus der Gesamtheit 
derjenigen Operatoren besteht, die mit einem beliebigen Element aus a 
komponiert das Nullelement liefern. 

Hilfssatz 6. Zwei Hauptideale ‘sind als Gruppen dann und nur 
dann isomorph, wenn sie gleiche Ordnung besitzen. 

Die angegebene Bedingung ist offenbar notwendig. Sie ist aber auch 
hinreichend. Denn es besteht ein Hauptideal («) mit der Ordnung m aus 
der Gesamtheit aller Elemente von der Form é-a, und es ist &,-a = &,-« 
dann und nur dann, wenn ¢,= é,(m); daraus folgt aber sofort, daB zwei 
Hauptideale («) und (#) mit gleicher Ordnung durch Zuordnung von « und 
8 gruppenisomorph aufeinander abgebildet werden. 


Hilfssatz 7. a ist als Gruppe dann und nur dann irreduzibel, wenn 
a Hauptideal ist, und die Ordnung von a ein Primideal » ohne von o 
verschiedenen echten Teiler darstellt. Zwei irreduzible Gruppen mit gleicher 
Ordnung sind isomorph. 

Ist a irreduzibel, und bedeutet a +0 ein Element aus a, so ist (a) 
eine von n verschiedene Untergruppe von a, und es gilt daher die Glei- 
chung a=(«). Stellt ferner q einen echten Teiler der Ordnung p von a 
dar, so ist wegen q-(a) +n sicher q-(«)=(a), es gilt also eine Gleichung 
B-a=a; (B)>q, und daraus folgt (@—«)-a—0; (B—e)>p>q; 
q+p=q=o. DaB ein Hauptideal, dessen Ordnung auBer o keinen 
echten Teiler besitzt, als Gruppe irreduzibel sein mu8, ist klar. Die auf 
die Isomorphie beziigliche Bemerkung von Hilfssatz 7 folgt aus Hilfssatz 6. 


Satz 13. Der Ring R ist dann und nur dann ein hyperkomplezxes 
System bzw. ein Zahlring, wenn RK bew. R/a fiir beliebiges a+n eine 
endliche Loewysche Gruppe ist, die die Higenschaft hat, daB unter den 
irreduziblen Komponenten der Glieder ihrer Loewyschen Kompositionsrethe 
nur endlich viele nichtisomorphe Typen auftreten. 

Der Beweis braucht nur fiir hyperkomplexe Systeme gefiihrt zu werden. 


a) Es sei ein Ring, der den gruppentheoretischen Voraussetzungen 
von Satz 13 geniigt, n sei die Gliederzahl der Loewyschen Kompositions- 
reihe von fi. Nach Hilfssatz 7 besitzen die irreduziblen Komponenten 

+8) An Stelle von ,Ordnung“ braucht H. Grell in G. das Wort ,Periode“. Ich 
méchte lieber die Bezeichnung ,Ordnung* beibehalten, obwohl wir uns dadurch in 
einen gewissen Gegensatz zu der in der Theorie der gewdhnlichen endlichen «i elschen 
Gruppen iiblichen Ausdrucksweise setzen. (Dort versteht man bekanntlich cuter der 
Ordnung einer Gruppe die Anzahl ihrer Elemente, wihrend man nach unserer Fest- 
setzung unter der Ordnung das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ordnungen 
der Elemente verstehen miiBte.) Vgl. auch K. III, 8. 23, Anm. 1. 
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der Glieder dieser Kompositionsreihen nur endlich viel verschiedene Ord- 
nungen ,, P,,---,,,, und aus der Definition der Kompositionsreihe und 
der Ordnung folgt p*-ps-....pe=mn. Aus dieser letzteren Gleichung 
schlieBt man leicht, daB R ein hyperkomplexes System ist. 

b) Jedes hyperkomplexe System l48t sich als direkte Summe von 
endlich vielen, nur ein einziges Primideal enthaltenden ,,primiren* hyper- 
komplexen Systemen darstellen**). Nach Satz 11 ist daher die gruppen- 
theoretische Voraussetzung von Satz 13 bei einem hyperkomplexen System 
stets erfiillt, wenn sie nur fiir jedes primare hyperkomplexe System zutrifit. 
Das ist aber in der Tat der Fall. Ist naimlich ® ein primires hyper- 
komplexes System, dessen einziges Primideal p der Gleichung p* = n> 
p*-2 + n geniigt, so besitzt R eine endliche Loewysche Kompositionsreihe 
mit den Gliedern L,=(mn:p*)/(m:p*-*) (¢ =1, 2,...,), und die irredu- 
ziblen Komponenten samtlicher DL; sind isomorph, weil sie alle die gleiche 
Ordnung p haben. 

Definition 8. Hine Kompositionsreihe heiBt Jordansch, wenn sie 
aus endlich vielen Gliedern besteht, die sdmtlich irreduzibel sind. 

Aus der bekannten Invarianz der Gliederzahl einer Jordanschen Kom- 
positionsreihe ergibt sich: 

Hilfssatz 8. Hine Gruppe mit Jordanscher Kompositionsrethe ist 
stets eine endliche Loewysche Gruppe. — Hine endliche Loewysche Gruppe 
besttzt dann und nur dann eine Jordansche Kompositionsreithe, wenn 
jedes Glied ihrer Loewyschen Kompositionsrethe die direkte Summe von 
endlich viel irreduziblen Komponenten darstellt. 

Um die idealtheoretische Bedeutung der Jordanschen Kompositions- 
reihen formulieren zu kénnen, miissen wir — analog wie in § 1 Quotienten- 
und Produktketten — Teiler- und Vielfachenketten einfiihren. Offenbar 
zieht das endliche Abbrechen samtlicher Teiler- bzw. Vielfachenketten das 
endliche Abbrechen saimtlicher Quotienten- bzw. Produktketten nach sich. 
Aus den Ergebnissen von N. § 10 und K. III, § 2, kénnen wir den folgen- 
den Satz iibernehmen: 


Hilfssatz 9. R besttzt dann und nur dann als Gruppe eine Jordansche 
Kompositionsrethe, wenn in R sdmtliche Teiler- und Vielfachenketten im 
Endlichen abbrechen. 

Ein Ideal, das sich nicht als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches von 
echten Teilern darstellen la8t, heiBt bei E. Noether ,irreduzibel“. Wir 
wollen es ,,ideal-irreduzibel“ nennen, um jedes MiBverstindnis mit dem 
bei Gruppen eingefiihrten Irreduzibilitatsbegriff zu vermeiden. 


1) Vgl. K.I, § 1, Satz 2, sowie die dort in Anm. *) angegebene Literatur. 
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Hilfssatz 10. Jn einem Ring R, der eine Loewysche Kompositions- 
rethe mit der gréBten v. red. Untergruppe v besitzt, ist n dann und nur 
dann ideal-irreduzibel, wenn v als Gruppe trreduzibel ist. 

Hiner etwa vorhandenen direkien Summendarstellung von » durch 
endlich viel irreduzible Untergruppen entspricht eine kleinste-gemein- 
schaftliche-Vielfachendarstellung von n durch ebensoviel ideal-irreduzible 
Teiler. 

Ist » nicht irreduzibel, so gilt eine Gleichung » = v,+-v,, und wir haben 
in n=v,O»d, eine kleinste-gemeinschaftliche-Vielfachendarstellung von 
n durch echte Teiler. Ist aber » irreduzibel, so mu8 p nach Hilfssatz 5 
durch alle von n verschiedenen Ideale teilbar sein, und es kann daher 
keine Gleichung n = t,Ot,, t, + 1, t, + n bestehen. 

Zum Beweise des zweiten Teiles von Hilfssatz 10 vgli. K. III, Satz 9b 
und Satz 11, sowie die dort auf S. 15 zitierte Arbeit von E. Noether. 


Satz 14. Hin hyperkomplexes System bzw. ein Zahlring besitzt dann 
und nur dann die Higenschaft, daB in R selbst jede Teilerkette und in 
Ria fiir beliebiges a bzw. fiir beliebiges a+n jede Vielfachenkette im 
Endlichen abbricht, wenn jedes Ideal aus fi als kleinstes gemeinschaft- 
liches Vielfaches von endlich vielen, ideal-irreduziblen Teilern dargestellt 
werden kann. 

Der Beweis folgt leicht aus den Hilfssitzen 8, 9 und 10. Satz 14 
ist vor allem deshalb wichtig, weil in jedem Unterring eines endlichen 
algebraischen Zahlkérpers alle Teilerketten und modulo a+ n alle Viel- 
fachenketten im Endlichen abbrechen. 


(Eingegangen am 6. 2. 1927.) 


Ober die simultane Approximation von Irrationalzahlen. 
Zweite Mitteilung*). 
Von 
Ph. Furtwangler in Wien. 


Der Hauptzweck der folgenden Mitteilung ist die Aufstellung eines 
Algorithmus zur simultanen Approximation von zwei Irrationalzahlen, der 
als eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Kettenbruchentwicklung fiir 
eine einzelne Irrationalitét aufgefaBt werden kann. Um ibn zu entwickeln, 
ist zunichst in der Ebene die Reduktion von Parallelengittern kurz zu 
erértern, wenn zur Definition der Strahlidistanz als Eichfigur ein Quadrat 
mit dem Anfangspunkt als Mittelpunkt und mit Seiten, die den Achsen 
parallel laufen, benutzt wird. Auf Grund dieser Erérterungen gelingt es 
dann im Anschlu8 an die geometrischen ideen Minkowskis den gewiinsch- 
ten Algorithmus zu erhalten, wenn als Kichkérper im Raume ein Prisma 
mit quadratischem Querschnitt benutzt wird. 


Vorweggeschickt ist eine Erginzung zum § 2 der ersten Mitteilung, 
um eine dort vorhandene Liicke auszufiillen, auf die mich Herr Perron 
freundlichst aufmerksam gemacht hat*). Die Liicke ist erst bei der end- 
giiltigen Redaktion des Aufsatzes entstanden, bei der ich den Beweis ver- 
einfachen zu kénnen glaubte. Ich gebe daher hier im § 1 meinen urspriing- 
lichen Beweis wieder; an den Resultaten der ersten Mitteilung ist nichts 
zu andern. 


1) Die erste Mitteilung ist in Math. Annalen 96 (1926), S. 169—175 erschienen. 
*) Auch Herr A. Scholz in Berlin hat die Liicke bemerkt und einen Weg zu ihrer 
Beseitigung gefunden, der von dem im folgenden entwickelten verschieden ist. 











Ph. Furtwingler. 


§ 1. 
Wir stiitzen uns auf folgenden Approximationssatz. 
Satz 1. Die Beziehungen 


(1) 
G, 3 %+..-+4, , «+1, = 0(9) 


sind stets durch ganzzahlige x; zu erfiillen, wenn die a,, reelle Konstanten 
mit nicht verschwindender Determinante sind und die |; von der GréBen- 
ordnung 1 sind; g bedeutet eine beliebig groBe positive Zahl. 

Beweis. Man kann offenbar (1) ersetzen durclr 


Yn-1 a @,-1, 1% + =r + G,-1 un ® = 0(1) 

% =4, %+---+¢@,, %= O(g). 

Nach bekannten Approximationssitzen besitzen die ersten n — 1 Gleichungen 
ganzzahlige Lésungen mit beliebig groBen z,. Wiirde fiir alle diese Lésungs- 


systeme |y,| geschrainkt sein, so wiirde die Geschrinktheit der |z,| folgen, 
was zu einem Widerspruch fiihrt. 


(2) 


Wir behalten im folgenden durchweg die Bezeichnungen der ersten 
Mitteilung bei. Es sei der Kérper & reell und die konjugierten k” ... k™ 
seien so angeordnet, da8 zwei konjugiert komplexe Kérper aufeinander 
folgen. Die Aufgabe ist, die Basiszahlen w,, m,,...,@,, 80 ZU normieren, 
daB der Quotient Q héchstens beliebig wenig unter 1 liegt. Dies wollen 
wir dadurch erreichen, da8 wir ein Glied im Zahler und Nenner, und zwar 
in beiden Fallen dasselbe Glied so groB machen, daB es alle iibrigen Glie- 
der beliebig stark iiberwiegt. Wir nehmen nun an, da® die ersten i — 1 
Basiszahlen, die wir normiert mit t,,t,,...,t,., bezeichnen, bereits nor- 
miert seien, und zwar derart, da8 fiir die noch nicht normierten Zahlen 
@;...@, gilt: 


j=t,¢+1,..., 
(3) | oj? | — O(1) er aan "): 


und zeigen, wie die Normierung fortzusetzen ist. 
1. k“*” sei ein reeller Korper. 


Wir ersetzen nur ; durch 


(4) T= OU, +. .- GG FOU +--+ O,U,, 
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und bestimmen die u, ganzzahlig so, da 


(5) |q?|=O(1) (}=2,8,...,6,¢+2,...,m),%) |f*”|—O(g), 
was nach Satz 1 méglich ist. Da alle Basiszahlen auBer w, ungedndert 
bleiben, ist dieser Fall erledigt. 

2. k“*” und k**” seien konjugiert komplez. 

Dieser Fall ist etwas komplizierter zu behandeln, da gleichzeitig zwei 


Basiszahlen geaindert werden. Es handelt sich hier darum, bei einem Aus- 
druck von der Bauart 
a 2 | 01% — 02% | 
(&4 On + & Og)* + (&, 0, + %%5)* 
durch geeignete Verfiigung iiber die 0, o zu erreichen, da8 er héchstens 


beliebig wenig unter 1 sinkt, wobei |e,| <1, |¢,|<1 ist. Fordert man 
zunachst: 





; 0, — 9, = O(1), 0, +4, =O(1), 
so wird 
2 [of +o? +0,0(1) +4, 0(1)] 
«> — 2 2 
[#1 @; — #0, + O(1))" +[4,0, +40, + 0(1)) 
_ __2[e? +o? +0,0(1) +,0(1)] 
(ef + ef) (of +o?) +0,0(1)+6,0(1) 
Es geniigt also 9? +07, d.h. 9, oder o, von der Ordnung g zu machen, 
um das gewiinschte Ziel zu erreichen. 
Wir ersetzen jetzt w,; und w,,, durch 


TSO PUT eee Ug Gig FU Oy FU 4s Digg T+ T Uy 1 My 
== 0, +46,;, 
Ter =O,+%,%4+...+9_,%,+ * + Digt---+ 9%, 
= Oi4rt 8% 495 
indem wir die iibrigen Basiszahlen vorliufig ungedndert lassen, und fordern 
als Normierungsbedingungen: 


6) Agee \7o./=O(1) (1—2,3,...,4,¢+8,..., 0), 


|of*? — oft?|=—O(1), | of*? + off” | = O(1), 








(73) | oi*” | = O(9) 
oder 
(75) | of*” | = O(9). 


Die Bedingungssysteme (6), (7,) und (6), (7,) haben nach Satz 1 stets 
Lésungen in ganzzahligen u,v, wenn die in jedem System auftretenden 


28) Fir ¢=1 léuft 2 von 8 bis n. 
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2n — 8 linearen homogenen Polynome linear unabhangig sind. Die Deter- 
minanten dieser beiden Polynomsysteme zerfallen beide in das Produkt 
einer (n —1)- und einer (m — 2)-zeiligen Determinante. Von der ersten 
steht ohne weiteres fest, daB sie von Null verschieden ist. Es ist daher 
nur zu priifen, ob die beiden auftretenden (m — 2)-zeiligen Determinanten 
gleichzeitig verschwinden kénnen. Es mu8 dann 








(2) (2) (2) (2) 
% oes Ty » DWégtg +--+ Dy 
(@) (®) (¢) ® 
(8) T% «++ Ty » Derg --- Dy _ 
(+2) (+2) +2) (+2)| 
ty eee Ti-1 > Die eee Da 
(n) (n) (n) (n) 
Tt; eee Ti-4 , DWi+ie ee Dy 


sein. Man kann nun zu jeder Basiszahl w, oder w,,, addieren; dadurch 
bleiben die bisher normierten Basiszahlen normiert und die noch nicht 
normierten behalten samt ihren konjugierten die GréBenordnung 1, da die 
konjugierten von w, und w,,, von der GréBenordnung 1 sind. Waren nun 
alle entsprechenden neuen Determinanten Null, so mii®te die Matrix 


(2) (2) (2) (2) (2) 
T% «++ Tey » WH » Mgiq «++ Dy \ 
@® (@) (é) (®) (® 
Ty eee Ty-y > W; » Mira «++ Dy 
(¢+2) (¢+2) (¢+2) pn (¢+ 9) 
Tt eee Ti-1 > Wy > Ope, ee. Da 
(nm) (nm) (n) (m) (n) 
ty see Tea » De =» Diz, +++ Dn 


den Rang n — 3 haben, was nicht mdglich ist. Damit ist die Ergainzung 
zu § 2 der ersten Mitteilung gegeben. 


§ 2. i 


Um die Entwicklung eines Algorithmus zur simultanen Approximation 
von zwei Irrationalzahlen vorzubereiten, fiihren wir zunachst eine Betrach- 
tung iiber Parallelengitter in der Ebene durch. Es seien 


(9) E=Er+hy, n=m4r+ my 


zwei reelle Linearformen mit nicht verschwindender Determinante. Wir 
interpretieren £, » als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene und zeichnen 
das Gitter der Punkte mit ganzzahligen +, y. Wir definieren dann als 
Entfernung eines Punktes P(x, y) vom Anfangspunkt: 


(10) #(P) = w(2, y) = Max (||, ||). 
Punkte mit gleicher Entfernung vom Anfangspunkt O liegen auf Quadraten 
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mit O als Mittelpunkt und mit Seiten parallel den Achsen. Wir nennen 
nun das Formenpaar (9) oder die ,,definite Form“ u(x, y) reduziert, wenn 
unter den Gitterpunkten die Punkte (i, 0) und (0,1) die ersten beiden 
Entfernungsminima von O liefern. Es zeigt sich dann, daB die Reduktions- 
bedingungen ebenso wie fiir den gewdhnlichen Entfernungsbegriff /&* + »* 
lauten: 


(11) #(1,0)S (0,1) Sa4(1, +1). 


DaB diese Bedingungen notwendig sind, ist evident. Um zu zeigen, dab 
sie hinreichend sind, kann man sich auf folgenden Satz stiitzen, dessen 
Beweis der Hauptzweck unserer Betrachtungen ist. 


Satz 2. Ist das Formenpaar (9) reduziert, d. h. sind die Bedin- 
gungen (11) erfiillt, so folgt aus der Ungleichung u(x, y) < u(0,1), daB 
|y|< 2 ist und daB |x| <1 ist, wenn |y|>1 ist. Dabei brauchen x, y 
nicht ganzzahlig zu sein. 

Beweis. Sind nicht alle Koeffizienten &,, »,; von Null verschieden, 
so liegt die Richtigkeit des Satzes auf der Hand; es sei also &,, 7,9, +0. 
Es folgt dann sofort aus (11): 


(12) sgn &, &, + sgn 1, N- 


Es mége nun «(0, 1)=|€é,| sein, was durch eventuelle Vertauschung von 
€ und » stets erreicht werden kann. Damit u(x, y)< u(0, 1) sei, muB 
dann gelten: 


(13) a) |&,e+ &y|<|é|, b) |nz+my|<|é|- 
Ferner folgt aus der Reduktionsbedingung (1, +1)>m(0,1), daB 
(14) lms] + | m5] =| és | 


sein muB. Ware nun |y|> 2, so wiirde aus (13a) sgn zy + sgné,é, und 
daher sgn zy = sgn », 9, folgen. Ferner miiBte |x| >1 sein, da |é,| >| é, | 
ist. Dann wiirde aber aus (13b) und (14) folgen 


in + nmy|=|2|+ | my! >|9,|+| | =] | ésl- 
Es muB also |y|< 2 sein. Weiter sieht man, daB auch die Ungleichungen 
|y| 21, |x| >1 nicht gleichzeitig gelten kénnen. Denn aus (13a) wiirde 
sgn zy = — sgné, &, = sgn , y, folgen und daher ware | 7, z + 9,y| =| é,|- 
Damit ist unser Satz bewiesen, aus dem sofort folgt, daB die Reduk- 


tionsbedingungen (11) auch hinreichend sind. Die Méglichkeit der Re- 
duktion liegt auf der Hand. 











Ph. Furtwingler. 


§ 3. 

Wir brauchen noch den folgenden Satz iiber Raumgitter. 

Satz 3. Sind P, Q, R drei Gitterpunkte, die mit dem Anfangspunkt O 
nicht in einer Ebene liegen, und enthdlt das durch P,Q, R und thre 
Gegenpunkte bestimmte Oktaeder auBer O und den Eckpunkten keine 
Gitterpunkte im Innern und auf der Begrenzung, so hat das durch die 
drei Kanten OP, OQ, OR bestimmte Parallelepiped denselbeu oder den 
doppelten Inhalt wie das Fundamentalparallelepiped des Gitters. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist jeder Gitterpunkt in der Gestalt 
IiP+mQ-+7R mit rationalen 1, m,n darstellbar. Ich behaupte, daB 
dabei nur der Nenner 2 auftreten kann. Das Oktaeder ist durch 
|t|-+-|m|+|n| <1 gegeben. Angenommen, es wire 

I1P+mQ+nR 
P 
ein Gitterpunkt, wo p eine ungerade Primzahl und wenigstens eine der 
ganzen Zahlen /,m,n, etwa l, nicht durch p teilbar ist. Da mit P 
auch gP Gitterpunkt ist, wo g eine beliebige ganze Zahl bedeutet, muB 


dann auch ein Gitterpunkt i ka existieren, wo | m| und |#| <= 


sind. Da 2+*+*l <1 ist, miiBte dieser Gitterpunkt in das Oktaeder 
oder auf die Begrenzung fallen, was zu einem Widerspruch fihrt. Wir 


betrachten zweitens den Nenner 4 und nehmen an, daB8 ster’ ein 
Gitterpunkt wire, wo etwa / ungerade sei. Es miiBte dann auch ein 


Gitterpunkt P+ ™O+#* 
| m| =| %| = 2 offenbar ausgeschlossen ist, wiirde dieser Gitterpunkt wieder 
in das Oktaeder oder auf seine Begrenzung fallen. Es kénnen also nur 
Gitterpunkte von der Gestalt erogee’ auftreten. Da die Punkte 


PEO PLE 2+ keine Gitterpunkte sind, bleibt nur der Fall 7=m=n 


(2). Ist daher Frors kein Gitterpunkt, so bestimmen OP,OQ,OR 
P+Q+R 
2 


existieren, wo |m| und |%#|<2 ist. Da 


ein Fundamentalparallelepiped; ist dagegen ein Gitterpunkt, so 


P+Q+R 


5 ein solches. 





bestimmen die Verbindungsstrecken von O mit P, Q, 
Damit ist unser Satz bewiesen. 


§ 4. 
Wir erértern den Algorithmus zur simultanen Approximation zweier 
Irrationalitéten zunaichst in geometrischer Gestalt. Es seien 


(15) &§=a,2+B,y+7,2, n= O,x+Ppeyt+72z, C=a,r+fp,y+7,2 
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drei reelle Linearformen mit der Determinante +1). Spiiter werden 
wir speziell 

(16) | €=a—az, n=y— fz, C=2 

setzen, wo a,f die beiden zu approximierenden Irrationalitéten sind, 
zwischen denen keine Relation g,«-+-g,8-+9,—0 mit ganzzahligen g, 
vestehen soll. 

Wir interpretieren £,7,¢ als rechtwinklige Raumkoordinaten und 
denken uns das Raumgitter aller Punkte mit ganzzahligen z, y, z herge- 
stellt. Es soll nun die ¢-Achse durch Gitterpunkte approximiert werden, 
wobei wir annehmen, da8 auf der ¢-Achse auBer O keine Gitterpunkte liegen. 
Hat ein Punkt P die Koordinaten ,7,¢, so soll u«(P) = Max(|é|, ||) 
seine Achsendistanz und h(P)=|¢| seine Hohe heiBen. Wir nehmen 
zur Vereinfachung der Diskussion noch weiter an, daS auBerhalb der 
Ebene (=0 weder Gitterpunkte mit verschwindenden § oder 9 noch 
solche mit gleicher Achsendistanz vorhanden seien. Bei den Gittern (16) 
ist dies stets erfiillt. 

Zur Approximation bedienen wir uns vierseitiger Prismen mit dem 
Mittelpunkt in O und der ¢-Achse als Langsachse; ihr Querschnitt soll 
ein Quadrat sein, dessen Seiten der ¢- und »-Achse parallel laufen. Ein 
derartiges Prisma ist durch die Ungleichungen 


léise, InisSe [els 


bestimmt, wo g,t positive Konstanten bedeuten. Wenn im folgenden 
von Prismen die Rede ist, sind immer Prismen der angegebenen Art 
gemeint. 

Ist eine beliebige Anzahl] von Gitterpunkten gegeben, so bezeichnen 
wir als zugehériges Prisma das kleinste Prisma, das alle Gitterpunkte im 
Innern und auf der Begrenzung enthalt. Wenn das zu einem Gitterpunkt P 
gehérige Prisma im Innern und auf der Begrenzung keine anderen Gitter- 
punkte als O, P und seinen Gegenpunkt — P enthilt, soll P ein Néhe- 
rungspunkt heiBen; mit P ist also stets auch — P Naherungspunkt. Das 
Problem ist nun, die Reihe der Naherungspunkte, die man sich nach 
wachsender Héhe geordnet denken kann und bei denen man sich auf die- 
jenigen mit positiven ¢ beschrinken kann, zu ermitteln; bei unseren An- 
nahmen bricht diese Reihe nicht ab. 

Um den Algorithmus méglichst einfach darstellen zu kénnen, brauchen 
wir noch gewisse Hilfspunkte, die wir so definieren. Es sei P ein Niahe- 
rungspunkt und Q ein Punkt mit gréBerer Achsendistanz auBerhalb der 
Geraden OP von solcher Art, daB das zu Q gehdrige Prisma auBer + Q 


*) Es ist nur wesentlich, daB die Determinante nicht Null ist. 
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héchstens Gitterpunkte der Geraden OP enthialt; dies Prisma werde als 
Naherungsprisma bezeichnet. Es sei endlich R ein solcher Punkt, dab 
OP, OQ, OR ein Fundamentalparallelepiped definieren*) und A(R) nicht 
groBer als die gréBere der Héhen h(P), h(Q) ist; drei Punkte von der 
Art P, Q, R werden dann als Naherungstripel bezeichnet. Die Durch- 
fiihrung des Algorithmus beruht nun auf folgendem Umstand. Es sei 
durch P,Q ein Naherungsprisma bestimmt, das wir in der Héhe wachsen 
lassen, bis es zum ersten Male an einen Gitterpunkt S anstéBt. Dieser 
liegt dann entweder in der Ebene OPQ oder P, Q, S bilden ein Funda- 
mentaltripel. Die Punkte P,S oder S, P bestimmen dann wieder ein 
Naherungsprisma; im letzten Falle, d.h. wenn u(S)< u(P) ist, ist 8 
der auf P folgende Naherungspunkt. Anderenfalls wird das Verfahren 
fortgesetzt, das schlieBlich zu dem nachsten Naherungspunkt fiihren mui. 
Gleichzeitig ist klar, daB man dabei keinen Naherungspunkt iibergehen 
kann. 

Um unsere Behauptung beziiglich des Punktes S zu beweisen, nehmen 
wir an, daB S nicht in der Ebene OPQ liegt; es ist dann zu zeigen, 
daB P,Q, S ein Fundamentaltripel bilden. Das durch die Punkte P, Q, 8 
und ihre Gegenpunkte bestimmte Oktaeder enthalt auBer Z und den Eck- 
punkten keine Gitterpunkte. Nach Satz 3 bilden dann P,Q, 8S ein 


Fundamentaltripel, wenn nicht £PtOes Gitterpunkte sind, was tat- 
sachlich nicht der Fall ist. Wir =o die drei Punkte e+9-5 


2 =e 
-—@+ eo =8 +R deren Hohe < h(S) ist. Sind die Koordinaten 


von P,Q,S8 resp. &,,,,¢; (¢=1, 2,3) und sollen die genannten drei 
Punkte nicht in das Prisma (Q, 8) fallen, mu8 


(17) » (FtO-5 . *) > u(Q), a(— ot) & u(Q), 


p (—FtO+*) S (Q) 


sein. Diese Ungleichungen sind nur erfillt, wenn 





entweder sgné,= sgné,——sgné, oder sgny,=—  sgny,=— sgny, und 
” sgné,——sgnf,=— sgné, , sgny,=—sgny,= sgn, und 
” sgné,= sgné,— sgné, , —sgny,=  sgnys= sgnn, ist. 


Da von den drei untereinander stehenden Bedingungen immer nur eine 
erfiillt sein kann, mu8 einer der drei Punkte in das Prisma (Q, 8) fallen, 


*) Drei Punkte P,Q, R von solcher Art, daB OP, OQ, OR ein Fundamental- 
parallelepiped definieren, sollen ein Fundamentaltripel heiBen. 
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kann also kein Gitterpunkt sein. Damit ist gezeigt, daB P,Q,S ein 
Fundamentaltripel bilden. 


§ 5. 

Wir entwickeln jetzt die analytische Gestalt des Algorithmus. Es 
sei P,Q, R ein Naherungstripel mit den Koordinaten é,, »,;, ¢; (¢ =1, 2, 3), 
wobei ¢;>0 sei. Es ist dann der im vorigen Paragraphen mit S be- 
zeichnete Punkt zu bestimmen. Wir unterscheiden zwei Fille. 

I. Das Formenpaar (¢,x+&y,1,%-+1,y) tst reduatert (§ 2), 
E, 7, — &,n, +90. Da in der Ebene OPQ kein Gitterpunkt mit kleinerer 
Achsendistanz als Q liegt, weil sonst das genannte Formenpaar nicht 
reduziert wire, mu8 S die Gestalt aP-+6Q-+R haben und die Bedin- 
gung “(S)< u(Q) = Max(|é,|,| |) =, erfiillen. Um a, 6 zu er- 
mitteln, sei 


g ot Meta Re Taye 
Sas , , € l, &i< i. 
sits 7,4 + 9,6-+ 9,= 1, a'+ 9b = bh, |e!» |€s| 
Hieraus folgt 
(19) b _ b’ = mS —! Ny Fs 


nee: — 1 §e 


Soll nun «(S) <p, sein, so ist dazu nach Satz 2 notwendig |b’| <2. 
Setzt man daher °): 





1&5 — 36, as " &s — 3: raat 
(20) nef — 15. [BP=SF] +e o+é, 


so kann nach (19) 6 nur einen der Werte 
(21) c, e+1, c—1, c+ 2sgnd 


haben, die wir mit b, (i =1, 2, 3, 4) bezeichnen. Damit dann u (8) < u(Q) 
sei, ist notwendig und hinreichend, daB ein zu einem 6; zugehdriges a, 
den Intervallen 


(22) [oe ate a | und [see afb a | 


mit Ausschlu8 der Grenzen angehére. Es sei nun: 
| a, = Min [poe — tate Hy — bent] 











(28) | | §, F Tm | " 
eal —He  nbet+Ss —He ute tm 
| B, Max F §, | §, ; | my | wh ] 


5) {c},, {a},, {a}, = niichste, nachstgrdBere, nichstkleinere Zahl an a. Ist a 
ganz, sei {c},=a+1, {a},=a—1. 
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Ist dann «, < f,, so existiert kein zu b; gehériger Wert a,;; dasselbe gilt, 
wenn im Innern des Intervalls (f,,«;) keine ganze Zahl liegt. Enthalt 
das Intervall dagegen eine solche, was aus [«,], > 8; folgt, so setze man 


(24) a;=([8,), resp. [«,),, 


je nachdem [8;),0,+6,6,+¢,>0 oder <0 ist. Denn la8t man in 
S’=1P+6,Q+R den Parameter 4 das Intervall (f;,«,) durchlaufen, 
so geht dabei A(S’) nicht durch Null; denn anderenfalls wiirde im Inter- 
vall (f;, @;) eime ganze Zahl @ existieren, so da8 der Gitterpunkt 
S=aP+6,Q+R die Bedingungen h(S)<h(P), u(S) < u(Q) erfiillte, 
was nicht méglich ist. Es wechselt daher ¢(S’) im Intervall (,, «,) 
nicht das Zeichen und daher ist fiir a; eine der Zahlen zu nehmen, die 
méglichst nahe den Intervallgrenzen liegen, d. h. [8;], oder [«,),', und zwar 
diejenige, die den Gitterpunkt mit kleinerer Héhe ergibt. Ist [,),¢, 
+ 6,-¢,+¢,>0, so ist offenbar [a,;—([f;], zu setzen; ist der Ausdruck 
aber <0, so ist auch [a,],¢,+6¢,+¢,<0 und a,=—(e,), zu nehmen. 
Man erhilt auf diese Weise héchstens vier und mindestens einen Punkt 
S,=(a,, 6,1), unter denen der Punkt mit kleinster Héhe der gesuchte 
Punkt S ist. Das nachste Naherungstripel, mit dem der Algorithmus 
fortzusetzen ist, ist dann P, + S,Q oder +S, P,Q, je nachdem u(P) < 
oder > u(8) ist. 

Il. Das Formenpaar (&, x +-&,y, 9,2 -+- 9, y) tst nicht reduziert. 

Es ist jetzt u(P+Q)<u4(Q) und der Punkt P+ Q ist der Punkt 
mit kleinster Héhe in der Ebene OPQ, der diese Bedingung erfiillt. Denn 
zunichst ist u(P—Q)>yu(Q), da die Héhe von P—Q kleiner als die 
von P oder Q ist. Ist nun &, 7, — §,7, +0, so folgt u(P+ Q) < u(Q), 
weil wir anderenfalls Fall (I) hatten. Ist dann «(Q)=—(m,), was man 
eventuell durch Vertauschung von & und » erreichen kann, so gilt 
sgn 9, %, = —1, und soll daher u(a P+ bQ) < u(Q) sein, muB sgn ab=—1 
sein, wenn ab +0) ist, daher h(a P+bQ)>h(P+Q) fiir ab>1. Ist 
&, My — &4, = 0, so folgt aus u(P— Q)>u(Q), daB entweder sgn 7, 7, 
oder sgn &,&, = — 1 ist; es miissen daher beide Ausdriicke — 1 sein und 
es folgt wieder «(P+ Q)< u(Q), und weiter ergeben sich die gleichen 
Schliisse wie oben. 

Wir untersuchen jetzt, ob es einen Punkt S’=aP+6Q+R von 
solcher Art gibt, daB u(S’) < u(Q), &(S’)<h(P+Q) wird. Fir einen 
solchen mu8 gelten 

§,a+ b+ & =e, My, 
(25) 9, &+ yb + Hy = by My |e| <1, 
C,@+0,b+¢, =2,(0, +¢,)- 
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Aus der zweiten und dritten Gleichung folgt 
_ C1 Ms — fs %h mate)  .. C1 Me 
(26) . Sem! — 6 Me + tm Ss — Ne Ss *s 1 So— Mos” 
Da die Summe der beiden letzten Glieder absolut den Betrag 2 nicht iiber- 
steigen kann, kann 6, wenn man 
1% — Sst __ = £: %s — Ss 

(27) fo! — 1 Me alii eszeel.+e 
setzt, nur einen der Werte c,c-+ 1,c—1,c-+ 2sgne haben, die wir mit 
5, (¢=1, 2, 3,4) bezeichnen. Wir bestimmen dann zugehérige Werte a, 
nach den Formeln (23), (24) unter I. Von den héchstens fiinf Punkten 
P+ Q und 8;=a;P+6,Q+ R wahle man den mit kleinster Hohe und 
nenne ihn S. Das niachste Naherungstripel ist dann 

P,+8,Q oder P,+8,R, wenn pu(S8)>-n(P), 

+8, P,Q oder +8,P,R, wenn u(8)<yp(P). 
Das erste oder zweite Tripel ist in jeder Zeile zu nehmen, je nachdem 
S+ oder = P+ Q ist. 


Ist wu, = u(Q)=|&,|, gelten die analogen Formeln mit vertauschtex. 
é und ». 


§ 6. 


Wir stellen in diesem Paragraphen zunichst die Formeln fiir den 
Algorithmus zusammen, bestimmen dann ein Ausgangstripel und geben 
schlieBlich zwei Beispiele. 

Es sei P,Q, R ein gegebenes Naherungstripel mit den Koordinaten 

AP ee: 





Hat Punkt S die Koordinaten &, », £, sei 


(8S) = Max (\&|,||) (Achsenabstand), 
h(S)= |¢| (Hohe). 





Pl& im 
Q1é m | 
R & ms ¢ 
(1) I. u(P)Su(Q)SH(P+Q), 0. — a0, +0. 


{=n Rey +éd=c+4, 





&, M2 — §2 &: Me — §2 In 
b=c,c+1,c—l,e+2sgnd (¢=1, 2,3, 4). 


HM, = #(Q). 


i. bi Sebo i. on St 
LTE] ae 4 | ™ 
| B,— Max |=" — "StS — Ms ty + Me 


"ml om 
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| «, = Min 


(3) (¢= 1,2, 8, 4). 
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f (@,), SB; kein a; 
(4) a f(F),+5%+0>0, a,=[8,), ya 
[ h> Pig) to 4% <0, a, = («;,], (¢ = 1, 2, 3, 4). 


Man wahle unter den Punkten 
(5) S,-a,P+6,Q+R 


denjenigen mit kleinster Héhe und nenne ihn S. Das niachste Naherungs- 
tripel ist dann P,+8,Q oder +S, P,Q, je nachdem u(S)> oder 


< “(P) ist*). 
II. Die Bedingungen (1) sind nicht erfilit. 
A. »(Q)=|n,|. 





1% — Ss __ o. Ms — C3 oa 
j Cs — % Ne [pases] +- é+s, 


b,=d,d+l,d—1,d+2sgne (i=1,2,3,4). 
Man bestimme die Punkte S;, soweit sie existieren, nach den Formeln 
(3), (4), (5) unter I. und wahle dann unter den Punkten P+ Q, 8S; den 
Punkt mit kleinster Hohe und nenne ihn S. Das niachste Naherungstripel 
ist dann: 
P,+8,Q oder P,+8S,R, wenn pu(P)<p4(8), 
+8,P,Q oder +8,P,R, wenn u(P)>pu(8). 
Das erste oder zweite Tripel in jeder Zeile ist zu nehmen, je nachdem 
S + oder = P+ Q ist. 
B. “(Q)=|&|- 
Es gelten die Formeln unter A mit vertauschten ¢ und 7. 
Der auf P folgende Naherungspunkt ist der erste bei dem Algorithmus 
auftretende Punkt, dessen Achsendistanz kleiner als die von P ist. 


Wir brauchen noch eine Ausgangstripel, mit dem wir den Algorithmus 
beginnen kénnen. Es sei jetzt speziell 


(6) 


&é=2-—az, n=y—pz, C=z, 
wo a, zwei reelle Zahlen bedeuten, zwischen denen keine Relation 
9,% + 9,8 +9, =0 mit ganzzahligen g, besteht. Wir setzen dann: 
a=[a],+d—a+d, B=[B],te—b+e 
und wahlen als Ausgangstripel: 
P= (a,b, 1), Q=(a+sgnd, b, 1), R=(a, b+ sgne, 1), wenn |4|>|e|, 
P= (a, b,1), Q@=(@,b+sgne, 1), R=(a-+ sgnd, 6,1), wenn |d| < |e}. 


*) Das Vorzeichen bei + S ist so zu bestimmen, daB ¢(+ S)>0 wird. 
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Wir fiihren noch zwei Beispiele an, in denen die Naherungspunkte 
und Hilfspunkte angegeben sind. Die ersten sind dadurch kenntlich, da8 
bei ihnen der Naherungskoeffizient k hinzugefiigt ist. 





Erstes Beispiel. «= ¥2—=1,2599; 6 =—j4—1,5874. 
9 


15 | 24| 34/149 | 58 | 73 | 165) 298 


zlijsjil2;/s|45 

y}/2/}1/2)]81]5 | 61] 11 | 19 | 80] 48| 62| 78 | 92 | 208| 281 
z}/1/1/1;218 | 4] 7 | 12 | 19] 27] 89] 46 | 58/181) 177 
k 10,41 0,41 0,48 | 0,41 0,82 0,40 


Zweites Beispiel. a= 1,3248 (Wurzel von z*—2z—1=0), 
B =a? = 1,7551. 




















a] il 2;11]8 4 5 | 9 | 12 | 16 
y| 2 2);1)4 5 7 |12)| 16 | 21 
z} 1 eh es 8 4|7 9 12 
k 10,33 0,46 0,61 | 0,36 


(Eingegangen am 6. 2. 1927.) 
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Newtonsche Polygone in der Theorie der algebraischen 
Kérper. 


Von 
Oystein Ore in Oslo. 


Einleitung. 


Bei den arithmetischen Untersuchungen iiber algebraische Zahlen und 
algebraische Kérper bildet die allgemeine Dedekindsche Theorie der Ideale 
das Fundament, worauf sich alle weiteren Resultate aufbauen. Der vorge- 
legte algebraische K6rper ist aber allgemein durch eine bestimmte irreduzible 
Gleichung definiert und es entsteht daher natiirlich das folgende Problem, 
das besonders fiir die Anwendung der Idealtheorie wichtig ist: Welche 
Verbindung besteht zwischen der allgemeinen Dedekindschen Idealtheorie 
im Kérper und den Eigenschaften einer beliebigen Gleichung, die den ent- 
sprechenden Kérper festlegt? 

Diese Frage habe ich in zwei Arbeiten: ,Uber den Zusammenhang 
zwischen den definierenden Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen 
Kérpern.“ Erste und zweite Mitteilung’) behandelt. Man erhielt daraus 
bei einer beliebigen irreduziblen Gleichung sofort die vollstandige Form 
der Primidealzerlegung einer beliebigen Primzahl im entsprechenden Kérper, 
weiter eine vollstandige und einfache Verzweigungstheorie sowie eine Reihe 
von anderen Resultaten. 

Die vorliegende Arbeit bildet eine direkte Fortsetzung der beiden 
erwahnten Arbeiten, indem sie auch die Verbindung zwischen der Gleichung 
und der Idealtheorie behandelt. Bekanntlich spielen in der Theorie der 
algebraischen Funktionen die Newton(-Puiseux)schen Polygone eine funda- 
mentale Rolle, und es handelt sich hier um die Ubertragung dieser Me- 
thode auf die Theorie der algebraischen Kérper. Dabei mu aber der 
Methode eine neue und allgemeinere Form gegeben werden; die Notwen- 


*) Math. Annalen 96 (1926), S. 313-352 und 97 (1927), 8. 569—598. Die beiden 
Arbeiten werden im folgenden kurz bzw. mit I und II bezeichnet. 
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digkeit dieser Umformung folgt u. a. daraus, daB bei den algebraischen 
Zahlen Primideale von allen Graden auftreten, wahrend bei den algebraischen 
Funktionen alle Primideale vom ersten Grade sind. Von dieser allge- 
meineren Theorie kann: man auch umgekehrt interessante Anwendungen 
auf algebraische Funktionen machen, worauf ich aber hier nicht eingehe. 

Durch Anwendung der Polygone kann man, analog wie man bei den 
algebraischen Funktionen die Reihenentwicklungen bestimmt, die vollstan- 
dige Primidealzerlegung einer beliebigen Primzahl bestimmen; diese Auf- 
gabe ist schon allgemein durch die beiden Hauptsitze (I, Kap. 2, Satz 3 
und II, Kap. 1, Satz 9) gelést, aber die Methode der Polygone wird bei 
einer vorgelegten Gleichung mit numerischen Koeffizienten viel rascher 
zum Ziele fiihren. Weiter erhalt man durch die Polygone auch eine Dar- 
stellung in der Normalform p =(p, y(#)) fiir jedes Primideal, woraus 
man sofort ein Fundamentalsystem fiir p und p aufstellen kann, und 
weiter auch numerisch alle GréBen der Verzweigungstheorie berechnen 
kann. Diese Probleme habe ich schon in einigen friiheren Arbeiten*) be- 
handelt, es war mir aber nicht gelungen, eine einfache Form der Theorie 
zu erhalten und auch nicht fiir alle Falle die Untersuchung durchzufiihren. 

In Kap. 1 wird die allgemeine Theorie der Polygone behandelt und 
zunachst ist in § 2 der Multiplikationssatz fiir Polygone bewiesen. Wie 
ich schon friiher bewiesen habe, enthalt dieser Satz einen allgemeinen 
Irreduzibilitaétssatz, worin z. B. die Satze von Schénemann, Eisenstein, 
K6énigsberger, Perron, Bauer und Dumas enthalten sind. Weiter kann 
man daraus unter Anwendung des ersten Hauptsatzes allgemeine Primi- 
tivitatskriterien fiir Gleichungen aufstellen, wovon Siatze von Schur, Bauer 
und Furtwingler Spezialfaille sind. Weiter werden verschiedene andere 
Eigenschaften der Polygone behandelt, um den allgemeineren Produktsatz 7 
zu beweisen. 

In Kap. 2 wird der Zusammenhang zwischen Ideal- und Polygon- 
eigenschaften studiert, und unter Anwendung eines wichtigen Hilfssatzes 
iiber das Polygon eines (mod p*) irreduziblen Polynoms folgt leicht der 
Beweis des allgemeinen Satzes 5 iiber Polygone. Fiir die sogenannten 
reguldren Gleichungen liefert dieser Satz die vollstandige Primidealzerlegung 
einer Primzahl; durch den Existenzbeweis fiir regulire Gleichungen erhalt 
man eine neue Normalform der Gleichungen des Kérpers, die eine Reihe 
von interessanten Eigenschaften besitzt. Zuletzt wird im allgemeinen 
Falle die Primidealzerlegung bestimmt. 

Es soll nur noch beiléufig bemerkt werden, worauf ich hier aber 

*) ©. Ore, ,Zur Theorie der algebraischen Kérper“, Acta math. 44 (1923), 8. 219 


bis 314. Weitere Untersuchungen zur Theorie der algebraischen Kérper“, Acta math. 
45 (1924), S. 145-160. 
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nicht eingehe, daS man unter Anwendung der Newtonschen Polygone die 
noch fehlende allgemeine Theorie der héheren Kongruenzen fiir Primzahl- 
potenzmoduln (mod p*) schaffen kann. 


Kapitel 1. 
Allgemeine Eigenschaften der Polynome. 


§ 1. 
Einfiihrung der Newtonschen Polygone. 


Zuerst soll hier die Zerlegung der Polynome in Faktoren (mod p*) 
studiert werden. Es sei 


f(z) =2*+a,2*°!+...+4, 
ein beliebiges Polynom, wobei die Diskriminante genau durch p? teilbar 
ist. Fiir die Zerlegung von f(x) in irreduzible Faktoren (mod p*) hat 
man dann nach I, Kap. 1, Satz 4 und Kap. 2, Satz 5 den fundamen- 
talen Satz: 

Satz 1. Besteht fiir f(x) die Zerlegung in irreduzible Faktoren 
(1) f(z) =f, (x)... f,(@) (mod p***), 
so besteht auch fiir alle a >65-+-1 eine entsprechende Zerlegung in irre- 
duzible Faktoren 
(2) f(z) = fi" (2) ... fr” (z) (mod p*), 
und diese Zerlegung ist (mod p*~*) eindeutig. 

Dieser Satz ist zunichst in I nur unter der Voraussetzung bewiesen, 
da8 f(z) rational irreduzibel ist; wie man aber zeigen kann, bleibt der 
Satz auch dann richtig, wenn f(z) reduzibel ist, wenn nur vorausgesetzt 
wird, da8 die Diskriminante von Null verschieden ist. Im folgenden 
wird der Satz aber nur in dem Falle benutzt, wo f(z) irreduzibel ist. 


Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt, daB wenn g(x) und h(x) 
zwei unzerlegbare Teiler von f(z) (mod p*) sind, so ist entweder 


g(x) = h(x) (mod p*-*) oder g(x) 3=h(z) (mod p**?). 


Wenn im folgenden von verschiedenen Teilern von f(x) (mod p*) die Rede 
ist, so wird dabei gemeint, daB der letzte Fall vorliegt. 
Es sei nun vorlaufig f(z) ein beliebiges Polynom und 


(3) f(x) = 9, (x)”... (x) (mod p) 
die Primfunktionzerlegung von f(x) (mod p), wobei allgemein m, der Grad 
einer Primfunktion g,;(x) (mod p) ist. Nach dem Schénemannschen Satz 
(I, Kap. 1, § 3) folgt aus (8), da8 fiir alle « eine Zerlegung 


Newtonsche Polygone und algebraische Kérper. 87 


(4) f(x) = ©, (ax)... (x) (mod p*) 
besteht, wobei 
®, (x) = —,(x)™ (mod p) (= 1,2,...,¢@) 


und daher der Grad eines Faktors ®,(x) gleich a;m, ist. Diese Faktoren 
sind natiirlich im allgemeinen nicht (mod p*) unzerlegbar und es wird im 
folgenden eine wichtige Aufgabe, die weitere Zerlegung der Faktoren ®, (2) 
zu bestimmen. Eben fiir diese Aufgabe sind die Newtonschen Polygone 
ein vorziigliches Hilfsmittel. 

Es sei p(x) eine beliebige unter den Primfunktionen y;(2) in (3), 
welche f(x) (mod p) teilt; der Grad von y(z) soll gleich m sein. Man 
kann dann das gegebene Polynom f(x) in der Form 


(5) (2) = 3 O,(2)p%9 (2) 


schreiben, wobei die Polynome Q;(z) vom Grade kleiner als m sind, und 
wo weiter der Exponent a, so gewahlt wird, daB Q;(z) nicht durch p 
teilbar ist, wenn Q;(2)+ 0. Die Zahl ¢ ist durch 


n 
t=[5] 
bestimmt. 
Eine Darstellung von f(z) in der Form (5) soll eine Entwicklung 
(p, p(x)) von f(x) heiBen. Wenn p(x) gegeben ist, so ist die Entwick- 
lung (p, p(x)) von f(x) eindeutig bestimmt und kann durch sukzessive 
Divisionen mit Potenzen von g(x) ermittelt werden. Da in f(x) der 
héchste Koeffizient gleich eins ist, so wird in (5) immer a,=0. Bei 
der Definition der Entwicklung (p, y(x)) war vorausgesetzt, daB g(x) 
(mod p) ein Teiler von f(z) sei. Wie man aber sieht, kann man auch 
die Entwicklung fiir eine beliebige-Primfunktion p(x) (mod p) bilden, doch 
wird im folgenden nur der Fall von Interesse, daB (2) das Polynom 
f(x) (mod p) wirklich teilt. Der Begriff der Entwicklung (p, p(x)) hat 
sich schon in I, Kap. 3, § 3 bei der Bestimmung der Kérperdifferente als 
niitzlich erwiesen. 


Aus der Entwicklung (5) von f(z) leitet man die Zahlpaare 
(6) (0,0), (1, «,),..-, (#, a) 


ab, und diese kénnen als Gitterpunkte in einem rechtwinkligen Koordi- 
natensystem abgebildet werden. Zu den Punkten (6) konstruiert man in 
bekannter Weise das entsprechende Newtonsche Polygon, das gegen die 
X-Achse konvex wird; das so entstandene Polygon heiBt das Polygon 
(p, p(x)) von f(x). 
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Das Polygon (p, y(x)) wird im Punkte (0,0) seinen Anfangspunkt 
und im Punkte (t,«,) seinen Endpunkt haben; alle Punkte (6), welche 
nicht auf dem Polygone liegen, miissen oberhalb des Polygons fallen. 
Man kann im folgenden immer voraussetzen, da8 das Polygon im End- 
lichen liegt; man kénnte sich namlich auch den Fall denken, daB die 
letzte Seite des Polygons ins Unendliche gehe, indem in (6) a, = co ware. 
Dieser Fall tritt dann ein, wenn g(x) nicht nur (mod p), sondern auch 
absolut ein Teiler von f(x) wire, indem dann in (5) das letzte Glied 
verschwinden wiirde und man daher «,= oo setzen miiBte. Im folgenden 
ist dieser Fall ohne Bedeutung und soll ausgeschlossen werden, indem es 
sich um die Zerlegung von f(x) in irreduzible Faktoren (mod p*) handelts 
und (2) kann daher als solcher ausgeschieden werden. Setzt man, wie 
spater in Kap. 2, f(x) irreduzibel voraus, tritt dieser Fall nie ein. 

Da ~(x)(mod p) ein Teiler von f(x) ist, wird sicher «,>1 und 
das Polygon (p,q(xz)} von f(z) kann daher nicht vollstandig mit der 
X-Achse zusammenfallen. Derjenige Teil des Polygons, der nicht mit der 
X-Achse zusammenfillt, soll das Hauptpolygon (p, y(x)) von f(x) heiBen. 
Wenn ¢(z)(mod p) kein Teiler von f(z) wire, so wiirde a,—0 sein, 
und das Polygon (p, y(x)) fiele dann mit der X-Achse zusammen. Fiir 
eine gegebene Primzahl p existieren also genau so viele Hauptpolygone 
(p, p(x)) wie es verschiedene Primfunktionenteiler p (xz) von f(x) (mod p) 
gibt, also mit der Bezeichnung in (3) genau s. 

Fiir das Hauptpolygon (p, y(x)) von f(z) sollen immer die folgenden 
Bezeichnungen angewandt werden: Die Seiten des Polygons sind 


cll 


1 
% und diese Seiten haben aut die X-Achse 
| bzw. Y-Achse die Projektionen 


SF Reet 
oe See 


Die Zahlen J; und A, sind ganz rational, 
und wenn ¢, der gré8te gemeinsame Faktor von /, und h, ist, kann man also 












é ..; . 


(7) l=e4,, hp=e,x, (¢ = 1,2, ...,&) 


setzen, wobei 4, zu x, relativ prim ist. Die Zahlen 4, und x, haben auch, 
wie man spiter bemerkt, eine einfache geometrische Bedeutung. Bildet 
die Seite S; mit der X-Achse den Winkel @;, 80 ist 


ae 
R= 7 — A? 
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die Zahi i soll die Neigung der Seite heiBen. Offenbar gelten dann die 
Ungleichungen 
x, _- My Xk 

(8) EAE: Se 

Wenn f(x) genau durch »(z)*(mod p) teilbar ist, so miissen in (5) 
die a letzten Exponenten «,> 0 sein, wahrend «,_,=—0 ist. Das Haupt- 
polygon von f(x) (p,y(x)) hat daher eine Projektion auf die X-Achse 
mit der Lange a, folglich ist 


(9) L+h+...+h a6. 


Es sei nun ®(2z) derjenige Teiler von f(x) (modp*) in (4), wofiir 
@P(x)=q(x)*(modp) ist; dann wird zuniichst das Polygon von 
D(x)(p, p(x)) ein Hauptpolygon, indem in der Entwickelung (p, y(z)) 
alle Glieder auBer dem ersten y(x)* durch p teilbar sind. Man sieht nun 
allgemein ein, da8 das Hauptpolygon von einem Polynome g(2z)(p, y(x)) 
ungeandert wird, wenn man g(x) mit einem Polynome k(x) multipliziert, 
das (mod) nicht durch g(x) teilbar ist. In (4) sind aber die iibrigen 
Faktoren ®,(x)(modp) nicht durch y(z) teilbar, und daher folgt leicht: 

Wenn man in (4) a> «a, wahlt, so ist das Polygon (p, p(x)) eines 
Faktors &(x) gleich dem Hauptpolygone von f(x)(p, p(zx)). 

Man zeigt auch leicht, daB das Hauptpolygon von f(2)(p, p(2)) 
ungeandert bleibt, wenn man zur Bestimmung des Polygons nicht die redu- 
zierte Darstellung (5) anwendet, sondern annimmt, daB bei den Poly- 
nomen Q;(x) auch Gradzahlen gréBer als m— 1 gestattet sind, wenn nur 
immer Q,(x)==0(modd p, y(zx)) ist. 


§ 2. 
Der Multiplikationssatz fiir Polygone. 


Es soll jetzt der folgende wichtige Satz iiber die Eigenschaften der 
Polygone (p, y(x)) bewiesen werden: 


Satz 2. Sind 


| 9(2) = ¥ Qi (z)p~ y(2)"~*, 
(10) = 


‘” = — 
| h(x) = 2% (2) Ps 9 (2) : 
zwet Polynome mit den Hauptpolygonen S’ und 8”, so hat das Produkt 


(11) f(z) =9(2)h(z) = 3 Q,(2)p"9(2)™ 
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ein Hauptpolygon S, das aus den Seiten der Hauptpolygone S’ und S” 
gebildet ist, und zwar so, daB man die Seiten nach steigender Neigung 
ordnet. 

Fiir den Beweis dieses Satzes kann man annehmen, da8 die Polygone 
von g(x) und h(x) beide Hauptpolygone sind. Denn wenn dies nicht der 
Fall ist, kann man nach § 1 

g(x) = II, (x) ®, (x) (mod p*), 

h(x) = II, (x) ,(x)(mod p*) 
schreiben, wobei J/,(x) und IJ,(x)(modp) nicht durch g(2) teilbar sind, 
wihrend die Polygone von ®,(z) und ®,(2) Hauptpolygone sind und 
beziehungsweise gleich S’ und 8”, wenn nur «> q+ @ gewahit wird. 
Daraus folgt aber 

f(x) = g(x) h(x) = [I1, (x) I, (x)}[®, (x) ®, (w)](mod p*), 

woraus man sieht, daB das Hauptpolygon von f(x) gleich dem Polygone 
vom Produkte ®, (x) D(x) ist. 

Man kann also auch speziell voraussetzen, daB die Grade von g(z) 
und h(x) Multipla von m sind, also Qj(x)—= Qo (x) =1, und daher in 
(11) Q(z) =1 und t=?#’+ 2”. Maultipliziert man nun die Polynome (10) 
miteinander, so kommt 


f(2)—9(2)h(2) = 3 Oi (=) Qi (x) pve" o(2). 
Die Glieder 
G=Qi(z)p p(x)", H= Qj (x) py" p(x) 
- werden durch die beiden Punkte 
4 G=(i,a/), H=(j, a," 













| 
“1 ae,  Sbgebildet, wihrend das Produktglied 
OF CH= Qi (2) 9," (x) pv" (2) 
t i durch den Punkt 
9 t iF 


GH=(i+j,a/ +«,") 
abgebildet wird. Diesen Punkt GH kann man sich so entstanden denken, 
daB man die beiden VektorenOG und OH bildet, der Vektor OG + OH 
wird dann in GH seinen Endpunkt haben, also ist 
0G+0H=O(GH). 

Sowohl fiir das Polygon S’ als das Polygon 8” liegen die Abbildungs- 
punkte G und H fiir alle Glieder in (10) auf oder oberhalb des ent- 
sprechenden Newtonschen Polygons, nie anterhalb des Polygons. Man kon- 
struiert nun aus den Seiten von S’ und 8” ein neues Polygon S,, indem 


Newtonsche Polygone und algebraische K6rper. 91 


man diese Seiten nach steigender Neigung ordnet. Aus der erwahnten 
Vektorendarstellung folgt dann sofort, daB ein Punkt GH immer ober- 
halb S, liegen mu8, sobald nur entweder G oder H oberhalb des ent- 
sprechenden Polygons S’ oder 8” liegen; weiter ist einleuchtend, daB ein 
Punkt GH nie unterhalb S, liegen kann. 

Um daher zu beweisen, daB S, das Polygon von f(x) (p, y(x)) ist, 
braucht man nur zu zeigen, daB es fiir jeden Eckpunkt genau ein ent- 
sprechendes Produktglied G H gibt, das durch diesen Punkt abgebildet wird. 

Dies ist aber leicht nachweisbar. Denn wenn P ein Eckpunkt von S, 
ist, so besteht das Polygon S, von O bis zu P von gewissen Seiten 


Si, Bi, «5 8%, 
Sy, S82, se Sy, 


welche zu den Polygonen S’ und S” gehéren, und nach dem Bildungs- 
gesetz von S, sind diese Seiten die r’ bzw. r” ersten Seiten von S’ 
und 8”. Bezeichnet man nun auf dem Polygone S’ den Endpunkt der 
Seite S; mit G und ebenso auf 8” den Endpunkt von Sy mit H, so wird 
der Punkt GH in P fallen. Denn die beiden Vektoren OG und OH 
kénnen durch die Vektorpolygone 

Si + & +...+5,, 

BY + So +...+ 87 
etsetzt werden und die Summe der beiden wird natiirlich in P ihren End- 
punkt haben. Sogleich bemerkt man auch ohne Schwierigkeit, daB dies 
die einzige Weise ist, wodurch ein Produkt G H durch den Punkt P ab- 
gebildet werden kann. Der Satz 2 ist daher bewiesen. 

Vom Satz 2 wird sehr oft ein Spezialfall angewandt: Wenn namlich ein 
Polynom f(z) ein geradliniges Polygon besitzt, so folgt, daB die Faktoren 
von f(z) auch alle geradlinige Polygone mit derselben Neigung haben miissen. 

Aus dem Satze 1 habe ich in einer friiheren Arbeit*) einen allgemeinen 
Irreduzibilitdtssatz abgeleitet, worin die Saétze von Schénemann, Eisenstein, 
Kénigsberger, Perron und Bauer, sowie die Untersuchungen von Dumas 
als Spezialfaille enthalten sind. é 

Weiter kann man aus diesem Satze unter Anwendung des ersten 
Hauptsatzes (I, Kap. 2, Satz 3) eine Reihe von Primitivitatskriterien fiir 
algebraische Gleichungen ableiten*); Sitze von Schur, Bauer und Furtwangler 
sind darin enthalten. 


*) ©. Ore, ,Zur Theorie der Irreduzibilitétskriterien“*, Math. Zeitschr. 18 (1928), 
8. 278—288. In dieser Arbeit findet man auch die zugehdrigen Literaturangaben. 

*) ©. Ore, ,,Kriterien fiir Gleichungen mit primitiven Gruppen.“ Akademie der 
Wissenschaften, Oslo, Mat.-nat. Klasse, Nr. 18 (1924). Hier findet man auch die 
Literaturangaben. 
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§ 3. 
Die Faktoren der Seiten. 


Es sei wieder angenommen, daB das Polygon (p,g(z)) von dem 
Polynome f(z) ein Hauptpolygon ist, und die Entwicklung (p, y(x)) von 
f(z) sei durch (5) gegeben. Man soll nun speziell die Eigenschaften der- 
jenigen Glieder in dieser Entwicklung untersuchen, welche durch Punkte 
auf dem Polygone S von f(x) abgebildet werden. Im folgenden wird der 
Kiirze wegen oft gesagt, ein Glied in der Entwicklung (5) liegt auf S, 
dabei wird gemeint, daB der entsprechende abbildende Punkt in (6) auf 
S liegt. 

Wie man leicht sieht, hat die Summe der Glieder in (5), welche 
auf der ersten Seite S, des Polygons liegen, die Form 


p(x)’ + Qu, (x) py (x)* +.Qea, (x) p? p(x) ** 
+...+Qr(xz)p»o(z)*™, 
und diese Summe kann man in der etwas kiirzeren Form 
p(x)" ly (x)" + R,, (x) p™ p(x)" + R, ,(2) p® p(x)" 
+...+ Ri, (x) p™] 


schreiben; man beachte dabei die Bezeichnungen (7). Ebenso wird die 
Summe der Glieder auf der zweiten Seite 


p(x)" "ph [Ry (2) p(x)" + Ry, (x) p™(x)*-™ 
+ Ry, 4(2)p**p(2)"** +... + Rs, .,(2) p™] 
und im allgemeinen fiir die i-te Seite 
(12) ‘eaeke TH ph tt BTR, g(x) p(x)" + By, , (2) p™ p(x) 
| + By, 5 (2) p* p(x)" +... + Rea (2)P™]. 


Zwei aufeinanderfolgende Seiten werden immer ein gemeinsames Glied 
enthalten, namlich dasjenige, das durch den gemeinsamen Eckpunkt ab- 
gebildet wird. Daraus folgt sofort, daB immer 


R; 9 (2) = Ry-1,4-, (2) = 0 (modd P, y (z)) 


Man kann also auch fiir jede Seite ein solches Polynom A,(x) be- 
stimmen, da8 
(13) R, (x) A;(z) = 1(modd p, p(z)), 
und fiir jedes Polynom R, ;(x) in (12) -wird 
(14) S; (2) = A,(z) RB, ;(x) (j= 1, 2,..., 4) 


ist. 
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gesetzt. Das Polynom 
(15) f(x) = (2)" +S, (2) p™ p(a)"™ + 8, 4 (2) p(x) 
tee t Sj, (a) p™, 


das man so abgeleitet hat, spielt im folgenden eine wichtige Rolle und 
heiBt der Faktor der i-ten Seite. 


Wie man sieht, hat /,(2) ein geradliniges Polygon S;, welches die- 
selbe Linge und Neigung wie die ¢-te Seite des Polygons § hat. 

Aus f,(2) leitet man weiter eine wichtige HilfsgréBe ab, namlich 
das Polynom 
(16) F,(z,y)=y" + 8, (x) yt* +... + S,0(2); 
das das zugeordnete Polynom der i-ten Seite heiBt. 


Zwischen dem zugeordneten Polynome F,(z, y) und dem Faktor /, (2) 
der Seite besteht die Relation 





(17) p™ F(x, O,(x)) = f,(2), 
wobei 
i 
(18) 8,(2) = 2) 
P 


gesetzt worden ist; die Richtigkeit von (17) folgt sofort aus (15) und (16), 
indem man die Bezeichnungen (7) beachtet. 

Die Wichtigkeit dieser Hilfsbezeichnungen folgt leicht aus den weiteren 
Untersuchungen. Wenn zwei Polynome f(z) und w(x) dasselbe Polygon S 
(p,~(x)) haben, so kann es vorkommen, daB alle Glieder in f(a) und 
w(x), welche auf S liegen, gleich sind, d.h. wenn man die Differenz 
f(x) — w(x) bildet, so gibt es darin nur Glieder, welche oberhalb S liegen. 
Im folgenden wird dies kurz mit 


(19) f(x) = w(x) (mod 8) 
bezeichnet. 


Man kann nun genau die Bedingung dafiir angeben, daB eine Kon- 
gruenz (19) besteht. Wenn namlich 


y(2) = 2 Q(z) p% (2) 


die Entwicklung (p, y(x)) ist, so besteht die Kongruenz (19) dann und 
nur dann, wenn 

Qi (x) = Qi? (x) (mod p) 
fiir alle ¢ ist, wofiir der entsprechende Punkt auf dem Polygone § liegt. 
Wenn man fiir die Entwicklung (p, @(2)) von f(x) und w(x) die etwas 
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allgemeinere Form annimmt, wo die Grade der Koeffizientenpolynome 
Q;(z) auch gréBer als m — 1 sein diirfen, so lautet die Bedingung 


Qi (x) = Qi? (x) (modd p, ¢ (2) 


fiir alle i, wofiir der entsprechende Punkt auf S liegt. Aus der Defini- 
tion der zugeordneten Polynome folgt dann sofort: 


Satz 3. Hs seien f(x) und w(x) zwei Polynome mit demselben 
Polygone S(p, p(x)) und weiter seien 


F.(z,y), F(z, y) (¢=1,2,..., k) 


die entsprechenden zugeordneten Polynome der Seiten. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Kongruenz 
f(z) = p(x) (mod 8) 
besteht, ist 
F(x, y) = Fi? (x, y)(modd p, p(x)) (¢ =1,2,...,k). 


Fiir den Spezialfall, daB das Polygon S eine Gerade L ist, existiert 
nur ein einziger zugeordneter Faktor f,(x), wofiir also 


(20) f(x) = f,(«) (mod L) 


ist; weiter gibt es nur ein einziges zugeordnetes Polynom F(z, y). 

Wenn ein solches f(x) das Produkt von zwei Faktoren g(x) und h (2) 
ist, so miissen diese auch geradlinige Polygone mit derselben Neigung 
wie L haben. Da weiter in f(z) Glieder auf Z nur dadurch entstehen 
kénnen, daB die entsprechenden Glieder in h(x) und g(z) auch auf den 
Polygonen liegen, so wird offenbar 


(21) f(x) = 9,(x)h, (x) (mod L), 


wobei g,(2) und h, (x) die entsprechenden Faktoren der Seite von g(x) 
und h(a) sind. Aus der Definition der zugeordneten Polynome folgt dann 
nach (21) 


F(z, y) = G(x, y) H(z, y) (modd p, p(z)), 


wobei G(x, y) und H(z,y) die zugeordneten Polynome von g(z) und 
h(a) sind. 

Satz 4. Bildet man das Produkt mehrerer Polynome, welche alle 
geradlinige Polygone (p,y(x)) mit derselben Neigung besitzen, so hat 
auch das Produkt ein geradliniges Polygon mit derselben Neigung, und 
das zugeordnete Polynom des Produkts ist (modd p, p(x)) kongruent dem 
Produkte der zugeordneten Polynome der Faktoren. 

Man kann auch im allgemeinen einen wichtigen Zusammenhang 
zwischen einem beliebigen f(z) und den f,(z) der Seiten angeben, wo- 





(24 
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durch auch die Bezeichnung ,,Faktoren der Seiten“ fiir die f,(2) gerecht- 
fertigt wird. Bildet man namlich das Produkt 


v(2)=IIh(2), 


so hat y(a#) nach Satz 2 dasselbe Polygon S wie f(x); man kann aber 
auch den weiteren Satz beweisen: 


Satz 5. Es besteht die Kongruenz 
(22) f(2) = I f(#) (mod 8). 


Die Richtigkeit dieser Kongruenz beweist man am einfachsten durch 
Induktion; fiir k = 1 ist der Satz nach (20) selbstklar. Man kann daher 
voraussetzen, daB der Satz fiir alle Polynome bewiesen ist, wofiir das 
entsprechende Polygon k — 1 Seiten hat, und es soll bewiesen werden, da8 
er auch fiir alle Polynome mit & Polygonseiten richtig bleibt. Das Produkt 


7 (2)" Th (2) 


hat daher, wie man voraussetzen darf, fiir die k — 1 ersten Seiten von S 
dieselben darauf liegenden Glieder wie f(z). Bildet man daher das Produkt 


k-1 

(28) f(2) If (2) 
so ergibt also bei der Multiplikation 

k-1 : 

o(x)" IT f(2) 


diejenigen Glieder in f(z), welche auf den &k—1 ersten Seiten liegen. 
Diejenigen Glieder des Produkts (23), welche auf der k-ten Seite von S 
liegen, kann man aber, wie es leicht aus der friiher angewandten Vek- 
torendarstellung bervorgeht, nur dann erhalten, wenn man die Glieder in 
f,(z) mit dem letzten Gliede 


prt --. + hee: Ry-1,e4-, (a) = pht...+ Me-s Ry g(a) 
in Tf(2) multipliziert. Fiir diese Glieder auf S, erhalt man daher den 
Ansireck 
(24) pht-* MR, o(x) (p(x) + 8, (2) p™ (2) +... + Sheu (@) DP"), 
und da allgemein nach (13) und (14) 
Ry, o (x) S,, ;(x) = R,, o(z) A, (2) R, ; (x) = R, ;(x) (modd p, o (z)) 


ist, so stimmt (24) mit (12) fiir i=<& tiberein, Der Satz 5 ist folg- 
lich bewiesen. 
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Aus dem Beweise folgt leicht in derselben Weise durch. Induktion, 
daB bei jeder Zerlegung von der Form (22) eine gewisse Eindeutigkeit 
bestehen mu8, und man erhalt dadurch den Satz: 


Satz 6. Zerlegt man das Polynom f(x) in Faktoren (mod 8) 
f(x) = ITvi(2) (mod 8), 


wobei das Polygon (p, p(x)) eines Faktors w;(x) geradlinig ist, und die- 
selbe Neigung und Lange wie die Seite S; von S hat, so ist diese Zer- 
legung fiir jede Seite eindeutig, d.h. es ist 


v;(2) = f,(z) (mod 8;), 
und wenn das zugeordnete Polynom von y,(x) durch ¥,(x, y) bezeichnet 
wird, so ist 
F,(x, y) = 'P;,(x, y) (modd p, p(z)). 

Unter Anwendung der gegebenen Satze kann man den Multiplikations- 
satz, Satz 2, wesentlich erginzen. Es sei namlich wie in § 2 
(25) f(z) =g(z)h(zx), 
wobei f(z),g(z) und A(z) durch (10) und (11) gegeben sind. Nach 
Satz 2 ist also das Polygon S von f(x) aus den Polygonen 8’ und 8” 
von g(x) und A(x) so entstanden, daB man die Seiten nach steigender 
Neigung ordnet; man kann dabei voraussetzen, daB es sich iiberall um 


Hauptpolygone handelt. Nach Satz 5 bestehen fiir g(x) uud h(x) Kon- 
gruenzen von der Form 


| 9(=) = oz) (moa 8"), 

(26) - 

| a(x) = J h(z) (moa 8"), 
i=1 


wobei g,(z) und h,;(xz) die Faktoren der Seiten sind; weiter seien G;(x, y) 
und H;(xz,y) die entsprechenden zugeordneten Polynome. Da nach (26) 
die rechtsstehenden Produkte dieselben Glieder auf den Polygonen wie g(x) 
und h(a) besitzen, so folgt leicht aus dem Beweise des Satzes 2, daB 
auch die Kongruen’ 


k’ Ke” 
f(2) = I] 9(2) IT h,(2) (mod 8) 
besteht. > 
Nach Satz 4 und Satz 6 folgt daraus weiter, daB wenn G,,(z, y) 
und H(z, y) zwei zugeordnete Polynome in g(z) und A(x) sind, welche 
zu Seiten Sj, und Sy mit derselben Neigung gehéren, so ist 


F(z, y) = G, (2, y) H,,(x, y)(modd p, p(z)), 
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wenn F,(z, y) zu der Seite S; in S gehdrt, welche auch dieselbe Neigung 
besitzt. Wenn es aber z. B. in g(x) keine Seite mit dieser Neigung 
gibt, so ist 

F,(z, y) = H,,(, y) (modd p, p(z)). 
Man ersieht daraus die Richtigkeit des wichtigen Satzes: 


Satz 7. Wenn man das Produkt f(x) von mehreren Polynomen 
bildet, so entsteht das Polygon S(p,p(x)) des Produkts aus den Seiten 
der Polygone der Faktoren, indem man diese Seiten nach steigender Nei- 
gung ordnet; weiter ist fiir eine beliebige Seite von S das zugeordnete 
Polynom von f(x) kongruent (modd p, p(x)) dem Produkte aller zugeord- 
neten Polynome der Faktoren, welche Seiten mit derselben Neigung ent- 
sprechen. 


Kapitel 2. 
Zusammenhang zwischen Polygonen und 
Idealeigenschaften. 


§ 1. 
Einleitende Untersuchungen. 


Es soll nun allgemein der Zusammenhang zwischen den Newtonschen 
Polygonen einer beliebigen Primzahl p fiir ein gegebenes Polynom f(z) 
und den Idealeigenschaften dieser Primzahl im entsprechenden Kérper 
studiert werden. f(z) soll daher im folgenden immer ein irreduzibles 
Polynom bezeichnen, und der entsprechende Kérper K wird durch eine 
Wurzel # der Gleichung 

f(z) =2*+a,2*-!+...+4,=0 
definiert. 

Zunachst sei wie friiher 


(1) f(x) = p(x)... p,(x)™ (mod p) 


die Primfunktionzerlegung von f(2)(mod p); aus dieser Zerlegung folgt 
bekanntlich, daB auch fiir alle «>1 eine Zerlegung 


(2) f(z) = ©, (x)... B(x) (mod p*) 
besteht, wie schon in Kap. 1 § 1 angegeben. 


Aus dem ersten Hauptsatze I, Kap. 2 §3 folgt aus (2) schon, daB 
fiir die Primzahl p in K eine Idealzerlegung 


(3) p=U,...4,, M(A;)=—po™ 


besteht, wobei alle Ideale YM; zueinander relativ prim sind; das Produkt 
a,m, ist der Grad des entsprechenden Faktors ®,(~) in (2). 
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Man mu8 daher, um die Primidealzerlegung von p zu bestimmen, die 
weitere Zerlegung der Ideale & in (3) studieren. 
Es sei 


(4) ®(x) = y(x)* (mod p) 

der entsprechende Faktor von YW in (2). Weiter sei p ein beliebiges Prim- 
ideal, das in & aufgeht; man kann dann sofort verschiedene EKigenschaften 
eines solchen Primideals bestimmen. 

Nach dem Hauptsatze kann man namlich erreichen, daB die Zahl &(#) 
durch eine beliebig hohe Potenz von p teilbar wird, und aus (4) folgt 
dann, da8 auch die Zahl y(#) durch p teilbar sein muB. 

Weiter folgt auch, daB wenn f der Grad von p ist, so muB f durch m 
teilbar sein, wenn m der Grad der Primfunktion p(z) ist. Denn eine 


Zahl F(#), wobei F(z) ein Polynom ist, kann offenbar nicht durch p 
teilbar sein, auBer wenn 


F(x) = 0 (modd p, y(z2)). 
Andererseits ist aber sicher nach dem verallgemeinerten Fermatschen Satz 


9?’ — # =0(mod p), 
und das Polynom 
2? 

muB daher (mod p) durch g(x) teilbar sein. Dies ist bekanntlich nur 
dann méglich, wenn m ein Teiler von f ist. 

Zuletzt soll noch eine Eigenschaft des Primideals p abgeleitet werden, 
woraus die Bedeutung der Polygone klar hervortritt. 

Aus dem Faktor (2) bildet man die zugehérige Entwicklung (p, ¢ (2)) 


(5) ®(z) = SQ,(x) p“ p(x)" 
é=1 


und konstruiert das zugehérige Polygon S von ®(xz). Das Polygon 8 
wird ein Hauptpolygon sein und ist nach Kap. 1 mit dem Hauptpolygone 
von f(x) (p, y(z)) identisch. Aus dem friiher Bewiesenen folgt auch noch, 
daB die beiden Polygone auch dieselben zugehérigen Faktoren und Poly- 
nome der Seiten haben werden. Fiir das Polygon S werden die friiher 
gebrauchten Bezeichnungen angewandt. 

Weiter sei das Ideal 2% und also auch die Primzahl p genau durch p* 
teilbar, wahrend die Zahl y(#) genau durch p*‘ teilbar sein soll. Es soll 
nun gezeigt werden, wie die Exponenten e und ¢ von der Form des Poly- 
gons S abhangen. 

Wird in der Entwicklung (5) z= @ gesetzt, so wird ein Glied 


Q,(8) pp (8) 
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genau durch die Potenz 
p aje+(a—t)t 


teilbar. Zu jedem Gliede gibt es daher einen zugehérigen Exponenten 
(6) a@e+(a—i)t (¢=0,1,...,@), 
der durch die Lage des entsprechenden Punktes (¢,«@,) vollstandig be- 
stimmt ist. 

Die Zahl ®(#) kann aber nach dem Hauptsatze durch eine beliebig 
hohe Potenz von p teilbar werden, wenn man nur in (2) den Expo- 
nenten « passend gro8 wiahlt. Im folgenden wird jedenfalls vorausgesetzt, 
daB « fest und gréBer als die Endordinate a, vom Polygone S ge- 
wahlt wird. 

Unter den Exponenten (6) wird es gewiB einige geben, welche einen 
absolut kleinsten Wert haben. Da aber ®(#), wie bemerkt, bei einer 
passenden Wahl von @ durch eine beliebig hohe Potenz von p teilbar 
wird, so mu8 es unter den Zahlen (6) mindestens zwei oder mehrere 
geben, welche diesen Minimalwert haben. Die entsprechenden Punkte 
miissen alle auf einer Geraden liegen, denn aus 


a,e-+(a—i)t=ae+(a—j)t 
folgt 


ay — wy t 
(7) i-j _ a 





Weiter mu8 aber diese Gerade mit einer Seite des Polygons zusammen- 
fallen. Denn zunichst liegen auf dieser Geraden immer Punkte (¢, «,), 
und weiter kann es unterhalb dieser Geraden keine abbildenden Punkte 
geben, indem dann fiir die entsprechenden Glieder der Exponent (6) noch 
kleiner wurde. 

Nimmt man an, daB die Gerade etwa mit der v-ten Seite zusammen- 
fallt, so wird gesagt, das Primideal p gehdre zur v-ten Seite S,. Da die 


*y 


Neigungszahl von S, nach Kap. 1, §1 gleich : ist, so wird nach (7) 


oder da x, zu A, relativ prim ist, erhilt man 
e=oi,, t=o0x,, 
wobei g ganz rational ist. Man kann diese vorliufigen Resultate folgen- 
dermaBen zusammenfassen: 
Satz 1. Hat f(x)(modp) die Primfunktionzerlegung (1), so hat 
die Primzahl p in K die Idealzerlegung 


(8) p=%U,...u N(U,) = pe™, 


3? 
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wobei die IdealeU; zweinander relativ prim sind. Wenn p ein beliebiges 
Primideal vom Grade f und Ordnung e ist, das in einem Ideale U auf- 
geht, so geht » gleichzeitig in der entsprechenden Zahl p(#) auf, etwa in 
einer Potenz p*, und die Gradzahl f von » ist durch den Grad m von y (2x) 
teilbar. Konstruiert man weiter das Polygon (p, y(x)) von f(x), 90 muB 
p zu einer bestimmien Seite S, dieses Polygons gehéren, indem also Re- 
lationen von der Form 

(9) e=@4,, t= x, 

bestehen, wobei @ eine ganze rationale Zahl ist. 

Spater wird auch gezeigt, daB umgekehrt zu jeder Seite S, des Poly- 
gons entsprechende Primideale existieren. 

Man sieht leicht ein, daB wenn ein Primideal p zur »-ten Seite ge- 
hért, so sind alle Glieder in der Entwicklung (p, y(zx)) von f(x), welche 
auf der »-ten Seite liegen, fiir 2 = # durch dieselbe Potenz von p teilbar. 
Die Summe dieser Glieder ist namlich in (12), Kap. 1 angegeben, und 
hier ist ein Glied 

R,, (9) p”** p()""* 
durch eine Potenz von p mit dem Exponenten 
ju,e+(l,—ja,)t=tl, = eh, 
teilbar; die letzten Reduktionen folgen aus (9) und (7), Kap.1. In der 
Summe 


A, (9) = B,,o(9)9(9)* + R, (9) p™ (9)*~* +... + Bye, (9) D™ 
sind also alle Glieder sicher durch p*4 = p* teilbar. Da aber die Summe 
der Glieder auf der »-ten Seite aus denjenigen Gliedern von f(z) besteht, 
welche fiir 2 = # durch die kleinste Potenz von p teilbar sind, so wird 
die Summe selbst durch eine héhere Potenz von p teilbar sein miissen, 
indem sonst @(#) (oder f(#)) auch nur durch diese minimale Potenz 
teilbar sein wiirde. Es folgt daraus, da fiir A,(#) die Kongruenz 

A, (#) == 0 (mod po +t) 
bestehen mu8. Aus der Weise, worin man in § 3, Kap. 1 den Faktor f, (x) 


der y-ten Seite aus A(z) ableitete, folgt sofort, daB auch fiir f,(#) die 
Kongruenz 


besteht. 
Satz 2. Wenn p ein Primideal der »-ten Seite und 
f,(2) = @ (2) + 8, ,(2)p**p(a)*"* +... + 8,0, (2)P™ 


der enteprechende Faktor dieser Seite ist, so ist die Zahl f,() mindestens 
durch per, + t os pty+1 teilbar. 


f,(%) = 0 (mod p** +?) 
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§ 2. 
Eigenschaften der unzerlegbaren Polyaome (mod p“). 


Um nun den allgemeinen Satz iiber den Zusammenhang zwischen 
Polygonen und Idealeigenschaften zu beweisen, miissen einige allgemeine 
Eigenschaften von solchen Polynomen abgeleitet werden, welche (mod p*) 
fiir ein geniigend groBes q@ irreduzibel sind. Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, daB ein Polynom F(x) (mod p*)a> 6 irre- 
duzibel ausfallt, ist, nach I, Kap. 1, daB F(x) schon (mod p*t') irredu- 
zibel ist, wobei die Diskriminante von F(z) genau durch p? teilbar ist. 

Wenn F(x) vom Grade q ist, so definiert die. Gleichung 


F(d’)=0 
einen Kérper k(#’) g-ten Grades; in k ist p die Potenz eines Primideals 
(10) p=p*, N(p)=p', ef=q, 


und umgekehrt folgt auch aus dem ersten Hauptsatze, daB in jedem 
Kérper, wo p eine Potenz eines Primideals ist, wird die entsprechende 
definierende Gleichung (mod p*) irreduzibel. 

Es sollen nun verschiedene Eigenschaften solcher (mod p*) unzerleg- 
baren Polynome abgeleitet werden. Zunichst folgt aus I, Kap. 1, § 3, 
daB F(xz)(mod p) kongruent einer Potenz einer Primfunktion (mod p) 
(11) F(x) = p(x)" (mod p) 
sein muB. Nach Satz 1 ist der Grad m der Primfunktion g(z) ein Teiler 
von f, und weiter geht p in der Zahl »(#’) in einer Potenz p* auf. 
Wenn in (11) speziell a = 1 ist, wird die Irreduzibilitét von F(z) (mod p*) 
sel bstklar. 

Man konstruiert nun das Polygon S(p,q(a)) von F(x). Aus (11) 
folgt sofort, dab dies Polygon ein Hauptpolygon ist; es soll aber bewiesen 
werden, da8 § geradlinig ist, d. h. aus einer einzigen Seite besteht. 

Aus Satz 1 folgt jedenfalls, daS das Primideal p in (10) zu einer 
bestimmten Seite S, von S gehért, und es bestehen also die Relationen (9). 


Fiir den entsprechenden Faktor f,(x) dieser Seite besteht nach Satz 2 
die Kongruenz 


(12) £,(0’) = 9(8")* +8, (0) p™ 9(8")" +... + 8,,0,(8')p™ 

== 0 (mod ports), 
oder wenn man durch p* dividiert, erhilt man die neue Kongruenz 
(18) F(0’, 0,(8')) = O” + 8, ,(8’) Or ~* +... + S,.2,(0’) = 0 (mod p), 


wobei also nach Kap.1,§3 F(z, y) das zugeordnete Polynom der »-ten 
Seite ist, und wo weiter wie in (18), Kap. 1 
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, 4, 
8, = 6,(9') = 20" 
P r 
gesetzt worden ist. Die Zahl 0, ist offenbar ganz und nicht durch p 
teilbar, denn nach (9) enthalt der Zahler genau dieselbe Potenz von p wie 
der Nenner. Der Kiirze wegen wird in (13) 


(14) @ = F(d', 0(8’)) 

gesetzt, und man bildet die Gleichung 

(15) + ¢,O9'+...+¢=0, 

welcher die ganze Zahl ® geniigt®). Da nach (13) ® durch p teilbar ist, 

folgt leicht, daB in (15) alle Koeffizienten e, durch p teilbar sind ‘). 
Wird in (15) der Wert (14) von ® eingesetzt, und multipliziert man 

mit p*”’, so folgt, indem man die Identitat 


0’) = p» F(0’, 0, (8’)) 


anwendet, 


(16) f,(8’)* +6, p'£,(8')* +...+¢,p% =0, 
und diese Gleichung (16) ist mit einer Identitat 
(17), (z)* +e p™ h(x) * +... + ep = F(x) G(x) 
gleichbedeutend, wobei G(2z) ein Polynom ist. 
Das Polygon (p, ¢(x)) der linken Seite in (17) ist leicht bestimmbar. 


Das Polygon von f,(2z)* ist offenbar eine Gerade L mit derselben Neigung 
wie S,. Die Glieder eines Ausdrucks 


p** f,(x)*~ 


liegen alle auf derselben Geraden LZ, wie man leicht einsieht. Da aber 
diese in (17) mit der durch p teilbaren Zahl e; multipliziert werden 
sollen, ergeben sich daraus nur Glieder, welche oberhalb L liegen. Die 
linke Seite von (17) hat also ein geradliniges Polygon, und nach dem 
Multiplikationssatz fiir Polygone folgt daraus aus der Identitaét (17), daB 
auch F(x) ein geradliniges Polygon hat, w. z. b. w. 





5) Man kann hierbei voraussetzen, daB ® eine primitive Zahl des Kérpers ist; 
denn wenn dies nicht der Fall ist, bildet man nur die Gleichung der Zahl @’ = + rpd’, 
wo bekanntlich die ganze rationale Zahl r so gewahit werden kann, daB #’ primitiv 
ist. Im folgenden kommen ahnliche Fille Sfters vor, und man kann dann immer 
analog eine primitive Zahl erhalten. 

®) Man vergleiche den allgemeinen Satz 18 in meiner Arbeit: , Zur Theorie der 
algebraischen Kérper“, Acta math. 44 (1923), 8S. 219—314. 
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Fiir ein (mod y*) irreduzibles Polynom F(z) gibt es also nur einen 
einzigen Faktor der Seite 
f, (2) = (x)! + p*8, (x) p(x) + ...+ p’S,(z), 
wobei die Relationen 
Texel, Ah—=ex, (A,x)=1, Ilm=q 
bestehen miissen. Das zugeordnete Polynom der Seite heiBt 
(18) F(z, y)=y°+S8,(z)y**+...+8,(2), 
wobei wie friiher die Identitat 
g(x)" 
p*P(z,0(2))=f,(2), O(2)= 2 
besteht. Aus einer friiheren Bemerkung folgt, daB die Zahl 0 = 0(#’) 
ganz und nicht durch p teilbar ist. 


Es sollen nun die Eigenschaften des Primideals » genauer studiert 
werden. Nach Satz 1 bestehen die Relationen 





e=oi, t=ox, 


wenn die Zahl y(#’) genau durch p‘ teilbar ist. Durch Betrachtung der 
Zahlen des Ringes R(#’) ist in §1 bewiesen, daB der Grad f von p 
durch m teilbar ist. Wenn man nun alle Zahlen von der Form 


(19) A(8', 0) = 4,(8’) O* + 4,(0') O°" +... + a (0") 


betrachtet, wobei die A,(#’) Polynome in #’ sind, kann man einen 
schirferen Satz iiber f beweisen. 

Speziell ist von Interesse, wann eine Zahl (19) durch p teilbar ist. 
Dies ist natiirlich immer der Fall, wenn in (19) alle Zahlen A,(#’) durch 
p teilbar sind, d.h. wenn die identische Kongruenz 


(20) A(z, y) = 0 (modd p, p(z)) 


besteht. Aus der Kongruenz (13) folgt aber, daB es auch solche durch p 
teilbare Zahlen (19) gibt, wofiir die Kongruenz (20) nicht erfiilit ist. Es 
gibt daher sicher ein Polynom kleinsten Grades in y 


B(x, y)=y™ + Bi(z)y™-*+...+ Ba,(z), 


das die Eigenschaft hat, daB die entsprechende Zahl B(#’,@) durch p 
teilbar ist, wahrend B(x, y)==0(moddp,p(z)). B(xz,y) wird dann 
offenbar eine Primfunktion (moddp,g(x)), und wenn eine Zahl (19) 
durch p teilbar ist, mu8 notwendigerweise A(x, y) (moddp,g(x)) durch 
B(a,y) teilbar sein. 
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Man beweist weiter analog wie in § 1, daB der Grad f von p durch 
m,m teilbar ist; denn nach dem Fermatschen Satz ist 


6?’ 9 —0?""_ @=0(modp), 


wobei im letzten Gliede f= m/f, gesetzt ist. Wie eben bemerkt folgt 
daraus, da8 das Polynom 


sh 
(21) y?'” — y (modd p, (2)) 
durch B(xz,y) teilbar ist. Das Polynom (21) ist aber bekanntlich 
(modd p,m(z)) kongruent dem Produkte aller Primfunktionen P(z, y), 
deren Grade (in y) Teiler von f, sind; also ist m, ein Teiler von /,, 
w. z. b. w. 

Zwischen der Primfunktion B(z,y) und dem definierenden Poly- 
nom F(z) besteht eine enge Verbindung. Bildet man niamlich die Glei- 
chung, welcher die Zahl B = B(#’, O) geniigt: 

BY +6, BY" +...+6,=0, 
so sind nach einer friiheren Bemerkung alle Koeffizienten b, durch p 
teilbar. Multipliziert man die ganze Gleichung mit p™*?, um die Nenner 
wegzubringen, und wird 
(22) O(2) = p™* B(z,0(2)) 
gesetzt, so folgt leicht wie friiher, da8 eine Identitat 
O(2)' + p™"b, O(2)"* +... +0,p™"" = F(2)G(2) 
bestehen mu8, wobei beide Seiten Polynome sind. Wie friiher zeigt man, 
da8 das Polygon der linken Seite mit dem Polygon des Gliedes O(2x)* 
zusammenfallt. Das Polygon der linken Seite ist folglich nach (22) eine 
Gerade, und das zugeordnete Polynom dieser Seite ist gleich B(x, y)‘. 
Nach Satz 7, Kap. 1 schlieSt man daraus, daB das zugeordnete Polynom 
F(x, y) (18) von F(z) ein Teiler von B(x, y)* (modd p, p(z)) ist, und 
F(z, y) ist daher selbst (modd p,p(zx)) eine Potenz von B(z, y): 
F(z, y) = B(z, y)” (modd p, p(z)). 


Satz 3. Wenn F(x) (modp*)a>6 ein irreduzibles Polynom ist, 

so wird 
F(x) = 9(x)* (mod p), 

wobei p(x) eine Primfunktion m-ten Grades (mod p) ist. Bildet man 
das Polygon (p,p(x)), so ist dies eine Gerade, und wenn F(x, y) das 
zugeordnete Polynom von F(x) fiir diese Seite ist, besteht die Kongruenz 
(23) F(z, y) = F,(x, y)" (modd p, p(z)), 
wobet F, (x,y) eine Primfunktion m,-ten Grades in y (modd p,y(zx)) ést. 
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Dieser Satz enthalt notwendige, aber keineswegs hinreichende Be- 
dingungen fiir ein unzerlegbares Polynom (modp*). Nur in dem Falle, 
daB in (23) a,=1 ist, mu8 auch nach Satz 7, Kap. 1 das entsprechende 
Polynom F(x) (mod p*) irreduzibel sein, 

Uber den Primidealteiler p von p im entsprechenden Kérpes weif 
man also, daB die Ordnung e durch 4 teilbar ist, waihrend der Grad f 
durch mm, teilbar wird. In Satz 3 ist F,(z,y) an der Stelle der 
friiheren Bezeichnung B\2z, y) geschrieben worden; es besteht daher die 
wichtige Kongruenz 
(24) F, (8’, 0) = 0 (modp). 


Im Spezialfalle a, 1 ist der Grad von F(x) gleich A4mm,, und in 
diesem Falle ist einfach nach dem Hauptsatze e= i, f=mm,. 


§ 3. 
Der allgemeine Satz iiber Polygone und Idealeigenschaften. 


Nach diesen vorbereitenden Untersuchungen gehe ich wieder zum 
allgemeinen Teil iiber: Das Polynom f(z) soll die Primfunktionzerlegung 
(1) (mod p) haben, woraus wieder die Zerlegung (2) (mod p*) folgt. Fiir 
einen beliebigen Faktor ®(2) in (2), wofiir also die Kongruenz (4) be- 
steht, bildet man das entsprechende Polygon (p,p(x)), wofiir die gewdhn- 
lichen Bezeichnungen angewandt werden. Speziell ist also f,(x) der Faktor 
und weiter F;(z, y) das zugeordnete Polynom der ¢-ten Seite. Im folgen- 
den spielt die Primfunktionzerlegung von F;(x, y) (modd p, y(z)) 


(@) @ 
(25) F, (x, y) = Fy (x, y)™ ... Fe’ (a, y)™ (modd p, y (x) 


eine wichtige Rolle; hier ist allgemein eine Primfunktion F, (x, y) (moddp, g(x)) 
von der Form 


F(z, y) = + AL (x) y+. + Aji (2), 
wobei nach (16), Kap. 1 die Relation 


c= a mi +... fall me 
bestehen mu8, indem e¢, der Grad von F;(z, y) in y ist. 

Es ist nun méglich eine weitere Zerlegung eines Faktors ®(x)(mod p*) 
anzugeben; denn aus Satz 3 folgt jedenfalls, daB (2) kein un- 
zerlegbares Polynom ist. Wenn daher (zx) ein (mod p*) unzerlegbarer 
Faktor von ®(z)(modp*) ist, so mu8 nach dem Multiplikationssatze 
das geradlinige Polygon von (x) dieselbe Neigung wie eine Seite S, des 
Polygons von ®(xz) haben. Wenn aber weiter P(x, y) das zugeordnete 
Polynom von ¥(z) ist, so ist nach Satz 3 Y (2, y)(moddp, p(z)) kon- 
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gruent emer Potenz einer Primfunktion, und da nach Satz 7, Kap. 1 
Y(a,y)(moddp, p(z)) ein Teiler von F;(z,y) sein muB8, so folgt 
nach (25), daB Y(z,y) die Form 

(26) P(x, y) = Fj°(x, y)”(modd p, ¢(2)) 

hat, wo b<a;° sein mu8. Bildet man nun das Produkt aller Faktoren 
Y (x) von ®(x)(mod p*), welche Polygone mit derselben Neigung haben, 
und wofiir in (26) dieselbe Primfunktion F{* (x,y) vorkommt, so erhilt 
man einen Faktor ®{°(z) von ®(x)(mod p*), der auch ein geradliniges 
Polygon mit derselben Neigung hat, und wofiir das zugeordnete Polynom 
gleich Fj (zx, ys” ist; der Grad von ®{°(z) ist also gleich aj” mj 4,m. 
Man hat daher den Satz bewiesen: 

Satz 4. Hs sei f(x) ein Polynom mit der Primfunktionzerlegung 


(27) f(x) = o,(2)*...,(2)* (mod p). 
Daraus folgt sofort eine Zerlegung 

(28) f(x) = ®, (x)... &,(x)(mod p*), 
wobei allgemein 

(29) ®,(x) = —,(x)" (mod p) 


tst. Um die weitere Zerlegung eines Fakiors ®(x)(modp*) in (28) zu 
bestimmen, konstruiert man das entsprechende Polygon (p,(x)) von 
@(xz) (oder f(x)). Wenn dann allgemein das entsprechende zugeordnete 
Polynom F;(x,y) der t-ten Seite die Primfunktionzerlegung 
(30) F(z, y) = F(z, y)* ... PP (x, y)% (modd p, p(z)) 
hat, so besteht die Zerlegung 

az & : 
(31) (2) = I I %;° (2)(modp*), 
wobei ein Faktor ®{°(x) ein geradliniges Polygon mit derselben Neigung 
wie die i-te Seite des Polygons von ®(x) hat. Der Grad von ®}°(z) 
ist gleich mm°i,a\° und fiir das zugeordnete Polynom ®{° (x,y) von 
®{° (x) besteht die Kongruenz 


© (x, y) = Fy” (x, y)%° (modd p, 9 (z)). 


Dieser Satz ist auch fiir reduzible Polynome richtig. Im allgemeinen 
sind die Faktoren (x) in (81) weiter zerlegbar (mod p*); im Falle 
a; =1 ist aber nach § 2 die Irreduzibilitat des entsprechenden f° (2) 
sofort ersichtlich. 

Unter Anwendung des ersten Hauptsatzes folgt nun aus Satz 4 leicht 


der Fundamentalsatz iiber den Zusammenhang zwischen dem Polygone 





am ek. 2 
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und den Idealeigenschaften der Primzahl p. Schon aus der Zerlegung (28) 
folgt wie in Satz 1 die Idealzerlegung 


p= U,...H,, N(U,;) = pe™, 


und aus der weiteren Zerlegung (31) eines Faktors ®(x) folgt auch ent- 
sprechend eine weitere Zerlegung des zugehérigen Ideals 2 


X= I 18), N(B)— pais, 
i=1 j=1 
wobei alle Ideale §{* zueinander relativ prim sind. Ein Ideal %; ent- 
spricht also dem Faktor ®{*(x); wenn daher pf” ein Primidealteiler von 
%{° ist, so gibt es nach dem Hauptsatze einen entsprechenden (mod p*) 
irreduziblen Faktor Y(x) von f(x), dem p,” entspricht. W(x) wird 
dann auch (mod p*) ein Teiler von ®;°(2) und hat folglich ein gerad- 


liniges Polygon mit der Neigung +. Wenn daher p und also auch G;*? 
t 


genau durch p/* teilbar ist, so folgt wie friiher, da8 e durch 4, teilbar 
sein mu8, und folglich kann man, da dies fiir alle Primidealteiler von 
B;° gilt, ein Ideal €;" so bestimmen, daB 

9° — ge N(G)") = pam a? 
ist. Man hat daher den Fundamentalsatz bewiesen. 


Satz 5. Hse sei f(x) ein irreduzibles Polynom von der Form des 
Satzes 4 und weiter sei K(0) der entsprechende Korper. Aus der Zer- 
legung (27) folgt dann zundchst, daB die Primzahl p in K(@) die Ideal- 
zerlegung 
(32) p=%,...%,,  (%,) = pom 


hat, wobei die Ideale U; gueinander relativ prim sind. Um die weitere 
Zerlegung eines Ideals U zu bestimmen, konstruiert man das entsprechende 
Polygon (p,p(x)) von f(x). Wenn dann allgemein das zugeordnete 
Polynom einer Seite die Primfunktionzerlegung (30) (modd p, y(x)) hat, 
so besteht fiir ein Ideal U in (32) die weitere Zerlegung 

«= 16", NG) =prss®, 


i=1j=1 
wobei alle Ideale ©{ zueinander relativ prim sind. 
Wenn p ein Primidealteiler von €° ist, so folgt wie friiher leicht, 
da8 der Grad von p{* durch mm) teilbar ist. Die Ideale }° sind im 
allgemeinen keine Primideale; nur im Falle af? =1 weiB man sicher, daB 
der entsprechende Faktor ©; (2 )(mod p*) unzerlegbar ist, und dann wird 
€;° =p ein Primideal, und zwar vom Grade mm" und Ordnung 4,. 
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§ 4. 
Uber die reguliren Gleichungen des Kérpers. 


Wie schon bemerkt, gibt der Satz 5 allgemein nicht die volle Zer- 
legung, d. h. die Primidealzerlegung von p; unter speziellen Voraus- 
setzungen kann man aber auch wirklich die Primidealzerlegung erhalten. 
Ein irreduzibles Polynom f(z) soll regular in bezug auf p heiBen, wenn 
in der Primfunktionzerlegung (30) der zugeordneten Polynome der Seiten 
alle af? —1 sind, d.h. wenn mehrfache Faktoren (modd p, y(z)) nicht 
vorkommen, und dies soll fiir alle die s verschiedenen Polygone von f(z) 
gelten, die es nach (27) gibt. Im diesem Falle gibt der Satz 5 auch 
wirklich die Primidealzerlegung von p, indem alle ©; Primideale sind. 

Satz 6. Hes sei f(x) ein reguladres Polynom, wofiir die Primfunktion- 
zerlegung (27) (mod) besteht; im entsprechenden Korper ist also 

p=%,...4,, N(A,) =p. 


Hat dann allgemein im Polygone (p,q¢(x)) von f(x) das zugeordnete 
Polynom F(z, y) der i-ten Seite die Primfunktionzerlegung 


F,(x, y) = F,°(«, y) ... Fi’ (x,y) (modd p, (2), 


wobei m}° der Grad von F;°(x,y) in y ist, so hat ein Ideal U die Prim- 
: La. ary @ 
Y= TT Iv;"', N(v")=p". 
é=1 j=1 

Fiir die Zahlen m{° besteht nach § 3 die Relation 
(33) e, = mi +... + me. 

Der Dedekindsche Satz’) iiber den Zusammenhang zwischen den 
hdheren Kongruenzen und der Primidealzerlegung ist, wie man leicht 
sieht, ein einfacher Spezialfall dieses Satzes. Wie man aber weiB, gibt 
es Kérper, worin keine Gleichungen von der Dedekindschen Form exi- 
stieren, indem die Primzahl p ein sogenannter gemeinsamer, auBerwesent- 
licher Diskriminantenteiler sein kann, und durch diese Tatsache verliert 
der Dedekindsche Satz viel an Bedeutung. Man kann aber hier den 
folgenden wichtigen Existenzsatz beweisen, wodurch man auch eine neue 
Normalform der Gleichungen des Kérpers erhilt: 

Satz 7. Bei einer gegebenen Primzahl p existieren in jedem Koérper 
entsprechende reguldre Gleichungen. 

”) R. Dedekind, ,,Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und 


der héheren Kongruenzen“, Géttinger Abhandlungen 1878, S. 15. Man vergleiche auch 
I, Kap. 3, § 1. 
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Man nimmt an, daS die Form der Primidealzerlegung von p im 
Kérper gegeben ist, und es seien 


BP, BPs os BY 


die verschiedenen Primideale f-ten Grades, welche in p aufgehen, und 
weiter sollen 


(34) ey”, 3”, «+5 eb 
die entsprechenden Ordnungszahlen sein. Wird dann 


“if nel 
a,= pir? .. PP kf 
gesetzt, so ist also 


(35) p= Ifa, N(a,)= p!™, 
wobei die Relationen 

een 
(36) L,= Se »  Zfly=n 


bestehen, indem man iiber alle vorkommende Gradzahlen f in der Prim- 
idealzerlegung von p summiert. 
Zu jeder Reihe (34) von Ordnungszahlen kann man in unendlich 
vielen Weisen eine neue Reihe von ganzen rationalen Zahlen 
gt aT 


so zuordnen, daB allgemein ef zu t{” relativ prim ist, und weiter 


ae: 
(37) i iS SH 
1 2 ky 


Aus einem Hilfssatze in I, Kap. 3, §3 (FuBnote) folgt dann, daB man 
eine solche Zahl w bestimmen kann, daB allgemein die Zahl y,(w) genau 


durch pi" (i= 1,2,...,,) teilbar ist, wobei g,(z) fiir jedes eine 
beliebig gewahlte Primfunktion (mod p) f-ten Grades ist. Nach einer 
friiheren Bemerkung kann man @ als primitiv voraussetzen und man zeigt 
dann leicht, daB @ einer reguliren Gleichung F(x) =0 n-ten Grades 
geniigt. 

Aus der Idealzerlegung (35) von p folgt namlich nach dem Haupt- 
satze eine entsprechende Zerlegung von F(z) 


F(z)= II F,(z)(mod p*), 


wobei ein Faktor F(x) vom Grade fL, ist. Weiter folgt leicht aus den 
Eigenschaften von w, daB eine Kongruenz 


(38) F, (x) = y,(x)™ (mod p) 
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bestehen muB8. Um die Regularitét von F(x) nachzuweisen, mu8 man 
nun allgemein das Hauptpolygon (p, p,(x)) von F(z) oder, was dasselbe 
ist, von F,(x) untersuchen; aus (38) folgt schon nach (9), Kap.1, da8 
die Projektion dieses Polygons auf die X-Achse die Lange L, hat. Nach 
Satz 1 folgt aus (37), da® das Polygon (p, y,(x)) mindestens k, ver- 
schiedene Seiten hat, und aus Satz 5 leitet man dann sofort ab, daB das 
Polygon genau k, Seiten mit den Neigungen (37) hat. Weiter ist nach 
(36) schon die Summe der Zahlen e{? fiir das Polygon gleich L,, und da 
ef” nach (9) immer ein Multiplum der entsprechenden Projektion 1, ist, 
so wird allgemein fiir die i-te Seite 


l=’, = ef”, h, = x, = tf? 


und ¢,=1, indem ej’ zu t{” relativ prim ist. Das zugeordnete Polynom 


F,(z, y) wird daher nach (16), Kap. 1 vom ersten Grade, und kann daher 
keine mehrfache Faktoren (moddp, y,(x)) enthalten. Der Satz 7 ist also 
bewiesen. Aus dem Beweise geht auch hervor, daS man immer solche 
spezielle regulire Gleichungen bestimmen kann, da8 fiir jede Seite «,=1 
ist und daher das zugeordnete Polynom dieser Seite vom ersten Grade wird. 
Schon friiher habe ich die Kigenschaften der regularen Gleichung ein- 
gehend studiert*) und gezeigt, wie man charakteristische Zahlen, Re- 
sultantenexponenten und auch Kérperdifferente und Diskriminante be- 
stimmen kann. Wegen Anwendungen sollen hier kurz einige Resultate 
erwahnt werden. Der Partialfiihrer fy des Ringes R(#) ist gleich 


pom mgdg mee Age 

J > 

und aus der Bestimmung der charakteristischen Zahlen folgt aus I, Kap. 3, 
§ 1, daB der Fiihrer f des Ringes genau durch 


por +e. that mln t-.-+l) — 41 —Uetl 
j 


teilbar ist. 


Bildet man die Norm des Fiihrers, so folgt nach I, Kap. 3 (13) ein 
neuer Ausdruck fiir die Potenz, wenn p im Index aufgeht. Man erhilt 
dadurch den Satz °*): 


Satz 8. Der Index einer reguldren Gleichung ist genau durch p*™* 
teilbar, wobei die Summe iiber alle verschiedene Primfunktionenteiler 


*) O. Ore, ,, Bestimmung der Diskriminanten algebraischer Kérper“, Acta niath. 
45 (1925), 8. 303-344. — ©. Ore, , Bestimmung der Differente eines algebraischen 
Zahlkérpers“, Acta math. 46 (1926), 8. 363-392. 
*) Die erste Abhandlung in *), Satz 8. 
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y(x)(mod p) von f(x) in (27) zu nehmen ist, und wo K fiir jede Prim- 
funktion durch 


K=1,h, +h, (h, +h.) +-.-+1,(h, +--+ yy) 


k 
1 
+ xy (Al, —h,—1,+ 4) 
t=1 
bestimmt ist. K ist auch die Anzahi der Gitterpunkte, welche in dem 
Gebiete zwischen dem Polygon, der X-Achse und der Endordinate des 
Polygons liegen; Punkte auf der X-Achse und auj der Endordinate werden 


nicht mitgerechnet, wohl aber Gitterpunkte, welche auf dem Polygon selbst 
liegen. 


(39) 


Der Index der speziellen Zahl w, welche im Beweise des Satzes 7 
angewandt wurde, ist daher genau durch p~/¥r teilbar, wobei fiir jedes f 


k 
K,= et, +e (ttt) +o belt te +t) +3 (4-1) (4—-D, 
i=1 


wobei die Indizes (f) weggelassen sind. Die Zahlen ¢; waren aber durch 
die Ordnungszahlen e, bestimmt, und man kann daher fiir K, eine obere 
Grenze angeben, welche nur von den Exponenten e,; abhingt. 

Aus dieser Tatsache folgt eine interessante Bemerkung iiber gemein- 
same auBerwesentliche Diskriminantenteiler eines Kérpers. Nach dem 
Kriterium von Dedekind (vgl. I, Kap. 3, §1) kann man bei gegebener 
Form der Primidealzerlegung immer entscheiden, ob eine vorgelegte Prim- 
zahl p ein g. a. D-Teiler ist. Durch eine einfache Abschitzung folgt aus 
dem Dedekindschen Kriterium, da8 in diesem Falle immer p < n ist*®); 
und wenn umgekehrt p < n ist, so folgt aus dem Existenzsatze I, Kap. 3, 
Satz 12 leicht, daB es entsprechende Kérper n-ten Grades gibt, worin p 
ein g. a. D-Teiler ist *), 

Dagegen hat man keine Formel fiir die Bestimmung des groBten 
gemeinsamen Teilers aller Zahl- oder Gleichungsdiskriminanten des K6rpers. 
Aus der eben gemachten Bemerkung iiber K, folgt aber, daS man immer 
bei gegebener Form der Primidealzerlegung eine obere Grenze fiir die 
Potenz angeben kann, worin p in allen Diskriminanten aufgeht. Es wire 
sogar denkbar, daB diese gréBte gemeinsame Potenz von p in den Indizen 
nur von der Form der Primidealzerlegung abhinge, ich halte aber diese 
Vermutung fiir unwahrscheinlich. Durch passende Zahlenbeispiele wiirde 
man wohl ziemlich leicht die Unrichtigkeit nachweisen kénnen. 

10) E. v. Zylitski, ,Zur Theorie der auBerwesentlichen Diskriminantenteiler alge- 
braischer Kérper“, Math. Ann. 73 (1913), 8. 273—274. 

11) Man vergleiche auch die Arbeit von Herrn M. Bauer: ,,.Uber die auBerwesent- 
lichen Diskriminantenteiler einer Gattung“, Math. Annalen 64 (1907), S. 573—576. 
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§ 5. 
Bestimmung der Primidealzerlegung im allgemeinen Falle. 


Durch den Satz 5 hat man eine Idealzerlegung der Primzahl p erreicht, 
welche aber nur unter speziellen Voraussetzungen, wie bei den regularen 
Gleichungen, die vollstiandige Primidealzerlegung liefert. Es soll nun zu- 
letzt gezeigt werden, wie man auch im allgemeinen Falle die Primideal- 
zerlegung bestimmen kann. Es geniigt dabei, wie ich spiter zeige, wenn 
man den Speziallfall behandelt, wo p die Potenz eines Primideals ist und 
also das entsprechende Polynom F(2) (mod p*) irreduzibel wird. Wie ich 
zeige, kann man durch sukzessive Bildung von neuen Gleichungen zuletzt 
ein F(z) erhalten, das die Normalform 

F(z)=y(z)'+pM(z), M(x) == 0 (modd p, p(z)) 
hat, wobei y(z) eine Primfunktion (mod p) f-ten Grades ist. 

Im folgenden werden nun die Bezeichnungen des § 2 angewandt; durch 
Satz 3 sind die allgemeinen Eigenschaften des gegebenen F(z) charak- 
terisiert, und weiter wei8 man, daB, wenn p die Primidealzerlegung (10) 
hat, e durch 4 und f durch mm, teilbar ist. Weiter geniigt nach (24) 


nya 
die Zahl 0 = rer der Kongruenz 
(40) F, (8, 9) = 0 (mod p), 


wobei F,(x,y) eine Primfunktion m,-ten Grades (modd p,y(z)) ist. 
Wie schon frither angewandt, ist das Polynom 
P(y)=y?™™—y 

(modd p, y(x)) kongruent dem Produkte aller Primfunktionen F(z, y) 
(modd p, y(x)), deren Grade Teiler von m, sind, und weiter ist ® (y) (mod p) 
kongruent dem Produkt aller Primfunktionen y,(y) (mod p), deren Grade 
Teiler von mm, sind. Nach (40) ist daher (9) =0(modp), und man 
beweist leicht, daB die Zahlen 


A(8’,0) = A,(’)O™~* +... + Am, (8’), 
wobei A (x) beliebige Polynome sind, die saimtlichen Wurzeln der Kon- 
gruenz ®(y)=0(modp) ist. Man bestimmt daraus leicht eine solche 
Zahl #, = A(#’,@), die einer Kongruenz p,(x) = 0(modp) geniigt, wo- 
bei y,(z) eine Primfunktion (mod p) vom Grade mm, ist. 
Bildet man nun die Gleichung F,(x)= 0, welcher #, geniigt, so wird 


F, (x) = y,(2)" (mod p), 
und das Polygon (p, ,(x)) von Fj(az) ist wieder geradlinig, Man kann 
dann weiter eine neue Zahl #, bestimmen, welche der Kongruenz 











118 
y, (z) = 0(modp) geniigt, wobei y,(z) eine Primfunktion (modp) mit 
Grad gréBer als dem Grad von ¢,(z) ist, usw. Da man dies nicht un- 


begrenzt fortsetzen kann, mu8 man zuletzt zu einer Gleichung F(x) = 0 
kommen, wofiir 
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F(x) = p(x)* (mod p), 
und das zugeordnete Polynom von F(z) fiir sein geradliniges Polygon ist 
eine Potenz F,(z, y)’, wobei F,(z, y) vom ersten Grade in y ist. Man 
kann auch annehmen, da8 hier x —1 ist; denn wenn dies nicht der Fall 
ist, bestimmt man c und d so, dab 
cx —di=1, 
und dann ist die Zahl 
(a)? 

sicher ganz, und wie man leicht sieht, ist fiir die entsprechende Gleichung 
x=l1. 

Man kann daher annehmen, daS man eine Gleichung F(x)=0 ab- 
geleitet hat, welche die Form 
(41) F(z) = (x) + 4,(2) pp(z)°-™* +... + Ay(z) p” 
hat, und wenn DL das entsprechende geradlinige Polygon ist, wird 
(42) F(x) = (p(x) + pA(z))” (mod L). 
Es kommt also darauf an, eine solche weitere Reduktion zu finden, daB 
b=1 wird. Es soll hier kurz eine Methode angegeben werden, welche 
immer zum Ziele fiihrt; méglicherweise gibt es auch ein einfacheres Ver- 
fahren. 

Nach den Voraussetzungen ist mit den Bezeichnungen von §1 die 
Zahl p(#) genau durch pe und p genau durch p*= pe teilbar. Wie 

A 

friher wird a(9) — 2 gesetat, und aus (42) folgt wie in § 2, daB die 
Kongruenz 
(43) 4(8) = 0(#) + A(#) = 0(modp) 
besteht; die Haupteufgabe im folgenden ist, zu untersuchen, welche Po- 
tenz p? von p in der Zahl 4(#) aufgeht. 

Wird nun (41) durch p® dividiert, erhalt man 

1 . 2 
op F(x) = O(x) + A, (x) O(2)' +... + 4,(2), 

und daraus folgt nach (43) auch eine Darstellung in der Form 


(44) x F(x) = 4(2)*+B,(x) A(a)’"* +... +B, (2), 


Mathematische Annalen. 99. 8 

















114 0. Ore. 


wobei B;(z) Polynome von héchstens (Am —1)-tem Grade sind. Wenn 
hier = gesetzt wird, werden die Glieder B,(@)4(#)’~* durch ver- 
schiedene leicht bestimmbare Potenzen von p teilbar. Schreibt man B;(z) 
in der Form 


B,(x) = p” p(x)" O,(x) (mod p”**), 
wobei C,(x) == 0 (moddp,y(z)), so ist B,() genau durch pe~ teilbar, 
wenn «, =A; + y, gesetzt wird; das Glied B,(#) 4(@)°~* ist also genau 
durch pes+(-®7 teilbar. 

Man kann nun in (44) die entsprechenden Zahlen («,,7) als Gitter- 
punkte abbilden und erhalt daraus ein neues Newtonsches Polygon fiir 
1 ' R . 
pt F(x), das man ,das Polygon zweiter Ordnung* nennen kann. Fiir das 
neue Polygon gelten ahnliche Sitze wie fiir die Polygone (p, y(x)), und 
man beweist analog, daS das Polygon von 3 F(2) geradlinig ist. Man 
sucht entsprechend diejenigen Glieder auf, welche durch Punkte auf dem 
Polygon abgebildet sind, und die Summe dieser Glieder hat die Form 
(45) A(x)*” + D, (x) 4(x) > +... 4+ Dg(zx), 
wobei HL und H#H die Projektionen der Seite auf die X-Achse und 
Y-Achse sind, und wo L zu H relativ prim ist. In (45) hat D,(2) 
allgemein die Form 
(46) D,(x) = p% p(x)" G,(x) (mod p***), 
wobei a, = 48; + 7; = ¢ H ist. 

Wird nun in (44) x= @ gesetzt, so folgt leicht wie in § 1 
(47) LT=Ho 
und alle Glieder auf der Seite werden durch pe*” teilbar; dagegen ist 
die Summe (45) sicher durch eine héhere Potenz teilbar und man erhilt 
(48) 4(0)7”+ D, (0) 4(0)7-* + ... + Dg(P) = 0 (mod pe? +1), 


Man kann nun ein Analogon zum zugeordneten Polynom der Seite ein- 
fiihren, wobei die Primfunktion g(a) eine ahnliche Rolle wie friiher die 
Primzah] p spielt. Nach (43) bestimmt man leicht ein Polynom B(z), 
so daB 


p = B(#) p()* (mod pe**s), 


und wird dies in den Ausdruck (46) fiir D,;(#) eingefiihrt, so kann man 
die Kongruenz (48) in der Form 


(49) 4(8)74+ P, (8) p(0)7 4(0)2-P2+ ... + Pe(0)p(0) 7" =0(modpe##+) 
schreiben, wobei P;(xz) einfach bestimmhare Polynome sind. Dann ist 
(50) F(z, y) = y*¥ + P,(z)y?-1+...+ Pe(zx) 
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das zugeordnete Polynom der Seite, und wie friiher beweist man, daf eine 
Zerlegung 

(51) F(x, y) = F, (x, y)™ (modd p, p(z)) 

besteht, wobei F, (x, y)(modd p,y(x)) eine Primfunktion ist, 

Es sei nun N=WN(q(#)) die Norm von (#); man kann dann 
N= pe?! M schreiben, wobei M eine rationale, nicht durch p teilbare Zahl 
ist. Wird nun (49) durch y(#)”™ dividiert, so folgt leicht nach (50) 
und (51), daB die ganze Zahl 

0. — M® 4(8)% 
’ y (d)* 





einer Kongruenz 
(52) F,(#, 0,) = 0(modp) 


geniigt, wobei die Primfunktion F, (xz, y) aus F, (x,y) dadurch hervorgeht, 
daB man y durch st ersetzt und mit M*” multipliziert. Aus (52) 


kann man dann wie friiher eine neue Zahl #, ableiten, die einer Kon- 
gruenz 9,(0,)=0(modp) geniigt, wobei der Grad der Primfunktion 
y,(x)(mod p) gréBer als der Grad von ¢(z) ist. 

Nimmt man an, da8 die Reduktion so weit gefiihrt ist, daB eine 
GradvergréBerung von g(x) nicht mehr méglich ist, kann man voraus- 
setzen, daB der Grad von F,(xz, y) in (51) gleich eins ist. Aus(50) und 
(51) folgt dann leicht, daB eine Kongruenz 


(53) A( 0)" + P(d)p(0)* = 0 (mod pe#+s), 
besteht, und hier kann man weiter voraussetzen, daB L=1 ist. Denn 
da in (47) L zu A relativ prim ist, kann man 
e=@,l, T=0,H, a4<e@ 
setzen, und wenn aL —bH=1 ist, so wird die Zahl 
»4(0)* 
9 (8) 
ganz und durch eine’ kleinere Potenz als pe teilbar. Wie friiher leitet 
man daraus eine Zahl #, ab, wofiir ¢(#,) bei derselben p(x) durch eine 
kleinere Potenz von p als y(#) teilbar ist. Diese Reduktion kann man 
aber nicht unbegrenzt vornehmen, und man kann daher zuletzt L=1 
voraussetzen. Dann ist nach (47) 7 Ho, und wenn man wieder die 
Potenzen von g(#)* reduziert, erhilt man nach (53) eine Kongruenz 
4(8) + G(d) = 0(mod p7t!) 
oder nach (43) folgt daraus eine Kongruenz von der Form 
4, (0) = 9(8)+ A, (#) = 0(mod p7t*), 
R* 
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wobei A,(z) sowohl als G(x) Polynome von héchstens (mA — 1)-tem 
Grade sind. 4,(#) ist also durch p?: teilbar, wobei T, > T ist. 
Man entwickelt nun in (44) nicht nach Potenzen von 4(2), sondern 
nach Putenzen von 4,(z) und erhalt wie friiher 
4,(0) = 0 (8) + 4, (0) = 0(mod p%+), 
und wenn man so fortsetzt, kommt man zu Kongruenzen 
0(8)+ A,(d) = 0(modpT-**), 
oder durch Multiplikation mit p 
(9) + pA,(?) = 0(modp*), 
wobei «, mit r beliebig groB wird. Dies ist aber nur méglich, wenn in 
(42) b=1 ist, denn die Kongruenz F(z)=0(modp*) ist fiir hinreichend 
groBe « die Kongruenz kleinsten Grades, welcher # geniigt. F(x) ist 
daher in die gewiinschte Normalform gebracht. 


Es ist nun leicht im allgemeinen und fiir ein beliebiges Primideal 

dieselbe Reduktion vorzunehmen. Es sei namlich 
f(z) = f,(z)...f,(~)(mod p*) 
die Primfunktionzerlegung der gegebenen definierenden Gleichung. Im 
Abbildungskérper K,(#’) des Primideals p,, der durch die Gleichung 
f,(8’) = 0 definiert ist (I, Kap. 3, § 2), kann man also, wie eben bewiesen, 
eine solche Zahl w(#’) angeben, da8 das entsprechende Polynom in K,(#’) 
die Normalform 
(54) O(z)=—p(x)*+pM(z), M(x)==0(modd p, y(z)) 
hat, wobei g(x) eine Primfunktion f,-ten Grades ist. Bildet man die 
entsprechende Zahl w(#) in K(#), so wird auch der Faktor f,(x) die 
Form (54) erhalten, vorausgesetzt, daB w(#) ganz ist. Dies braucht aber 
aber allgemein nicht der Fall zu sein, aber man leitet leicht eine ganze 
Zahl in K(#) ab, welche dieselbe Eigenschaft hat. Wird namlich 
TT, (2%) = f,(#) «+ - fra (©) fina (®) «~~ f,(2) 
gesetzt, so kann man zwei solche Polynome A(z) und B(x) angeben, daB 
(55) A(x) IT,(x) + B(x) f,(2) = pe(mod p*), 
wobei mit den Bezeichnungen von I 
é 
O= Og eee FOR Hirt tO Se 

ist. Wird (55) durch p? dividiert und «= # gesetzt. erhalt man 


IT, (8 1(0 4 
AO) (0) + 2) B(o) = 1 (mod pee). 





— — 
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Es folgt leicht, daB die Zahl 
@ = + 11,(9) (9) 
P 


ganz ist und daB die Korgruenzen 
(56) O=O0(modpy*-2), jt, O=1(modpHie-o) 


bestehen. Die Zahl 6, = w(#)O ist daher sicher ganz, und wegen (56) 
iiberzeugt man sich leicht, daB in der entsprechenden Gleichung der 
Faktor f,() die Normalform (54) hat. Unsere Aufgabe ist daher voll- 
stindig geldst. 

Aus (56) folgt weiter, da8 die Zahl y~(#,) nur durch das Primideal p, 
und durch keinen anderen Primidealteiler von p teilbar sein kann. Man 
hat daher fiir p, die Normaldarstellung p, =(p, (#,)). Aus diesen Resul- 
taten folgt auch, da8 man in endlich vielen Schritten Fundamentalsysteme 
fiir alle Primideale und Primzahlen aufstellen kann, weiter kann man nun 
nach I, Kap. 3, §3 die Kérperdifferente und Kérperdiskriminante voll- 
stindig bestimmen. 

Zuletzt soll als eine letzte Anwendung der Newtonschen Polygone 
gezeigt werden, wie man sehr einfach die folgende, oft vorkommende Auf- 
gabe list: Man soll die Primidealzerlegung einer gegebenen Zahl w des 
Kérpers bestimmen. 

Man bildet zunichst die Norm N= N(m) und bestimmt dadurch, 
welche Primzahlen p iiberhaupt mit m gemeinsame Primidealfaktoren 
haben kénnen. Weiter bildet man die Gleichung F(x)=0, welcher w 
geniigt, und kann dabei voraussetzen, daS w primitiv ist. Denn sonst 
bildet man die Zahl 

o,=o+rN 79, 
wobei die ganze rationale Zahl r so gewahlt wird, daB w, primitiv ist; 
w, enthilt dann genau dieselbe Potenz wie w von allen Primidealen, 
welche in @ aufgehen. 

Wenn dann p eine beliebige Primzahl ist, die in N aufgeht, bildet 
man das Polygon (p,2z) von F(x). Gehért nun ein Primideal p von p 
zur i-ten Seite dieses Polygons, so bestehen nach Satz 1 die Relationen 


e=o1,, t=, 


wenn p durch p* und w durch p‘ genau teilbar sind; ¢ ist daher einfach 
durch 


bestimmt. 


(Eingegangen am 1. 8. 1927.) 











Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen. 
Von 


Wilhelm Ackermann in Géttingen. 


Um den Beweis fiir die von Cantor aufgestellte Vermutung zu er- 
bringen, daB sich die Menge der reellen Zahlen, d. h. der zahlentheoretischen 
Funktionen, mit Hilfe der Zahlen der zweiten Zahlklasse auszahlen lat, 
benutzt Hilbert einen speziellen Aufbau der zahlentheoretischen Funktionen. 
Wesentlich bei diesem Aufbau ist der Begriff des Typs einer Funktion. 
Eine Funktion vom Typ 1 ist eine solche, deren Argumente und Werte 
ganze Zahlen sind, also eine gewdhnliche zahlentheoretische Funktion. Die 
Funktionen vom Typ 2 sind die Funktionenfunktionen. Eine derartige 
Funktion ordnet jeder zahlentheoretischen Funktion eine Zahl zu. Eine 
Funktion vom Typ 3 ordnet wieder den Funktionenfunktionen Zahlen zu, 
usw. Die Definition der Typen 1a8t sich auch ins Transfinite fortsetzen, 
fiir den Gegenstand dieser Arbeit ist das aber nicht von Belang’). 

Samtliche Funktionen werden durch Rekursion nach einer gewéhn- 
lichen Zahlenvariablen definiert. Z. B. ist 


y (a, 0)=0, 
p(a,n+1)=—o(a,n)+a 


ein Beispiel einer Definition einer Funktion vom Typ 1. (a, db) stellt 


offenbar die Funktion a-b dar. Die folgende Rekursion definiert eine 
Funktion vom Typ 2. 


o.(f(e), a, 0) =a, 
0, (f(c), a,n+1)=f(o,(f(c), a, n)). 


2.(f(¢), a, n) stellt die n-malige Iteration der Funktion f, genommen fiir 
das Argument a, dar. (Der Index ¢ von g soll bedeuten, daB 9, (f(c), a, n) 
von f abhingt und nicht von c.) Neben der Rekursion ist natiirlich auch 


*) Siehe des naheren D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1926). 
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die Bildung von Funktionen durch Einsetzung zuliassig. Sind z. B. g(a, b) 
und (a, 6) zahlentheoretische Funktionen von zwei Variablen, so ist auch 
7 (y(a, a), y(a, b)) eine derartige Funktion. 

Der Aufbau der zahlentheoretischen Funktionen geschieht nun in der 
Weise, daS man sie in gewisse Gruppen ordnet. In die erste Gruppe kommen 
diejenigen Funktionen, bei deren Definition nur der Typ 1 gebraucht wird, 
in die zweite die Funktionen, bei deren Definition die Benutzung einer 
durch Rekursion definierten Funktion vom Typ 2 wesentlich ist, wahrend 
sich ein héherer Typ umgehen la6t, usf.. 


Damit der geschilderte Aufbau wirklich alle zahlentheoretischen Funk- 
tionen liefert, ist es wesentlich, da8 jede Gruppe auch eine Erweiterung 
des Funktionenbestandes bringt. Es ware ja z. B. denkbar, daB8 man alle 
Funktionen, bei deren Definition man den ersten und zweiten Typ braucht, 
auch mit Hilfe des ersten Typs allein erhalten kann. 


Wir stellen nun im folgenden eine Funktion auf, von der wir be- 
weisen, da sie nicht ohne den zweiten oder einen héheren Typ definiert 
werden kann. Mit Hilfe der dabei benutzten Methode wird man auch fiir 
andere Gruppen unschwer den Beweis fiihren kénnen, daB sie den Funk- 
tionenbestand erweitern *). 

Es sollen iibrigens die Rekursionen simtlich nur nach einer Variablen 
gehen. Simultane Rekursionen sind ausgeschlossen. Eine Funktion, die 
durch simultane Rekursion definiert ist, lat sich auch durch gewéhnliche 
Rekursion darstellen, falls man eventuell héhere Typen benutzt. 


1. 


Wir wollen die erwihnte Funktion zunichst angeben. Bei dem Auf- 
bau der Funktionen vermittels Rekursion mu8 die Funktion a-+-1 als be- 
kannt vorausgesetzt werden und kann nicht wieder durch Rekursion 
definiert werden. Die Funktion a +6 wird dann durch die Rekursion 


a+0=a, 
a+(b+1)=(a+6)+1 
definiert. Der Einfachheit halber wollen wir noch zwei weitere Funktionen 
als bekannte Ausgangsfunktionen nehmen, namlich A4(a,b) und ¢(a, b). 
4(a, b) ist gleich 1, falls a= 6, und gleich 0, fallsa+ 6. Bei «(a, b) ist 
es umgekehrt. Man kann aber auch 4 und « durch Rekursion definieren. 


*) Eine Arbeit, die mit der vorliegenden manche Beriihrungspunkte hat, wird von 
Herrn G. Sudan publiziert weiden. Es handelt sich bei ihr um die Definition von 
Zahlen der zweiten Zahlklasse, die man in &hnlicher Weise klassifizieren kann wie die 
Definitionen der reellen Zahlen. 
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a(a,n) soll fiir «(nm,1)-c(m, 0)-a+4(m,1) geschrieben werden. Hierbei 
ist a-b definiert durch 
a-0=a, 
a-(6+1)=—a-b+a. 
@(a,m) ist also immer gleich a, ausgenommen fir n=0 und n=—1. 
Es ist «(a,0)=0 und a«(a,1)=—1. @ bedeute die schon vorher erwihnte 
Iterationsfunktion. Endlich wird eine zahlentheoretische Funktion » mit 
drei Variablen gegeben durch: 
y(a,b,0)=a+b, 
y(a, b,n+1)=0,(p(a,c, n), «(a, n), b). 

Wie man daraus erkennt, ist g(a,b,1) mit a-b identisch. (a, b, 2) 
stimmt mit a? iiberein. g(a, 6,3) ist die b-malige Iteration von a’, 
genommen fiir a, usw. Unsere gesuchte Funktion erhalten wir nun, wenn 
wir in g(a, b,c) alle drei Argumente gleichnehmen. Wir behaupten also, 
(a, a, a) kann nicht ohne Benutzung des zweiten Typs definiert werden *). 

Die AusschlieSung von simultanen Rekursionen ist fiir unsere Be- 
hauptung wesentlich. Es gelten namlich die folgenden Formeln: 

y(a,b,0)=a+b, 
y(a,0,n+1)—a(a,n), 
p(a,b+1,n+1)=—¢(a, p(a, b,n+1),n). 


(Diese Formeln werden iibrigens gleich bewiesen. ) 


2. 

Der Beweis fiir unsere Behauptung wird darin bestehen, da8 wir 
zeigen, daB die Funktion g(a,a,a) schneller wiachst als jede Funktion, 
bei deren Definition man nur den ersten Typ benutzt. Um das zeigen zu 
kénnen, miissen wir eine Reihe von Kigenschaften und Formeln fiir unsere 
Funktion beweisen. 

I g(a,0,n+1)—-«(a,n). 

Beweis. 

y(a, 0,n+1)=0,(p(a,c, n), «(a,n),0)—a(a,n). 

Il. y(a,b+1,n+1)=¢(a, p(a, b,n+1), n). 

Beweis. 

p(a,b+1,n+1)—0,(p(a,¢, n), a(a,n),b+1), 


*) Diese von mir aufgestellte Funktion ist schon in der Hilbertechen Abhandlung 
»Uber das Unendliche* erwahnt; vgl. 8. 185 dort. 
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0.(y(a,¢, n),a(a,n),b+1)=—9 (a, 0,.(y (a,c, n), a(a, n), b), n) : 
0.(p (a,c, n), a(a, n), b) = p(a, b,n+1), 
woraus die Behauptung ersichtlich ist. 
Wir brauchen ferner gewisse Monotonititseigenschaften von ¢. 
Ill. Falls a=>2, ist y(a,b+1,n)> (a, b,n). 
Beweis. Fiir n=0,1 ist diese Behauptung richtig; denn 
a+2+6+1>a+2+5b 
(a+ 2)-(b+1)>(a+2)-b. 
Es bleibt zu beweisen: 
A) y(a+2,6+1,n+2)> (a+ 2,5,n+2). 
Wir beweisen diese Formel zusammen mit 
B) p(a+2,6,n+2)>b 
durch Induktion nach n. 


p(a+2,b6+1,2)>(a+ 2, d, 2), 


und 


denn 
(a+2)"** >(a+ 2)’, 
p(a+2,b,2)=—(a+2)’>b. 
Fiir n seien beide Formeln schon bewiesen. Wir beweisen zunichst B) fiir 


n-+-1 durch Induktion nach 6. Fiirb—0 undn-+1 ist B) richtig, denn 
es gilt fiir jedes n: 
y(a+2,0,n+3)—a+2>0, 
p(a+2,b6+1,n+3)— (a+ 2, p(a+ 2,6,n+3),n+ 2). 
Wenn also p(a+2,6,n+3)>6+1, 80 ist wegen der Giiltigkeit von 
A) fiir n: 
y(a+2,p(a+2,b,n+3),n+2)>p(a+2,6+1,n+2), 


also 


y(a+2,6+1,n+3)>¢(a+2,b+1,n+2), 
y(a+2,6+1,n+2)>b+1, 
y(a+2,b+1,n+38)>b+1. 
B) ist damit fiir n+ 1 bewiesen. 
p(a+2,b6+1,n+3)=—9(a+ 2, p(a+2, b,n+3),n +2) 
> yp(a+2,b,n+ 38) (nach B). 
Damit sind die Formeln A) und B), also auch III bewiesen. 
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In ahnlicher Weise beweisen sich die beiden Formeln 

IV. gy(a+1,b,n)>¢(a, b,n), 

V. g(a+2,.6+3,n+1)>9(a+2,6+4+3,n). 

Beweis von IV. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Formel IV fiir 
a=0 und a=1 gilt. Fir n=0,1,2 14Bt sich das leicht nachpriifen. 
Fiir n> 3 gelten die Formeln: 

yp (0, 6, n) <1, 

y(1,6,n)=1, 

p(2,6,n)>1, 
die man durch Induktion nach n und Unterscheidung der Fille b= 0 und 
b +0 beweist. Wir miissen, um IV zu beweisen, noch zeigen, daB 

y(a+3,b,n)>p(a+ 2, b,n). 

Fir n= 0 stimmt das, desgl. fir 6=0. Fiir kleineres n sowie fiir das- 
selbe m und kleineres 5 sei es schon gezeigt. 


p(a+3,6+1,n+1)=—9(a+3, p(a+8,b,n+1), n), 
p(a+3,p(a+3,b6,n+1),n)\>p(a+2,9(a+38,b6,n+1),n), 
y(a+3,b,n+1)>p(a+2, b,n+1). 

Aus III folgt dann: 
p(a+ 2, p(a+3,b,n+1),n)>p(a+2, p(a+ 2, b,n+1), n). 
yp (a+ 2, p(a+2, b, n+1), n) ist aber dasselbe wie p(a+2, b+1, +1). 


Beweis von V. Fur n=0 und n=1 stimmt die Formel. Es 
bleibt zu zeigen: 


y(a+2,64+3,n+38)> (a+ 2, 64+3,n+2). 
Nehmen wir statt dessen die allgemeinere: 
yp(a+2,6+1,n+3)> (a+ 2, b+ 1, n+ 2). 
Fiir b= 0 ist das richtig, denn 
p(a+2,1,n+3)—9(a+ 2, p(a+ 2, 0,n+3), n+ 2) 
=g(a+2,a+2,n-+2), 
p(a+2,a+2,n+2)>p(a+2,1,n+2) [nach III]. 
Fiir »=0 ebenfalls. Es sei nun fiir kleineres n sowie fiir dasselbe n 
und kleineres b schon gezeigt. 
p(a+2,64+2,n+4)—(a+2, p(a+2, 6+1,n+ 4), n+3), 
y(a+2,6+1,n+4)>(a+2,b+1,n+3), 
p(a+2,b+1,n+3)>5+42. - 
(Nach Formel B), 8. 121.) 
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y(a+2, p(a+2,b6+1,n+4),n+3)>p(a+2,b+2,n+3), 
p(a+2,b+2,n+4)> (a+ 2, +2, +8). 

Damit ist auch V bewiesen. 


Die folgende Eigenschaft ist die wichtigste, die bei unserem Beweis 
gebraucht wird. 


VI. Von den beiden Formeln 
0.(Y(c,¢,m),a,a) S y(a,a,n+3), 
e.(p(c,¢,n),a,a)<2 
tst mindestens eine richtig. 
[Die erste der beiden Formeln gilt iibrigens immer, ausgenommen 
fir a=1 und n=0.] 
Wir brauchen hier eine Reihe von Hilfsformeln. 
Formel 1: Wir beweisen zunichst: 
P(p(a-+2,¢,3), p(a+ 2, ¢, 3),1)Sy(a+2,¢+1, 8) 


durch Induktion nach c. Fiir c= 0 ist diese Formel richtig, denn die 
linke Seite wird gleich p(a+2,a+ 2,1), d.h. (a+ 2)-(a+2), und 
die rechte (a+ 2)**”. Benutzt man, da® fir c—1,2,3 die Funktion 
y(a,b,c) die bekannten Funktionen darstellt, so ergeben sich leicht die 
folgenden Formeln: 


2S (a+ 2,¢, 3), 
P(p(a+2,ce+1, 8), p(a+2, +1, 8), 1) 
= p(a+2,¢+1,3)* =(a+2)*7erro® 
£a+gyrrrnerre 
<(e+s)7""*""**., 
(a+ 2)?°t*** — o(a+2,¢+2, 8). 
Forme! 2: 
9? (p(a+ 2,6, 3), p(a+ 2,c, 3),2)<S p(a+2,¢+2, 3), 
falls c>b. 
Beweis. a) Es sei b= 0. 
y(a+2,0,3)—a+2, 
p(a+2, p(a+ 2, ¢, 8), 2) 


= (a+ 2)7*t** — o(a+2,¢+1,8)< p(a+2,c¢+ 2,3) 
(nach IIT) 
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b) b>1. 
p(p(a+ 2, b, 3), p(a+ 2, ¢, 8), 2) 


4. g)7 ets o-1.8-eere ¢, 3) < (a ob qe 8) 


<(e+9)°e"Or"** 
(nach Formel 1) 
(a + 2)°***°*"® — o(a+ 2, ¢+42,8). 
Forme! 3: 
Fir alle a>2, c>b und 6+0 und fiir ein festes n médge die 
Beziehung gelten: 
P(p(a,b, n+ 3), p(a,c,n+3),n+2)<S p(a,c+2,n+3). 
Wir behaupten dann, es gilt die Beziehung: 
9(p(a, b6,n+4),m,n+3)<—p[a, p(a,b—1,n+4)+2m,n+ 3] 
fiir alle derartigen a, 6, c and fiir beliebiges m. 
Fiir m =0 sind die rechten und linken Seiten gleich. 
9 (yp (a, b,n+ 4), m+1, n+ 8) 
= p{p(a,b,n+4), p[y(a,b,n+ 4), m, n+ 3], n+ 2}. 
Gilt die Behauptung schon fiir kleineres m, so folgt mit Hilfe von 
Formel III, daB die rechte Seite nicht gréBer ist als 
v{y(a, b,n+ 4), p[a, p(a,b—-1,n+4)+ 2m, n+ 3], n+ 2}, 
y(a,b,n+4)=— (a, p(a,b—1,n+4),n+8]. 


Aus der Voraussetzung ergibt sich dann, da8 der vorletzte Ausdruck kleiner 
oder gleich 


p[a, p(a,b—1,n+4)+2m+ 2, n+ 3] 
ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Formel 4: 
Es sei a>2 und c>b. Dann ist 
p(y (a, b, n+ 38), p(a,c,n+3),n+2)S—p(a,¢+2,n-+ 3). 
Fiir n = 0 stimmt diese Formel mit Formel 2 iiberein. Wir beweisen 
sie nun fiir »-+1, unter der Voraussetzung, da® sie fiir n gilt. Zunichst 
sei 6 von 0 verschieden. Nach Formel 3 ist 
P(p(a, 6, n+ 4), p(a,c, n+ 4), m+ 3) 
Sela, yp(a,b—1, n+4)+2¢—(a,c,n+4), n+ 3] 
< p[a, 3-p(a,c,n+4),n+83]. 
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Durch Induktion nach ¢ 1aBt sich fiir ¢c > 2 leicht beweisen 
8ce< y(2,¢,3). 

Da ferner p(a,c,n+4)=>2, weil a>2, s0 ist 
3-p(a,c,n+4)<S (2, y(a,c,n+4), 3) Sp(a, p(a,c,n+4),n+3), 
y(a, p(a,c,n+4),n+3)=—p(a,c+1,n+4), 

y(y(a,b,n+ 4), p(a,c,n+ 4), n+8) 
< y(a, p(a,e+1,n+4),n+3), 
y(a, p(a,ce+1,n+ 4), n+3)=—p(a,ce+2,n+4). 
Damit ist die Formel fiir 5 + 0 bewiesen. 
9 (y(a, 0,n+ 3), p(a,c,n+ 3), +2) 
= p(a, y(a,c,n+3),n-+ 2) 
=g(a,c+1,n+3)< p(a,c+2,n+ 3). 
Fiir b= 0 ist sie also ebenfalls richtig. 
Formel 5: 
0.(p(c,¢,n+2),a+2,b)Sy(a+2, 2b,n+ 3). 
Beweis durch Induktion nach b. Fiir 6=0 bedeutet die Formel 
a+2<a+2 
0,(p(c,¢,n+2),a+2,6+1) 
= 9{o,[p(e, c,n-+ 2), a+ 2,5}, e.[p(c,¢, n+ 2), a+ 2, b), n+ 2}. 
Der letzte Ausdruck is§ nach Formel IV und III 


Sv(p(a+2, 2b,n+3), p(a+ 2,2b,n+8),n+ 2). 
Nach Formel 4 ist der letzte Term wieder 
Sey(a+2, 2b+2,n+8). 
Damit ist Formel 5 bewiesen. 
Beweis fiir VI. a) a=0. 
0.(p(c,c,),0,0)=0< p(0, 0, 3). 
b) a=1. 
0.(y(c,¢,n),1,1)=(1,1,m), 
y(1,1,0)=—2, 
y(1,1,n+1)=1. 
Das letztere beweist sich leicht durch Induktion nach n. 
c)a>2. Fir n=0 und n=1 ist VI leicht zu verifizieren. Es 
bleibt fiir beliebige a und nm zu beweisen: 


o,(¢,¢,n+2),a+2,a+2)<op(a+2,a+2,n+5). 
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Ersetzen wir in Formel 5 6 durch a+ 2, so erhalten wir: 

.(p(c,¢,n+ 2),a+2,a+2)S p(a+ 2,2-(a+ 2),n-+ 3), 
2(a+2)<(a+2)***=o(a+2, 1,8), 
y(a+2,1,3)Sy(a+2,a+1,n+4), 

2.(p(¢, ¢, n+ 2),a+2,a-+ 2) 
So(a+2,p(a+2,a+1,n+4),n+8), 
p(a+2,¢(a+2,a+1,n+4),n+3)=—g(a+2,a+2,n+4), 
y(a+2,a+2,n+4)S9(a+2,a+2,n+5), 
o,(p(c,c,n+2),a+2,a+2)Sp(a+2,a+2,n+5), 


w. z. b. w. 


3. 


Die angegebenen Formeln werden uns den Beweis erméglichen, daB 
y(a,a, a) nicht ohne Benutzung des zweiten Typs definiert werden kann. 
Bezeichnen wir zur Abkiirzung die Aussage, da8 die zahlentheoretische 
Funktion f(.) von einem gewissen Argument an nicht kleiner ist als g(.), 
mit R,(g(a), f(a)), so ist der Gang des Beweises der folgende: 

Sei y(a) irgendeine zahlentheoretische Funktion, die ohne Benutzung 
des zweiten Typs definiert ist. Wir werden dann zeigen, daB es ein n 
gibt, so daB R,(w(a), p(a,a,m)), oder, wie wir zur Abkiirzung schreiben, 
wir zeigen, dab ©, (w(a),~(a,a,n)) der Fall ist. Damit wire der 
Beweis gefiihrt, da G,,(g(a,a,a), p(a,a,n)) nicht zutrifft, wie sich 
aus Formel V ergibt. 

Unsere Ausgangsfunktionen 4,c,a@-+1 haben die Eigenschaft G. Aus 
diesen Ausgangsfunktionen gewinnt man sukzessiv neue Funktionen, indem 
man die schon gebildeten Funktionen wieder bei den Rekursionen ver- 
wendet. Wir werden durch Induktion beweisen, daB die neugebildeten 
Funktionen immer wieder die Eigenschaft @ haben. 

Genauer gesagt beweisen wir die folgenden Saétze: Wir mégen einen 
endlichen Bereich von Funktionen, von einer, von zwei und mehreren 
Zahlenvariablen haben mit den folgenden Eigenschaften: 

1. Wenn y(a,,a,,..-,@,) eine Funktion unseres Bereiches ist, so 
enthalt der Bereich auch eine in bezug auf alle Variablen monoton stei- 
gende Funktion wy’(a,,...,@,) (Monotonie hier mit Einschlu8 der Gleich- 
heit verstanden), so daB fiir beliebige a,,a,,..., a, 


py’ (@,,@,---,@,) > y(@,, ay, ..-, @,) 
gilt. Es darf natiirlich auch yw’ mit y identisch sein, wenn yw schon 
selbst monoton ist. 
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2. Fiir jede Funktion y(a,,a,,...,@,) des Bereiches gilt 
G,,,(w(a,a,...,a@), p(a,a,n)). 
Unsere beiden Siatze lauten dann folgendermaBen: 


Satz 1. Fiigt man unserem Bereich eine neue Funktion hinzu, die 
man durch Einsetzung aus den Funktionen unseres Bereiches gewinnt, so 
hat der neue Bereich entweder wieder die beiden Higenschaften, oder man 
kann thn durch Hinzufiigung noch weiterer Funktionen wieder in einen 
solchen Bereich verwandeln. 

Satz 2. Bildet man unter Beniitzung der Funktionen unseres Be- 
reichs durch Rekursion eine neue Funktion wy, und fiigt man diese 
Funktion und eventuell noch andere dem Bereich hinzu, so treffen auf 
den neu entstehenden Bereich wieder die beiden Higenschaften zu. 

Da unsere Ausgangsfunktionen die Eigenschaften 1. und 2. haben, so 
ist mit dem Beweis dieser beiden Sitze alles erledigt. 


Beweis von Satz 1. Man habe eine neue Funktion durch Einsetzung 
gebildet. Falls die Funktionen, aus denen man die neue Funktion kom- 
binierte, alle monotone Funktionen waren, so ist auch die neue Funktion 
monoton in bezug auf simtliche Variablen (monoton hier immer im Sinne 
von monoton steigend mit Einschlu8 der Gleichheit verstanden). Dann ist 
also die erste Eigenschaft erfiillt. — Sind bei der Zusammensetzung der 
neuen Funktion nicht lauter monotone Funktionen verwandt, so ersetzt 
man in dieser Kombination jede Funktion durch die zugehérige monotone, 
und fiigt auch die so entstehende Funktion noch dem Bereich hinzu. Die 
erste Eigenschaft ist dann erfiillt. — Was die zweite Eigenschaft anbelangt, 
so geniigt es zu zeigen, da® sie fiir alle Funktionen gilt, die man durch 
Einsetzung aus den monotonen Funktionen unseres Bereiches erhalt. Ferner 
kann man sich darauf beschrinken zu zeigen, da®, wenn y(a,, a, ..., @,,) 
eine Funktion unseres Bereiches ist, die m Argumente hat, und wenn 
%,(@), .--, %,,(@) m Funktionen mit den Eigenschaften 


©, (%:(@), p(a,a,n)) G,, sind, (p(x, (a), «++» Xm (@)), 9 (@,@, 0) 


der Fall ist. Der allgemeine Fall ergibt sich namlich daraus durch In- 
duktion nach dem Grade der Ineinanderschaltung der aus den Funktionen 
unseres Bereichs durch Einsetzung entstehenden Funktion. Da nun fiir 
n>m R,(p(a,a,m), p(a, a, n)) und da y monoton und fiir ein belie- 
biges ¢ G,,,(x;(a), y(a, a, n)) richtig ist, so hat man 


Gan (V(x (@)s - +++ %m(@)), v(P(a, a, n),..., (a, a, m))). 
Da ferner 
G,,,(y(a,a,...,@), g(a, a, m)), 
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so ist auch 
G,.,. (v (4. (4), -- +> Xm(@)), P(P(a, a, ”), Y(a, a, n), n)), 


y(y(a,a,n), p(a,a,n), n) = e,(y(c, ¢, n), a, 2). 
Da 


R, (0.(p(c,¢,m), a,2), o(ple,¢,n), a, a)) 
und wegen Formel VI ergibt sich schlieBlich: 


6... (v(x. (a), ee Xm (@)), Pp \a, a, n)) » q- &. d. 


Beweis von Satz 2. a) Der Beweis von Satz 2 ist bei weitem 
komplizierter als der von Satz 1 und wird den Rest der Arbeit aus- 
machen. Zunichst wird eine nahere Erérterung des Rekursionsschemas, 
das den zweiten Typ nicht benutzt, notwendig. Bei einer Funktion einer 
Variablen sieht die Rekursion folgendermaBen aus: 

y(0)=a, 
y(a+1)=b(a, y(a)), 
a ist hier ein Funktional, das keine Variablen enthalt. 6 eine eventuell 
durch Ineinanderschachtelung mehrerer Rekursionsfunktionen entstehende 
Funktion zweier Variablen. In a und 6 darf keine Rekursionsfunktion 
vom zweiten Typ und nur bereits definierte Funktionen vorkommen. Analog 
lautet das Schema bei Funktionen zweier Variablen: 
y (a, 0) = a(a) 
y(a,b+1)=b,(a, 6, p(e, b)). 
Hier gelten dieselben Bemerkungen. Es ist besonders zu beachten, daf 
die Funktionenfunktion 6,(a, b, f(c)) ohne eine Rekursionsfunktion vom 
zweiten Typ gebildet sein mu8. Man kann natiirlich auch ohne Rekursion, 
durch blofe Ineinanderschachtelung Funktionenfunktionen bilden, z. B. 
f(f(a@)), f(a) + f(b), usw. Die folgende Rekursion ist aber verboten: 
y (a, 0) - a(a), 
y (a, b + 1) = e. (wie, b), b, a). 
Dagegen ist diese erlaubt: 
y(a,0)=a+1, 
v(a,b+1)=1+y[v(a+ 6, b), b). 
Entsprechend hat man fiir Funktionen von n Variablen das Schema: 
py (a, b,...,m,0)=a(a, b,..., m), 
y (a, b,..., m,n +1) = Bg,o,...m,(@, b,...,m, nm, y(a,,..., m,, 2)). 
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Wir kénnen hier annehmen, da8 sich a(...) und 6(...) aus lauter 
monotonen Funktionen zusammensetzen. Hat das Schema fiir wy nicht 
direkt diese Eigenschaft, so mége a’(a, b,...,m) aus a(a, b,...,m) da- 
durch entstehen, da man alle in a(a,b,...,m) vorkommenden Funk- 
tionen durch die zugehérigen gréBeren monotonen Funktionen crsetzt. 
Ebenso gelangen wir von 6(...) zu 6’(...). Die folgende Funktion 


y’(a, b,..., m,0)=a'(a, b,..., m), 
yp’ (a, b,..., m,n +1) = D4, ...m,(@,---, m,n, y(a,,..., m,, n)) 


ist dann von der gewiinschten Art. Sie kann an Stelle von yw betrachtet 
werden, da sie niemals einen kleineren Wert hat als y. wy’ ist monoton 
in bezug auf a, b,..., m, wie man sich leicht durch Induktion nach n 
iiberzeugt. Bei allen folgenden Uberlegungen denken wir uns immer still- 
schweigend den Ubergang von wy zu yw’ schon vollzogen. Den Strich 
lassen wir der Einfachheit halber fort. 


b) Wir zeigen nun, daB man statt unseres allgemeinen Rekursions- 
schen as ein spezielleres der Betrachtung zugrunde legen kann. Wir machen 
iibrigens die folgenden Uberlegungen nur fiir Funktionen von zwei Variablen. 
Zum Schlu8 werden wir zeigen, da8 diese Einschrinkung unwesentlich 
ist. Wir betrachten also das Schema: 


y (a, 0) =a(a) 
y(a,b+1)=5,(a, b, p(e, b)). 


Wir diirfen hier annehmen, daB b,(a, b, w(c, b)) wirklich das Zeichen y 
enthalt, sonst handelt es sich ja um bloBe Einsetzung und wir kommen 
auf den Satz 1 zuriick. Nehmen wir zunichst an, daB in b,(a, b, y(c, b)) 
kein y vorkommt, das in der zu einem anderen y gehérigen Klammer 
steht. In diesem Falle enthalt jedes y von 6 in seinem ersten Argument 
eine Funktion @,(a,b), die durch Einsetzung von Funktionen unseres 
Bereiches zustande kommt, die also die beiden Eigenschaften unseres Be- 
reiches hat. Diese Funktionen « seien «, (a,b), ..., @,,(a, 6). Es sei Eigen- 
ferner a(a, b) = Max(a, (a, b),...,@,,(@, 6)). Offenbar hat auch @ die 
schaften der Funktionen unseres Bereiches. Setzen wir nun in b, (a, b, y(c, b)) 
in die ersten Argumente aller y statt der «,(a, b) die Funktion «(a, b) ein, 
und bilden wir hiermit eine Rekursion, so erhalten wir eine Funktion, die 
fiir kein Wertepaar kleiner ist als y(a,b). Hat aber in b,(a, b, w(c, b)) 
die Funktion y als erstes Argument immer @(a,}), so kann man 
b,(a, b, w(c, 6)) auch in der Form schreiben w (a, b, w(a(a, bd), b)), wo w 
eine Funktion ist, die zu unserem Bereich gehért bzw. durch Einsetzung 
Mathematische Annalen. 99. 9 
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aus den Funktionen unseres Bereiches zustande kommt. Wir kénnen uns 
also auf die Betrachtung des folgenden Schemas beschranken: 
y(a,0)=a(a), 
y(a,b+1)=a(a,b, y(a(a, b), b)). 

Nun komme in b,(a, b, y(c, 6)) eine zweimalige Ineinanderschachte- 
lung der wy vor. Die innersten y in 6 enthalten dann im ersten Argu- 
ment wieder Funktionen «,(a,b), die wir wieder durch eine einzige 
Funktion «(a,6) ersetzen kénnen. Die nichstinnersten y haben als 
erstes Argument Funktionen uu; von a,b und w(a(a,b),b). Ebenso wie 
wir vorher das Maximum der «;(a,b) nahmen, kénnen wir jetzt das 
Maximum der yu,;(a, b,c) benutzen. Falls also in b,(a, b, w(c, b)) das y 
héchstens zweimal ineinandergeschachtelt vorkommt, so diirfen wir das 
folgende Rekursionsschema betrachten: 


y (a, 0)=a(a), 
y(a,b+1) =o {a, b, p[a(a, b), b), yp (u(a, 6, p[a(a, b), b)), b)}. 
Entsprechende Uberlegungen kénnen wir anstellen, falls es sich um eine 
n-fache Ineinanderschachtelung handelt. Hier geniigt es, das folgende 
Schema zu betrachten: 
y(a, 0) _— a(a), 
y(a,b+1)=—o(a, b,...). 

Hier hat die Funktion m auBer a und 6 noch n, also im ganzen 
(n-+-2) Argumente. Diese Argumente sehen folgendermaBen aus: Das 
dritte Argument hat die Gestalt w[a(a,b),b]. Sind ferner die ersten n 
Argumente von @ ¢,,(¢,,.-.,¢,, 80 lautet das (n+ 1)te Argument: 


y(m(C,, C,---,C,), 5), 
Hier ist « eine Funktion, die unserem Bereich angehért bzw. sich aus den 
Funktionen unseres Bereiches zusammensetzt. 


c) Wir miissen nun zeigen, daB die Funktion y(a, 6) oder aber eine 
gréBere, auch bei festgehaltenem a in bezug auf b monoton steigt, und 
daB &,,.(w(a,a), p(a,a,n)) der Fall ist. Wir geben zunichst die 
gréBere monotone Funktion an. Wir ersetzen in der Rekursion « (a, 6) durch 
die Funktion «’ (a, b) = Max(a, «(a, b)). Statt jeder Funktion « benutzen 
wir w’(a,b,...,&) = Max(u(a,b,...,k),&) und statt w(a,,...,4,,4) 
nehmen wir w’(a,,..., 4,9) = Max(w(a,,.--,@,45),@,49)- u(@) wird 
ersetzt durch Max(a,a(a))—o(a). Die neue Funktion ist natiirlich 
wieder monoton in bezug aufa, da alle die Funktionen w’,o,«’ und die 
Funktionen «’ monoton sind. Diese Funktion ist aber auch monoton in 
bezug auf 6. Wir beweisen zunichst: Wenn fiir alle a w(a,b)>a, so 
ist fir allea w(a,b+1)>y/(a,b) und y(a,b+1)>a. 
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Unter der Voraussetzung gelten namlich die folgenden Uberlegungen: 
y(a,b+1)=—o' (a, b, y [a’ (a, b), bd], ...). 

Fiir das dritte Argument ist w [«’ (a, 5), b] > a und w[a’ (a, b), b] > w(a,b). 

Da namlich y(a, 6) monoton ist in bezug auf das erste Argument und 

da a’ (a, b) >a, so ist w(a’ (a, b), b) > w(a, b) und w[e’ (a, b), |] >a. — 

Es sei fiir ein Argument ¢ von mw’ schon gezeigt: c>wy(a,h) und cD>a. 

Es gelten diese Beziehungen dann auch fiir das nichste Argument }. Denn 


d= w[(a,b,...,¢), b) 
y(u(a, b,...,¢), 6] >p[u(a, b,..., w(a, b)), d), 
(a, b,..., p(a, b)) > p(a, bd), 
y[u(a, b,..., y(a, b)), b] > w[p(a, b), b), 
y(a,b) >a; p[p(a, b)b] >yw(a, b) (nach Vorauss.) 
also b} > y(a,b) und dDSa. 
Da nun w’(a, b,...) gréBer oder gleich dem letzten Argument von w’ 
ist, so ist auch 
y(a,6+1)>y(a,b) und y(a,b+1)>a, w.zb.w. 
Nun ist y(a,0)=o(a)>a. Infolgedessen gilt allgemein 
y(a,b+1)>y(a, b). 
Damit ist gezeigt, daB die Funktion w die erste Eigenschaft unseres 
Bereiches hat. 
Es bleibt jetzt noch zu zeigen, dab G,,(w(a, a), p(a, a, n)). 


Solange bei y(a,b) b<a bleibt, geniigt es, wenn wir eine vereinfachte 
Rekursion betrachten: 
y (a, 0)=o(a), 
y(a,b+1)=o'(a,a,...). 

Hier ist iiberall fiir 5 a eingesetzf, ausgenommen, wenn 6 in dem zweiten 
Argument von y steht. Da8 diese Funktion nicht kleiner ist als die 
friihere, folgt einfach aus der Monotonitat aller auftretenden Funktionen. 
Wir bezeichnen nun w’(a,a,...,a@) mit w”(a), «’(a,a) mit @”(a) und 
uj (a, ...,@) mit ui’(a). In der Formel y(a,b+ 1)=—o'(a,a,...) sind 
die Argumente von ’ alle kleiner als das letzte Argument. Zunichst ist 
namlich y(@’(a),b)>y(a,b) =a. 

Es sei schon gezeigt, daB die Argumente bis zum k-ten nie fallen. Das 
k-te Argument sei b. Das (k-+1)-te Argument hat dann die Gestalt: 
y(u(a,a,...,0),6). Nun ist u(a,a,...,d)>d 


y(u(a,..-,d),b)>y(b,b)>d. 


Wir erhalten also keine kleinere Funktion, wenn wir alle Argumente von w’ 
9* 
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gleich dem letzten nehmen. Das letzte Argument ist y(us_1(a, ..., 0), 5), 
wenn jetzt b das vorletzte ist. Da alle Argumente von u,_; < } sind, 
so ist 

v (Ua-1(@, eoeg d), b) < y (un-1(D), b). 
Dd ist wieder kleiner oder gleich y(u,-.(e), 6), wo e das vorangehende 
Argument ist. SchlieBlich erhalten wir keine kleinere Funktion, wenn wir 
die folgende Rekursion nehmen: 


y(a, 0) ms o(a), 
y(a,b6+1)=o” (w {uns sip v[ us (w {ur [ve (a), b)}, 5}), b], vee b}) ; 


Wir miissen nun feststellen, aus einer wievielfachen Ineinanderschachte- 
lung der Funktionen w”, uf,a” und o w(a,b+1) besteht, falls die 
Rekursion aufgelést wird. Man sieht, daB, wenn (a, b) aus einer z-fachen 
Ineinanderschachtelung besteht, y(a,6-+-1) aus einer ((n)(x +1) +-1)- 
fachen Ineinanderschachtelung besteht. Die Ineinanderschachtelung von 
w(a,b) ist also gleich 2(n?+u°-?+...+1)—1. Statt dieser Zahl 
kénnen wir die nicht kleinere 2(b-+-1)n® nehmen. Ferner gibt es ein m, 
so daB alle die Funktionen 4”, w”, a”, o’ von einem gewissen a an kleiner 
sind als y(a,a,m). Es gilt also 
G,.,(w(a, a)), 0,(p (ce, ¢, m), a, 2(a+1)n*). 

2(a+1)-n® ist eine Funktion vona, die durch Einsetzung aus Funk- 
tionen entsteht, die die Eigenschaften unseres Bereiches haben. Folg- 
lich ist: 

G,,(2(a+1)n*, y(a, a, k)). 


Fiir jedes m und & ist ferner 


R,(0.(p(c, ¢, m), a, pla, a, k)), o,(P(c, ¢, m), pa, a, k), p(a, a, k))). 
Weiter hat man nach Formel VI: 


o.(p(c,c,m), p(a,a,k), p(a,a,k)) Sp(pa,a,k), p(a,a, k),m-+3) 
bzw. 

o.(p(c,c,m), p(a,a,k), p(a,a,k))<2. 
7(y(a,a,k), p(a,a, k), m-+-3) ist aber eine Funktion, die die Eigen- 
schaften unseres Bereiches hat, da sie durch Einsetzung aus derartigen 
Funktionen entsteht. Wir haben also 


G,,.(y(a,a), p(a,a,n)), q.ed. 
d) Fiir Funktionen von zwei Variablen ist damit der Satz 2 bewiesen. 
Auf die Funktionen einer Variablen brauchen wir nicht besonders einzu- 
gehen. Eine Funktion y(a) einer Variablen kann als Spezialfall y(a, 0) 
einer Funktion zweier Variablen aufgefaBt werden. Nun médge die neu 
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definierte Funktion mehr als zwei Argumente haben. Dieser Fall laBt sich 
auf den fiir zwei Variablen zuriickfiihren. Es sei 


y (a, b, sey M, 0) = o(a, b, tees m), 
y (a, b,..., m, n+1) = Bg,,....m, (@, 0, ..., m, m, (@,,..., m,, n)). 


In bag,.....m, (.-.) stehen in den Argumenten der innersten y Funktionen 
von a,b,...,m. Die wy haben also eine folgende Gestalt 


p(a,(a,b,..., m,n), ..., @,(a@,..., m,n), N). 


Hier kann man in alle Argumente von y mit Ausnahme des letzten das 
Maximum aller dieser Funktionen einsetzen. Auf dieselbe Weise kann 
man erreichen, daB bei den nachstinnersten y alle Argumente, mit Aus- 
nahme des letzten, gleich werden, usw. Nun betrachten wir die Rekursion 


y(a,...,@, 0) =a(a,a,..., a), 
y(a,a,...,@,b+1) = Bg,.»,,...,.m,(@, @,..., @, b, p(a,, ..., m,, b)). 


Das ist jetzt ein Rekursionsschema fiir eine Funktion y’(a,b) von zwei 
Variablen. Es gilt also G,,(w(a,a,...,@),p(a,a@,n)). Auch die zu y 
gehérige monotone Funktion la8t sich angeben. Die Monotonitat in bezug 
auf a, b,..., m ist schon dadurch gegeben, da8 man statt o und statt der 
in 6 vorkommenden Funktionen immer die zugehérigen monotonen nimmt. 
Nun hatten wir ein ‘y’(a, 6) gefunden, so daB y(a,a,...,a,n)< yp’ (a,n). 
Es ist y’(a,n)< p”(a,n), wo jetzt y” auch in bezug auf n monoton 
ist. Die zu w(a,6b,...,m,n) gehérige monotone Funktion ist nun 
y” (Max(a,b,...,m),n). Denn 


y(a, b,...,m,n) Sp(Max(a, b,..., m), Max(...),..., Max(...), m) 
<p” (Max(a, b,..., m), n). 


(Eingegangen am 20. 1. 1927.) 








Ein System algebraisch unabhingiger Zahlen. 
Von 


J. v. Neumann in Berlin. 


I. Wir sagen: Die m Zahlen a,,a,,...,a,, bilden ein algebraisch 
unabhangiges System, wenn sie die folgende Eigenschaft besitzen: Eine 
Gleichung 

@(a,,a,,...,4,,) = 0, 
wobei ®(z,,z,,--.,2%,,) ein Polynom mit rationalen Koeffizienten ist, 
besteht nur dann, wenn identisch 
; ® (z,,%,---,%,,) =0 
ist. 

Das Ziel dieser Arbeit ist, eine Menge M effektiv anzugeben, von der 
jede endliche Teilmenge ein algebraisch unabhdngiges System ist, und 
welche die Machtigkeit des Kontinuums hat. 

Hierzu ist zu bemerken, daB H. Lebesgue’) und E. Steinitz*) die 
Existenz einer Menge M* bewiesen haben, die die zwei folgenden Eigen- 
schaften hat: 


1. Jede endliche Teilmenge von M* ist ein algebraisch unabhangiges 
System. 

2. Zu jeder nicht zu M™ gehérenden Zahl x gibt es eine endliche 
Teilmenge von M*, die zusammen mit z kein algebraisch unabhangiges 
System bildet. 

Nun kann man aus 2. nach Steinitz (a.a.0.) leicht schlieBen, da M* 
(eine ,algebraische Basis der Zahlen“) die Miachtigkeit des Kontinuums 
haben muB. Indessen gelingt die Konstruktion der Lebesgue-Steinitzschen 
Menge nur durch Anwendung des Wohlordnungssatzes, waihrend wir die 


*) H. Lebesgue, Sur les transformations ponctuelles ..., Atti Ac. Torino 1906—1907. 
*) E. Steinitz, Algebraische Theorie det Kérper, Journ. f. r. u. a. Mathematik 
137 (1910). 
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Menge M effektiv angeben werden — also ohne Benutzung des Auswahl- 
postulate. 
Demgegeniiber ist aber festzustellen, da8 unserer Menge M die Eigenschaft 
2. abgeht (vgl. FuBnote 5). Es ist iiberhaupt héchst unwahrscheinlich, da 
die Konstruktion einer ,algebraischen Basis der Zahlen“ ohne Beautzung 
des Wohlordnungssatzes gelinge. 
II. Die Menge M, von der bewiesen werden soll, daB sie die unter I. 
erwahnte Kigenschaft besitzt, umfaBt die Zahlen 
=, g2ler! 0),* 
A, = oe” (@ >0), *) 
und nur diese ({z] ist, wie iiblich, die gréBte ganze Zahl <x). Dab 
diese Reihe fiir alle 9 > 0 konvergiert, ist klar, und ebenso, daB aus 9 < o 
A, < A, folgt. Also hat M die Miachtigkeit des Kontinuums‘). Ee gilt 
nun zu zeigen, da8 jede endliche Teilmenge von M ein algebraisch un- 
abhangiges System ist. 
D. h. es mu8 gezeigt werden: Wenn ®(z,,2,,...,2%,,) ein Polynom 
mit rationalen Koeffizienten ist, und ¢,, 0,,---, 0, itgendweiche paarweise 
voneinander verschiedene Zahlen > 0 sind, so folgt aus 


®(A,,, A,,, 79 Aon) _ 0, 


@ (x, , %,..+, Z,) = 0 


daB identisch 


ist. 
Es ist klar, da8 wir uns dabei auf Polynome mit lauter ganzen 
Koeffizienten beschrinken diirfen. 


Ill. Wir beweisen zuerst einen Hilfssatz. 


Hilfssatz. 0,, 0,,---,0,, seien irgendwelche paarweise voneinander 
verschiedenen Zahlen >0. Wenn ¢(2,,2%q,---,%,) ein Polynom ist, 
das nicht identisch = 0 ist, so gibt es ein N undein 2>0, daB ausy>N 


lp (ga) ale Aa oo") > a 
folgt. 


Der Beweis wird durch vollstandige Induktion in bezug auf m gefiihrt. 
Fir m=0 ist » eine Konstante, falls + 0 ist, so kénnen wir also 
N=1, @=|q|>0 setzen. 


%) Damit ist die dyadische Entwickelung der Zahlen A direkt angegeben. Es 
sei iibrigens bemerkt, daB der eigentliche Grund der algebraischen Unabhingigkeit der 
Ag analog zum Grunde der Transzendenz der Liouvilleschen Zahlen ist. Ein A, ist 
durch rationale Zahlen viel besser approximierbar als alle 4g (0<o0<), und kann 
mit ihnen darum algebraisch nicht hing: 

*) DaB aus @ +o immer A, + Ag folgt, kann auch aus der algebraischen Un- 
abhingigkeit geschlossen werden: sonst ware fiir ®(x, , z,)=2,—2, nimlich® (Ap, Ap,) =0. 
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Nun sei die Behauptung fiir m bereits bewiesen, wir wollen sie dann 
auf m-+-1 iibertragon. 


Wir kénnen zunichst ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, 
daB o,,, die gréBte der Zahlen 0,, 0,,---; Gms Qm+, ist. Es ist ferner 
offenbar 
P (Wy, Bigs +++) Beny Vega) = Wo lBys Zyr- +s Bq) Senta + Wy (Sys qs ---2 Bq) Santa 

St oo Ya (ys Bye 20> Sen)s 
wobei nicht identisch y,(2z,, 2,,.--,%,,)=0 ist. Fir s=0 ist 
P (2 y5 Lys + +5 Ls Vea) = Wo (ys Zq, ++» Z,,), und da die Behauptung fiir 
m gilt, nichts zu beweisen. Also sei s>1. 

Die Behauptung gilt fiir y,(x,,2,,...,2%,,); wit wahlen also N und 
@> 0 so, da8 fir y>N 

| Wo (ge™" gto" i eat! | > Py 
wird, 

Nun sei Max(0,, 05, ---; Qn) =@ <Om4,, der héchste der Grade der 
Polynome y,, ...,y, sei t, die Summe der Absolutwerte aller ihrer Koeffi- 
zienten sei C. Dann ist fiir »> N 


lp (ga g?ls"! 
=> lvo(2""”, cee eo") 3” 
_ { |y,(2"*”, owas so") ge 2-2lemeal rh» ly, (22", - griens!) 
> 9. gt 2leme 
—* ott lems?! ‘ {1 a S _aasormpaee 4 
Der zweite Faktor ist stets >1, der dritte strebt, wegen o,,, >, fiir 


¥— co gegen 1. 
Es gibt also ein N’ (> N), so daf fiir »>N’ 


|» (22 gr"! ; ” wan ” amet >a-1. 


wird, und unser Hilfssatz ist restlos bewiesen. 

IV. Wir gehen nun zum Beweise der eigentlichen Behauptung 
tiber. Also seien 9,, 0,,-.-,@Q,, Wieder irgendwelche paarweise voneinander 
verschiedene Zahlen > 0, und ®(z,,2,,...,2%,,) ein Polynom mit ganzen 
Koeffizienten. Dabei sei 

®(A,,, Ap, «+--+ Aon) = 0. 
Es soll gezeigt werden, daB dann identisch 
O(2,,%,---5%,,) =0 
ist. Wir nehmen also das Gegenteil an. 


grlenrl ee 





2lems”! 
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Der Grad von ®(2,,2,,...,%,,) sei 8, sein homogener Teil s-ten 
Grades sei Y(2,,2,,...,2,,). Natiirlich ist VP(z,,2,,...,2,,) nicht 
identisch =. Ferner werde eine Zahl C so gewahlit, daB aus 

052,59, 5 Ap, 95% S¥q SK Ao, ++ 9 SF SYm S Aon 
folgt 
| D(x, y,- +5 L,)— PY, Yas «+> Ym) | SO Max (y, — 2, , Yq — Lys -++s Yon — Vm) 
SchlieBlich werde eine ganze Zahl r gewahlt, die 


= Max(0,, Og ---» Om) 
ist; und die Summe der Absolutwerte der Koeffizienten von Y(2,, 2,,...,2,,) 
sei D. 
sei nun eine bestimmte ganze Zahl (> 1), iiber die wir erst spiter 
verfiigen werden. Es ist wesentlich, daB s,C, D,r von 1 unabhingig sind. 
Es gilt offenbar die Abschatzung 





g2!% ») g2!es”! ~y ei 
| (Ans Aas ees Ae) = (2 —, ye" sare: » oe 
v=0 v=0 = 
a gla) 2 o2lem*! 2 oat” 
< C Max (5 le alta , 3 )so SS. 
v=i+1 2° onlea 9° v=i+1 2° 


Weiter ist fir »>r 


gare) 92”” -3(7+1)*_or> 49 gort)) 


g2”+2* . 92 v? 


~9 +2)? 9%(r+1) 4.9%? —2(¥+1)? ,or*+r41 a 1 
also gilt fir />r 
=, 9%” go" @+n) gi?!) 5 
a ssa g2ttn* (1+5 +3 +5 +. 7 Ss g2@+* 

gti 49749) +4 PS thal sitet cgi ttt nt paitetea 

ae g-2 ttt ala) eer 
und dies ist fiir 2'**>s-+1 (was z. B. fiir 1>e sicher der Fall ist) 

<g7etne 1 





gie+a2!” 
Wir kénnen also unser Resultat so zusammenfassen: Fiir/ >r, 8 ist 
gz!” 


Oy os dy) — 0( ar eed 


v=0 v=0 2 


Cc 
Soe : 
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Wegen des Verschwindens von ®(A,,, ..., A,,,) gilt also 











a U gle.) glom ») 
ar! 0 _ wa : “)\< eS 
a 22” eS 2°” So 
VY. Nun soll der Ausdruck 

i l \ 

g2!e”! g2lem?! 
o( “——- 6@ © ¢ eg 2 

2) 2°” 2) 2°” 


ausmultipliziert werden. Es entstehen dabei endlich viele Glieder, die 
iibrigens alle rational sind, mit Zweierpotenzen als Nennern. Wir teilen 
sie in drei Gruppen ein, die nacheinander betrachtet werden sollen. 

Zur ersten Gruppe zahlen wir die Glieder, in denen beim Ausmultipli- 
zieren der Potenzprodukte der 


g2le! F gilem! 
ee “93” eS? +> Fr 32”? 
r=0 2 
nicht stets das letzte Glied 
gle! g2lem!! 
92" p Goes 92!” 


genommen wurde. Diese Glieder haben, wie wir soeben bemerkten, Nenner 
von der Form 2", und es ist hier 


«<(e—1)3" +2". 


Wenn wir sie mit 2°” multiplizieren, so entstehen also aus ihnen ganze 
Zahlen, die durch 


gee? —a—1-2! —20-0" ae ” lleenattiall 
teilbar sind. Da der Exponent 
> g” _g!-1 9-1 
ist, sind sie auch durch 2” teilbar. 


Zur zweiten Gruppe zahlen wir die Glieder, bei denen bei der Aus- 
multiplikation zwar stets 


gie4 g2lemti 
gq?” > 2!* 
genommen wurde, die aber aus einem Gliede von ®(z,, z,,..-., Z,,) ent- 


standen sind, das nicht den Grad s hat (also einen Grad <s). Wieder 
sind es rationale Zahlen mit einem Nenner 2“, wobei 


u<(s—1)-2" 
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ist; nach Multiplikation mit 2°’ entsteht also eine ganze Zahl, die durch 
ge! —(e—1)-2!" —9?" 
und um so mehr durch 9?" teilbar ist. 


Zur dritten Gruppe schlieBlich zihlen wir die Glieder, bei denen bei 
der Ausmultiplikation stets 





gale g2lem tl 
g?”* ar? se 9?" 
genommen wurde und die aus einem Gliede von ®(z,,x,,...,2,,) ent- 


standen sind, das den Grad s hat. Ihre Summe kénnen wir sofort an- 
geben, sie ist: 
yp (92!4 = g2les!}) 





gee! > 


und nach der Multiplikation mit 2"*’ wird daraus: ¥(2°**",..., 2**"). 
VI. Es wurde also gefunden: Es ist 


i 
s g2!e*l g2lemrl 
ro SE... ir anes 
*=0 . »=0 2 


wobei p, (Summe der Glieder der zwei ersten Gruppen) eine durch ne 
teilbare ganze Zahl ist und g, (Summe der Glieder der dritten Gruppe) 


=v (te", grea 
also auch eine ganze Zahl ist. Dies gilt fiir alle hinreichend groBen 1. 


Nun gilt aber nach dem SchluGresultate aus IV. fiir alle hinreichend 
groBen / 


Cc 
lI~+a|<S rie 
Die rechte Seite konvergiert gegen 0, wird also schlieBlich <1; da aber 
P,, 9, ganze Zahlen sind, so mu8 fir alle hinreichend groBen / 
P+u=9, 4=—P 


sein. Folglich miiBte g, auch durch 2°" teilbar sein, wir werden aber 
zeigen, daB fiir alle hinreichend groBen / 


a+ 9, In| < 2° 


1 
ist, was unmdglich ist. 
Die erste Behauptung folgt wegen 
= #(s™",...,.2°°") 
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ohne weiteres aus unserem Hilfssatze, es gilt also nur noch die zweite zu 
beweisen. Nun ist 


la, |= |e (2, ..., 2%")| < D-(2*") = D-2°"". 


i*-1 


Es ist aber klar, daB dieser Ausdruck schlieBlich < 2° wird. 
Damit ist unsere Behauptung restlos bewiesen®). 


VII. Wir bemerken noch: Wenn jedem go > 0 eine rationale Zahl R, 
zugeordnet wird, so besitzt die Menge M’ aller A,+ R, auch die in I. 
formulierten Eigenschaften. In der Tat: M’ hat die Miachtigkeit des 
Kontinuums, weil aus 9+0 A,+ R,+A,+ R, folgt (sonst ware fiir 
O(x,,%,)=2,—2,+(R,—R,) (A,, A.) = 0); und aus der algebraischen 
Unabhangigkeit eines Systems A,, A,,...,A,,, folgt offenbar auch die- 
jenige des Systems A,, + R,,, Ap, + Ry,,---, Aon + Ron: 

Die Freiheit in der Wahl der R, kénnen wir zur Erzeugung solcher 
Mengen M’ beniitzen, die noch gewissen weiteren Bedingungen geniigen. 

So kénnen wir z. B. M’ in ein (beliebig kleines) Intervall a < x < b 
(a < b) hineinzwingen: es geniigt R, mit a — A, < R, < b — A, zu wihlen. 
Oder wir kénnen auch erreichen, daB jedes Intervall kontinuum-viele 
Punkte von M’ enthalte. Es sei naimlich J,, J,,... die Folge aller Inter- 
valle mit rationalen Endpunkten; J, habe die Endpunkte a,, b, (a, < 6,). 
Wir wahlen dann fiir p—1<o<p a,—A,<R,<b,—A,. 


Bemerkung. 


Unsere Menge M erlaubt die Lésung gewisser Aufgaben, die von 
Herrn M. Mazurkiewicz*) und St. Ruziewicz’) gestellt worden sind. 


5) Unser Beweis gilt fast wértlich fiir irgendein System von Zahlen C,, C,, ..., Cn 
= g2 Pal”) 
C, = “—- (n=1,2,...,™), 
— 2 
wenn die Funktionen gy, (¥”) den folgenden Bedingungen geniigen: fiir y+ gilt 
Pn(¥)—> 2, Muti (¥)—Pn(¥) >, ¥*— Gn (¥) > @. 
(Dies gilt natiirlich fiir y, (v)=[0,¥], wenn 0<9,<9,<...< 0» ist.) Infolgedessen 
ist es leicht kontinuum-viele weitere, voneinander und von M algebraisch unabhingige 
Zahlen anzugeben: 
bed g2le Vr) 
Be = ae (@>9), 
v=0 ” 
usw. — Ubrigens kénnten unsere Abschitzungen teilweise dadurch abgekiirzt werden, 
daB die, die A, definierenden, Reihen mit alternierendem Vorzeichen angesetzt werden 
(diese Bemerkung verdanke ich Herrn Grandjot). Damit ginge aber der Vorteil ver- 
loren, daB direkt die dyadische Entwickelung der Zahlen vorliegt. 
*) M. Mazurkiewicz: Fund. Math. 1 (1920), Probléme 8, 8. 224. 
”) St. Ruziewicz, Sur un ensemble dénombrable ..., Fund. Math. 2 (1921). 
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Die Aufgabe von Mazurkiewicz ist die: Ein nicht abzihlbarer Kérper 
reeller Zahlen werde effektiv angegeben, der nicht alle reellen Zahlen um- 
faBt. Diese Bedingungen werden offenbar durch die Menge aller rationaler 
Funktionen mit ganzen Koeffizienten und den A, (0<o <1) als Argu- 
menten erfiillt. 

Die Aufgabe von Ruziewicz lautet so: Eine nicht abzahlbare Menge 
komplexer Zahlen werde effektiv angegeben derart, daB zwischen zwei 
verschiedenen Elementen z,,z, desselben niemals eine Relation von der 
folgenden Form besteht: 


P(e*)z, + Q(e*)z, + Ret) =0, 
wobei P(x), Q(x), R(x) irgendwelche Polynome mit rationalen Koeffi- 
zienten sind (es sei denn, da8 identisch P(x) = Q(x) = R(x)=0 ist). 
Diese Aufgabe kénnen wir folgendermaBen erledigen: 
Es sei etwa M, die Menge aller A,, 0<g<1, und M, die Menge 
aller A,, 1<@<2. Beide haben die Miachtigkeit des Kontinuums und 
eine von beiden geniigt der Ruziewiczschen Bedingung. Denn wire 


P(et)z, + Q(ef)z,+ Rlet)=0 (2, + 2, 2,, 2 aus M,), 
U(et)z, + Vi(et)z,+Wet)=0 (2, +2,, 2,2, aus M,), 
so kénnten wir hieraus e* eliminieren, und es ergibe sich 
® (2,, 2, 23, %,) = 0, 
wobei ®(z,, z,, Z,,2,) Offenbar nicht identisch verschwinden kann. Dies 
ist aber unméglich, denn z,, z,, 2,, z, sind verschiedene Elemente von M. 
Es mag als ein Mangel erscheinen, da8 nicht entschieden wurde, ob 
M, oder M, die gewiinschte Menge ist. Auch dem ist abzuhelfen, wenn 
wir e* durch eine andere transzendente Zahl vom Absolutwerte 1 ersetzen, 
was fiir Ruziewicz’ Zwecke gleichgiiltig ist. 
Hierzu werde ein rationales R so ausgewahlit, daB —1< A,—R<1 
ist, und es sei 
e=(A,—R)+411—(4,—R8)'. 
é ist transzendent und |«|=1, und wir kénnen die gesuchte Menge etwa 
als Menge aller A,, 9 > 0,0 +1, ansetzen. 


(Eingegangen am 5. 2. 1927.) 











Uber Funktionen mit positivem Realteil. 
Von 


G. Szegé in Kénigsberg. 


Im Bd. 64 der Math. Annalen hat Herr Carathéodory zum erstenmal 
die analytischen Funktionen, welche im Innern eines Kreises regular sind 
und dort einen positiven Realteil haben, eingehender untersucht’). Durch 
eine anschlieBende Bemerkung von O. Toeplitz ist es ihm weiter gelungen, 
fiir diese Klasse von Funktionen mit Hilfe der Koeffizienten ihrer Potenz- 
reihenentwicklung gewisse Kriterien anzugeben, welche ihm und Herrn 
Fejér spiater die Méglichkeit lieferten, einige hierher gehérige Extremums- 
aufgaben in befriedigender Weise zu lésen*). 


Diese Fragestellungen und Resultate fanden in den Arbeiten mehrerer 
Autoren einen groBen Widerhall; namentlich sind fiir den Hauptsatz der 
Carathéodoryschen Theorie (vgl. unten § 1) verschiedene Beweise gegeben 
worden*). Die vorliegende Note enthalt einen neuen, wie mir scheint 
recht einfachen Beweis, der von den meisten bisherigen Beweisen ab- 


*) C. Carathéodory, Uber den Variabilititsbereich der Koeffizienten von Potenz- 
reihen, die gegebene Werte nicht annehmen [Math. Annalen 64 (1907), S. 95—115]. 

*) O. Toeplitz, Uber die Fouriersche Entwicklung positiver Funktionen [Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo 32 (1911), 8S. 191—192]; C. Carathéodory, 
Uber den Variabilitaétsbereich der Fourierschen Konstanten von positiven harmonischen 
Funktionen [ebenda, 8. 193—217]; C. Carathéodory und L. Fejér, Uber den Zusammen- 
hang der Extremen von harmonischen Funktionen mit ihren Koeffizienten und iiber 
den Picard-Landauschen Satz [ebenda, 8. 218— 239). 

%) Vgl. die Literatur tellung in den Enzyklopadieartikeln: L. Lichtenstein, 
Neuere Entwicklung der Potentialtheorie. Konforme Abbildung [II C 3, 8. 177—377], 
8. 229—230; L. Bieberbach, Neuere Untersuchungen iiber Funktionen von komplexen 
Variablen [II C 4, 8. 379-532], S. 501—504. — AuBer der hier zitierten Literatur sei 
noch die Arbeit: G. Szegé, Uber einen Satz des Herrn Carathéodory {Jahresbericht 
der Deutschen Math.-Vereinigung 28 (1919), S. 131—137] genannt. 
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weichend formentheoretische Betrachtungen ginzlich vermeidet und auf 
allgemeinere Probleme verwandter Art iibertragbar ist‘). 


Der Vollstandigkeit halber skizziere ich in § 2 einen einfachen Weg 
von dem Hauptsatz zur Lésung der wichtigsten Carathéodory-Fejérschen 
Aufgabe. § 3 enthalt eine Bemerkung zu dem in § 1 gegebenen Beweise 
vom Standpunkt der in § 2 behandelten Extremumsaufgabe. 


§ 1. 
Beweis des Hauptsatzes. 

Wie von mehreren Verfassern hervorgehoben worden ist, kann der 
ganzen Carathéodoryschen Theorie der folgende Satz zugrunde gelegt 
werden : 

Es seien ¢,,¢,,...,¢, gegebene komplexe Konstanten, die nicht sdmt- 
lich verschwinden. Man kann dann die ganze positive Zahl m, m<n, 
die positiven Konstanten 

a> Ye eres Ym? 
schlieBlich die voneinander verschiedenen Zahlen vom Betrage 1 


€, = ef6, o, = eth, ..., 6 == efOm 
derart bestimmen, daf fiir y=1,2,...,m 
(1) C,= 8 t+ relat --- +m he, 
wird. Die Zahl m, sowie die Zahlen y,, 2, sind eindeutig bestimmt”). 
Beweis. 1. Es gibt gewisse positive Zahlen 


91> Gos ee Gant. 
sowie Zahlen vom absoluten Betrage 1 


n, = e%, y= eh, ..., Nang s = C8om, 
so daB fiir y=—1,2,...,m 


(1’) C,= 9:9; + 92% + — + Ganta "ons 
wird. Man kann sogar, behaupte ich, 


22 


=k 2n+1 


(kK=1,2,...,2n+1) 
wahlen. 


*) Der von Herrn Carathéodory a. a. O. *) gegebene Beweis scheint iibrigens auch 
verallgemeinerungsfahig zu sein (vgl. die Andeutung a. a. 0. *), 8. 202). — Auf der- 
artige Verallgemeinerungen méchte ich bei einer anderen Gelegenheit zuriickkommen. 

5) Die Zahlenpaare y,,¢, (k=1,2,..., m) kénnen natiirlich untereinander ver- 
tauscht werden. 
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Setzt man namlich 
f(t) = 2R(c,e-# +e, e-%# +4 ... +6 e-)+C, 
wo C eine beliebige Konstante bezeichnet, so ist 


2x 


c= 7, | thereat (»=1,2,...,n). 


0 


Wir wahlen nun C positiv und so groB, daB f(t) fiir jedes ¢ positiv aus- 
fallt. Da fiir ein beliebiges trigonometrisches Polynom 2n-ter Ordnung ¢(t) 
die Gleichung 


a 2n+1 


2 
Z| o(t)at= mpi P(e) 


besteht, folgt die Behauptung. 
2. Weiter stellen wir die folgende 
Minimumsaufgabe. Man betrachte sdmtliche nichtnegativen Zahlen 


2) 91> a> ++> Janta 

und die Zahlen vom absoluten Betrage 1 

(3) 9, = et, 4, ete, ..., Neng. = Cfo, 

welche den Bedingungen 

(4) C= 9.95 + 9a + ++» + Gangs Tens (» =1,2,..., 2) 


geniigen, wobei die c, gegebene nicht durchweg verschwindende Konstanten 
sind. Ee soll 


(5) 91+ Gat +++ + Iants 
zu einem Minimum gemacht werden. 

Wir haben vorhin gezeigt, daB es Wertsysteme (2), (3) von der zu- 
gelassenen Art gibt. Es ist ferner klar, daS das fragliche Minimum 


existiert. (Man kann ja annehmen, da8 die Summen (5), also auch simt- 
liche g,, beschrinkt sind.) Es sei nun 


95 = V1> Ja = Yao +++» Janta Vant+i? 


= & = ef6:, 44> & = et6, ees Nent1 = fants = C8Orm 


ein Wertsystem, fiir welches das Minimum angenommen wird. Es kénnen 
dabei gewisse y, verschwinden, jedoch nicht alle, da die c, nicht simtlich 
Null sind. Es kénnen ferner gewisse «, zusammenfallen. Durch Weglassen 
bzw. Zusammenfassen der entsprechenden Glieder in (4) sieht man jeden- 
falls folgendes: 
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Es gibt eine positive ganze Zahl m(m<2n--1), ferner positive Zahlen 
(6) Yas Deo e+ +> Ven 
und voneinander verschiedene Zahlen vom Betrage 1 


(7) €, = e861, g,= ef0:, ..., 6 = etOm 
derart, daB 
1. samtliche Gleichungen 
(8) C= Mei t+ eee t +s + ¥m en (»=1,2,..., ») 
erfiillt sind; 


2. die Summe 
Mit Yet «+> Tm 
niemals abnehmen kann, wenn man die reellen Zahlen y,, 7,, . 
6,,9,,...,6,, unter Beachtung der Gleichungen (8) variiert®). 

3. Fiir m <n ist damit unser Satz bewiesen. Wir zeigen nun, daB 
der Fall m> n iiberhaupt nicht eintreten kann, Dann kénnte namlich 
die Lagrangesche Methode der Multiplikatoren angewendet werden’). Es 
existierten danach 2n-+*1 Konstanten 4,,4,, 4,,.--,4,,¢@,, die nicht 
durchweg gleich Null sind, derart, daB die partiellen Ableitungen von 


dg (%a + Yat +++ + Ym) 
(10) + 3, (7, 00878, + y, cosy 0, +... + ,, cos», ) 


°°: Ten? 


+3 4, (7,8in 98, + y, sinv8, +... + y,, sin», ) 


nach den Variablen y,, 0, fiir das oben erwahnte spezielle Wertsystem 
simtlich verschwinden. Dies wiirde aber heiBen, dab 


Ag+ (A, cos» 0, + u, siny ®,) = 0, 
v=1 


s>(- 4, siny6,+ u,cosv0,)=0 (k=—1,2,...,m) 
v=1 
gilt, oder daB das nicht identisch verschwindende trigonometrische Poly- 
nom n-ter Ordnung 


d+ 3 (A, cos + yu, sin» 8) 
v=1 


die Doppelwurzeln 0,, 0,,...,6,, besitzt, was wegen m > n unmdglich ist. 
Damit ist die Darstellbarkeit der c, in der Form (1) gezeigt. 


*) Eine derartige Variation ist freilich nicht notwendigerweise méglich. 
?) Vgl. R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik I [ Berlin: 


Julius Springer 1924], S. 143. 
Mathematische Annalen. 99. 10 
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4. DaB die Zahlen m, y,, ¢, eindeutig bestimmt sind, kann auf die 
bekannte Weise bewiesen werden. Der Vollstandigkeit halber sei dies 


noch ausgefiihrt. 
Man setze 
c_,=é, (» = 1,2,...,%), 
’ Co =Mat ret --- +n 
dann ist 
(11) Xo “p-e%® = 2 ul tot ty yt oe bayee |”, 
Pa = 


so daB m der Rang der linksstehenden Hermiteschen Form ist. 
Die «, geniigen der Gleichung 
[C,-g41—8C,-g]=9 (p,g=0,1,.., m—1). 
Die linksstehende Determinante entsteht nimlich durch zeilenweise Multi- 
plikation aus den beiden folgenden: 


[ert —eebs], [Foes 7) (p,q= 0, 1, “ore m—1), 


von denen die zweite + 0 ist, wahrend die erste fiir e = ¢, (k =1, 2, ..., m) 
und nur fiir diese Werte verschwindet. 

SchlieBlich kénnen die y, aus (11) berechnet werden, indem man das 
Polynom 

Lot ae+...+2,2" 

so bestimmt, da8 es fiirz=«, (kh =1, 2,...,m;h +k) verschwindet und 
fiir z=, den Wert 1 erhalt (was wegen m <n stets méglich ist). 

Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 


§ 2. 
Uber eine Carathéodory-Fejérsche Aufgabe. 
Wir betrachten die Menge Ul der im Einheitskreise r <1 reguliren 
harmonischen Funktionen 
u(r, 0) =a, + 2r(a, cos@+- 6, sin) + 2r* (a, cos 20 + b, sin20)+..., 
deren 2n-+-1 erste Koeffizienten 


ins Gas Oye - 2-9 Me 
vorgeschriebene Werte haben. Jede derartige Funktion besitzt im Ein- 
heitskreise r <1 eine bestimmte untere Grenze u*). Gesucht wird die 
obere Grenze (Maximum) dieser Zahlen u, wenn u(r, 6) sdmtliche Funk- 
tionen der Menge Ul durchlauft. 


*) Diese Zahl » ist bekanntlich niemals ein Minimum, es sei denn, daB 
u(r, 0) = konst. ist. 
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Wir kénnen voraussetzen, daB die Zahlen 
c,=a,+ 1b, (y= 1,2,..., 2) 

nicht sémtlich Null sind, (Sonst ist offenbar a, das gesuchte Maximum, 
das nur fiir u(r,6)— a, erreicht wird.) Man wende auf diese Zahlen c, 
das Ergebnis des § 1 an und setze mit den dort ermittelten positiven 
Konstanten y,, 795 --+> 7m 
(12) Cy = Oy = ot My trat- ++ +n 
Die so bestimmte Zahl y, ist gleich dem gesuchten Maximum. Es wird 
allein fiir die Funktion 


m ae 2 
(18) u*(1,0)— rot 2) iar 0080-0) FF 





erreicht. 
Beweis. 1. Es gelten die Gleichungen 


m 
C— Fo%o= 2 Meee (y= 0, 1, 2, ores n), 
wobei ¢,, = 0 oder 1 sei, je nachdem » + 0 oder» = 0 ist. Sie bedeuten, 
daB fir »=0, +1, +2,.... +n 


22 


lim gt (u(r, 0) — reread — S485 


r>1 } k=1 


ist. D.h. bei beliebigem 2,, z,,..., 2, 


2x 
(14) lim 3 ft [u(r, 0) — yo] |" +2,2+...+2,2"|*d0 
0 
- See (2 = ef), 
k=1 


Wegen m <n kann nun das Polynom z,-+-2,2+...+ 2,2" so be- 
stimmt werden, daB es die einzigen Nullstellen e¢,,¢,,...,¢,, besitzt. Dann ist 


lim 9, Jtu(r, 0) — re) lao+ e124. >. +2,2"|*d0=0 (z= et), 
3 
ferner 
22 
(15) lim 5 Jiu(r, 0) — pu) 2) +224... +2,2"|90 
Tr 0 
= (79— #)(|%|"+|2,|* +--+] 21") (z = ef), 


woraus u < 7, folgt. om 
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2. Es sei nun u=y,. Wir zeigen dann, daB u(r, 6) = u*(r, 0) 
gilt. Das Polynom z+ 2,2+...+ 2,2" sei zunachst wie eben be- 
stimmt, In (15) ist jetzt der Integrand >0. Man schlieBt daraus un- 
mittelbar die Gleichung 


lim f (u(r, 0) — y,]20 = 0; 


hierbei ist J ein beliebiges abgeschlossenes Intervall, das keinen zu den 
6, mod 2x kongruenten Punkt enthilt’). 

Bestimmt man anderseits das Polynom z, + 2,z + ...-+ 2,2” in (14) 
derart, daB es fiir z= «, (h = 1, 2,...,m;h +k) verschwindet und fir 
z=e, den Wert 1 erhalt, so gewinnt man das folgende Resultat: Be- 
deuten J,,J,,...,J,, abgeschlossene Intervalle, so daB J, die Zahl 0,, 
jedoch keine den anderen mod 22 kongruenten Zahlen enthialt, so ist 


i 3 f4(0 ®)— 1 )40— 75 (b= 1, 2-1 mh 


(Hieraus folgt leicht fiir eine iiberall stetige Funktion f(@), welche die 
Periode 22 besitzt, 


32 


lim 5 Jiu, 9) — 79) f(0) a0 —2'% f(0,). 3°) 


r>il 


Es gilt insbesondere 


22 


lim : finer, 6) — y, | e**° dé = >’ 7, 8m (n=0,1,2,...), 
r>1 $ k=1 
woraus u(r, 0) = u*(r, 6) folgt. 


§ 3. 
SehluBbemerkung. 

Vom Standpunkt der eben behandelten Carathéodory-Fejérschen Auf- 
gabe kann der Satz von §1 und sein dort gegebener Beweis folgender- 
maB8en interpretiert werden. 

Der Satz ist offenbar gleichbedeutend mit der Aussage, daB die in 
§ 2 erklirte Funktionenmenge Ul genau eine Funktion der Form 





™m 
; 1—r* 
(13°) rot Dt 1 —2r cos (6—6,) +7* 


*) Vgl. die analogen Uberlegungen in meiner Arbeit, Koeffizientenabschitzungen 
bei ebenen und raumlichen harmonischen Eptwicklungen [Math. Annalen 96 (1927), 
8. 601—632], § 1, 2. 


) Vgl. a.a. 0.*%), $1, 3,4. 
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enthalt. Hierbei sind die y, samtlich positiv, die Zahlen e*® voneinander 
verschieden (kK = 1,2,...,m) und m<n. 

Der Beweis beruht auf folgender Modifikation der Carathéodory- 
Fejérschen Aufgabe. Man betrachte die Untermenge UW’ von U, welche 
aus allen Funktionen von der Form (13’) besteht, jedoch mit m < 2n +1, 
und suche ihre untere Grenze, nimlich y,, méglichst groB zu machen. Da 

Yot Mat Yeat-+- ty =A 


vorgeschrieben ist, kommt diese Forderung darauf hinaus, daB 
v¥,+%at+---+y,, ein Minimum sei. Dies war aber gerade die Mini- 
mumsaufgabe von § 1, 2. 


Kénigsberg, Januar 1927. 


(Eingegangen am 19. 1. 1927.) 











Eine Illustration zur Riemannschen Vermutung. 


Von 


Guido Hoheisel in Breslau. 


Die Riemannsche Vermutung besagt, da8 fiir jedes 6 > 0 
N(>+8,7)=0 


ist. Hier bedeutet N(o,, 7) die Anzahl der Nullstellen von ¢(s) fiir o>, 
und 1<¢#<T (s=o+t). Pélya hat nun ausgehend von einer Integral- 
darstellung der Funktion 


(0) —22=) r(#) 2 Fe(6) 


durch eine geringe Abanderung des Integranden eine Funktion é*(s) erhalten, 
deren Nullstellen simtlich auf der Geraden o =} lagen. Wir wollen hier 
durch eine denkbar einfache Konstruktion eine Funktion ¢*(s) angeben, die 
fiir ein beliebig klein gegebenes festes x >0 und alle T7>1 die Beziehung 


N($+%,7)=0 


erfiillt, auBerdem aber noch viele Eigenschaften mit der ¢-Funktion ge- 
mein hat: 
1. ¢* geniigt derselben Funktionsgleichung. 


2. ¢* hat ebenfalls nur den Pol s =1 sowie die trivialen Nullstellen 
der ¢-Funktion, ja ,,fast alle“ Nullstellen der ¢-Funktion. 


3. ¢*(s) hat dieselben Fourier-Koeffizienten wie ¢(s): 


T T 
lim rf eo + it) edt = lim rf eo + it) et4tdt, 
0 ° 0 


giiltig fiir alle 2 und nicht zu kleine o. 
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4. ¢* ist generalisiert fastperiodisch im Sinne von Besicovitch; ge- 
nauer ist (fiir dieselben o wie bei 3.) 


T 
lim Ff lg(o+st) —{*(o+ét)|*dt=0. 
U 


5. Ist die Riemannsche Vermutung richtig, so ist 


o*(8) =¢(8). 
Kénnte man statt 4. zeigen 
4a. ¢*(s) ist fastperiodisch (fiir irgendein o), 
so folgte aus 3.: 
o*(s) =2(s), 
d. h. die Riemannsche Vermutung. 
x > 0 ist also jetzt fest. Die eventuell vorhandenen Nullstellen von 


¢(s) im Gebiete o>}-+%; t>0 ordnen wir nach wachsenden Koordi- 
naten (jede in ihrer Vielfachheit gezahlt): 


84> 89.19 83.49 Sy a9 +0 
a 
1 ‘(F-4) 
1-9 = 1,¢ e 


Aus der Funktionalgleichung und der Konjugiertheit der ¢-Funktion 
ergeben sich noch die Nullstellen *) 


a 
1 “\g7% 1 
8,9 _ atT,e ( ; &s=7 TT, e 


Wegen des Carlsonschen Satzes (Arkiv Mat. Astr. Fys. 15) 


N(5 +x, 7) =O( r+) 
ist das Produkt 


’ 1 1 
IT =F ee | 

g(s)= 1— 1 eee 1— ) 
” 1-9 4 F 


konvergent, denn es ist wegen Carlson 
1 
ty 








konvergent. 


1) Reelle Nullstellen gibt es bekanntlich nicht in 0<o<+1. 
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Definieren wir nun H(s) durch die Gleichung 
o(s)= H(s)-9(s), 


definieren wir ferner 
1 1 


oc = HE (vs) («52 (—‘S8) (32). 


so behaupten wir jetzt: 








¢*(s) = H(s)-9"(8) 
hat die erwiinschten Eigenschaften. 
¢*(s) ergibt sich also aus £(s), indem man alle Nullstellen der 
¢-Funktion, die nicht im Streifen | —-x<o<}-+-x liegen, unter Er- 
haltung ihres Absolutbetrages auf die Gerade o =} kehrt. 
Die Eigenschaften 2 und 5 gehen unmittelbar aus der Konstruktion 
hervor. Da ferner 


) g(l1—s)=g(s); g*(1—s8)=—g*(s) 
gilt, so ist 











fie 
¢*(1—s#)=f(1—8)- os 


Beli gnlgy 
also Eigenschaft 1 erfiillt. 


3 und 4 werden sich gleichzeitig ergeben. 
Zu ihrer Herleitung betrachten wir den Quotienten 


(E-4)) (3 UF 7 **) 








(spre 








E(s) oo) _ 
(a) are) ~ Hl om hens) 





‘)(e-3 
es) PT ge, 
(+L +n) (s-5—ri) 
pet gL 9, 








indem s—y=re gesetzt ist. 
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Das zweite Produkt unterscheidet sich vom ersten nur dadurch, dab 
— 6, an Stelle von 4, steht. Vor der Hand wird es geniigen, das erste 
Produkt abzuschitzen. Der allgemeine Faktor darin lautet: 


2 e726, _ 72 268 


F,=- 





2_ 2-288 
rere 


Diese Faktoren zerfallen in drei Klassen: 
Ty - 1 Ty ; ty 
i. > 37: 2. a<5 <2: 3. > 22. 


Nur die dritte Klasse enthalt unendlich viele Elemente. Fiir die erste 
Klasse ergibt sich: 
r2 e249 (1 _ ¢24,) 


F,=1+ sas = 1' 4+ “GG, 








7% 6 
\@ 9 4r$ sin® 4, re - r? r?.4 
= — < < 
. (r?— 92) * + 4r?r2 ein? d ~ (r?—1?)® ~ 4(r,+1r)*(r—2,)® ~ 4r?-r? 
1 1 
IG,|<- a le 


r 
Es gibt — r soll groB sein — nach Carlson héchstens r1-***+°) < 71-2 
Faktoren der ersten Klasse: 
1 ri-2* 1 1 ria yam 
I ¥.< (+s) —(l+aceems) <e"- 


sz 





‘ 
r 


Abschitzung der Faktoren der dritten Klasse: 























2 .2,-24 (6-0, 2-248 244, 
248 r—r'e ) r°e (1—e**"*) 
FF = = = 9 
a , PL 1+ pope 1+ H, 
, r \? 1\? 
| \? 4r* sin® 3, ary 4, (= ) (3) 1 


(7? —r*)? 4477 r* sin? d ~ (r,+r)*(r,—1)® ~ 3 -r® a 4r*r?’ 


| HW r|< I+ es) 


A 
7\>" 








= I (1+ se)” < Wey <(@") 


Da aber Ps + konvergent ist nach Carlson, so folgt 


v=1 


et 
v= Ty 
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(Sue 
Fiir die weiteren Abschiatzungen sei s = 5 + re (i ) rechts von 6 =} -+-x 
angenommen, was ja wegen der Nullstellen von ¢ * nétig ist. Es ist also 


rsind >x 


Abschitzung fiir Faktoren der Klasse 2: 
Wir nehmen davon zunachst nur die Faktoren, fiir welche 
lr —r,| > log*r 
ist *). 
7? e268 (1 _ ¢-244,) 


F,=1+ 





=1+G,. 


pir? ett? 
Nehmen wir jetzt gleich den vom zweiten Produkt fiir 5 herriihrenden 
entsprechenden Faktor dazu (4, ist in — 4, zu verwandeln), so ergibt sich: 


r? e2té (2— e244, = e? #4) ré e*# (4 Pa e~*44,) (1 —e*#4,) 

















1+ yaa TATE. 
4r? e*# sin? 3, 19 1 
= args MIM IGN al <a 
1 1 
L,\*< < 
NS La aad ~ Teor) +4 (4) ] 
2 
r?(|r—r,|+20—1)*” 
| M,|=|@,|* a ‘ 
ee Si he 2 2a. 1 \3 
(r®—22)* + 41° rf sin® 3, i[(r—r,)*+4(0-5) | 


< : as 
(jr—r,|+20—1) 


Die Anzahl der Faktoren der zweiten Klasse ist nach Carlson héchstens 


— < ae 


y2 os 2 
< D+ tanec) 








| F. 


f, 
> PF 


—) ( 6489 
Tr r 
< I+ (| j <I SY aocmlote th ; 


\ r—ty|+2o0—1)* 














(? Es kénnte auch irgendeine andere Funktion sein, falls sie nur starker als 
log r wiichst. 
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Wir zerlegen nun in weitere Produkte, indem wir die Faktoren, fiir 
welche |r — r,| zwischen zwei ganzen Zahlen J und /+-1 liegt, zusammen- 
fassen. Es gibt gema8 der v. Mangoldtschen Nullstellenformel héchstens 
O(logr) solcher Nullstellen. Fiir dieses Produkt ist alsdann 


6 e-logr 
6+8— 
Il fi< (xi:st#8 


i<|r—ry|<i+1 1+20—1)* 
»>|Z|>4 


SM le fi (4 ce) | 





te) i= [log*r) (l+20—1 
r >F 
ae r) 
-logr 
: (+ 20-12. 8 
lon ( 6+82 (l+20—1) 
= Snes a 
Hf. (14+ 20—1)* 1)* 
e-logr —— 
6+ 22 tm loge ri OF 8°—" logr- + —__ Pe 
<\e r <e (log Atse-i ger 


Sind also in dem Intervall (r — log*r, r+ log*r) keine Nullstellen der 
¢-Funktion (mit der Abszisse >4-+-x), so kénnen wir fiir solche r bei 
Zusammenfassung der bisherigen belies schlieBen 

¢ ¢ 


1 
S| < at. gh. gr 





~ 





fiir r— oo. 


Fiir eben diese r kénnen wir wéortlich ebenso schlieBen 






1 ¢c G 
“FE, tr, er iy 
indem bei den Abschitzungen in jedem Faktor 1—... statt 1+... ge- 


schrieben wird. Es gilt also fiir diese r 
er 


Sind dagegen in dem Intervall (r —log*r, r+ log*r) noch Null- 
stellen, so ergibt sich fiir die dadurch entstehenden Faktoren nur folgende 
Abschatzung 


—1. 

















156 G. Hoheisel. 


. o .elogr ™ [log* r) 1 
ee 
i=6 (l+2o0—1)* 





© 
o 1 1 
(+8 ;) — Cos +2 @+2e-1) grte=a) 











<6 
o 1 1 2e o* logr 
(6+8°) o-lege (sctust reo) @oe-i" “@o-i* + 
= =f -e 
P 2e Cs Co 
*@o-1)? FF -1 
<¢- "«# é¢', 


wobei c,, c, und c, auch von o unabhdngig sind. 
Es 148t sich also nur schlieBen 
ce 
(2) l< gto? 
t(s)| 
Fiir o > 3 1a8t sich ebenso schlieBen. 








=. 
2e0-1 
’ 


f(s) 

o*(8) 

indem bei der letzten Abschitzung 1 —... statt 1+... geschrieben wird. 
Wir wollen jetzt wieder annehmen, da8 das Intervall (r — log*r, 

r+ log*r) nullstellenfrei ist. Es war bewiesen 

a 

‘e 











~l1. 








Wir wollen jetzt sogar zeigen 
f(s) 1 
£*(s) 
Das Argument von ie ist also zu untersuchen. Nun ist fiir ein Produkt 
8 








P= [I(1+«,) 





te(agP) => fa) 


Fiir die drei Klassen unseres Produktes ergeben sich auch hier wieder ver- 
schiedene Abschitzung der Summanden. 


In der Klasse 1: ” ; ergibt sich 


& 
3 (Gr) r 


| G,| 
1+8(G,) 








1 
D gee 
r 
unter Benutzung friiherer Abschaitzungen. 
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Die Anzahl der Summanden ist kleiner als r'-**, mithin 
2 
> | te (arg F.)| < “an 
28+ 


{n der Klasse 3: a => 2) mu8 man sofort den aus dem zweiten Pro- 
dukt fiir 5 entspringenden analogen Summanden hinzunehmen: 


es FL =1+4,,; aed A 1+H,,, 


wo H,, aus H,, entsteht durch Ersetzung von 6, durch — 4,. 
Wegen der Abschitzung 
1 
|H,|<a5 
folgt 
1 1 
D | te (are F,,) + tg (arg F,»)| S355, < ¢: 


Ty Tr 
vy 
—2?2 
7 = 


Bei den Summanden der zweiten Klasse haben wir die Abschitzung 























3 (Ly + M) | Ly| + | My | 
1+R(L,+M) | > 1—|L|—|ae]’ 
sofern |L,| + |M,| <1 ist. Nun ist 
1 < es Ml <a Ip — | bz log'r, 
ry (20 —1) (lr —1»| +20 —1) 

2 2 
S |e (are F,. + 008 F,,.)| <3 2S 4 Seal pen 

1 es ? z 

_ da offenbar 1 — | L,|—|M,| > 5 angenommen werden kann. 


Die Anzahl der Summanden ist kleiner als r1-?*. Also 


ss ae 
Pe tr eel 
Tr r r°* 


1% 
<7 <? 





1 - c logr _c- 
: 2 (1+20—1)* S 2. aaseip “.° 


s<—ce 
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Insgesamt ergibt sich also: Fiir alle r, bei denen das Interval] 
(r — log*r, r+ log*r) nullstellenfrei ist, gilt mit r—+ co 


te) 9 


arg z*(s) 


In der Tat: mit 
2 tg |e, | 
ist auch S’|a,| konvergent, falls nur |«,| <5 gewahlt ist. Wegen 


tga,|—=tg|a,| laBt sich also auf die Konvergenz von 


> | arg F, | 
schlieBen. Da auBerdem 


2 te|a,|< L\a,|< 2 Stgla,| 
gilt, wofern nur etwa |a,! <7 ist, so ergibt sich 
> |arg F,| 0 
mit r—+ co. 


Wir kénnen jetzt sehr leicht den Nachweis fiir die Eigenschaften 3 
und 4 der Funktion ¢*(s) erbringen. 


Es sei s=0,+%t (0, >}-+~ fest). 
Wir kénnen dann in unseren Abschatzungen ruhig r durch ¢ ersetzen, 
da fiir groBe ¢ die Differenz |¢ — | beschrankt bleibt. Wir behaupten 


T 
tim 7 f |f(00+41) — ¢*(o,+ it) |*dt—0 
0 


falls o, nicht zu klein gewihlt ist: o, >2+ 5. 

Um jede Nullstelle o-+¢¢ von ¢(s) mit o>3-+ x denken wir uns 
das Intervall (t — log*t, ¢ + log*t) gelegt. Die Lange aller solcher Inter- 
valle zwischen 1 und 7 ist nach Carlson héchstens 

qin tate) beet P< pins 


also verschwindend gering gegeniiber 7. Fiir alle ¢, die nicht in solche 
Intervalle fallen, gilt offenbar 


o*(s) 
tis) —- 1 + e(t), 


wobei ¢(¢) mit ; gegen Null geht. 


Deute ich durch den Akzent an, daB ich nur iiber solche ¢ integrieren 
will, so ist 
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T 
*(g. + ie)|? of : 
(0y-+64)|*|1— Se 2O)| ae + Jit annie 


Clas tintatt« fic (o,-+ ét)|* dt, 
° vr 
wobei « = Max e,(t) in ‘(/7', 7’) bezeichnet. 
Da o, >} + ist, gilt der Mittelwertsatz. Es ist also 


FJ 18 (0+ #) — "(95 + st) |*at 
0 


vr T 
. 1 4) 19 C, 
|C(o,-+ 4 ‘at ten| C(o, + %t)|\"dt< ++c0C,. 
<a cal o( iY )| T. | ( 0 )| \T 2 
Es bleibt noch die Integration iiber alle die ¢, welche in ein Intervall 
fallen. Wir deuten das durch zwei Akzente an. Es sei jetzt o, >3. Dann 
gilt, wie wir schon sahen, 
o*(s) 


(s) 


Taat 


<t 








Es ist demnach 


“fe (6, + it) —¢*(0,+ ét)|* ad] nina 12%! ay 





2e, w ~—8n+ 2e, 


<C. tees: fie Cc: T ee 








Wenn also 20, >1+ “ ist, dann ergibt sich 


_f 
UL |e (op +8t)— "(05+ it)|*at +0. 
0 
Also insgesamt: 


T 
1 \t(op+it) — o%(0+ st) "at 0. 
0 
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In ganz ahnlicher Weise 148t sich Eigenschaft 3 herleiten. Man kann 
diese Eigenschaft aber auch, wenn man will, aus der eben bewiesenen 
Relation ableiten, so wie es Carlson in einem allgemeineren Falle getan 


hat (Arkiv 16, n° 18, p. 12). 
Eine kleine Anwendung wollen wir noch geben. Es sei 
1 1 
N(5+*, T+1)—N(5 +x, T) =o(logt) = d(t) loge. 


Dann folgt nach unserer Abschitzung fiir die Faktoren der zweiten Klasse 


dr) logr 


( 6+8— hal mai 
1 Fe . 
+ (l+20— 1)* 





‘<2 ~<2 
mt, | <log*r 


Es gilt also fiir alle so-+t die Abschiatzung 
E(o+s) | be om 
C*(o+it) | 


fir }+*x<«o<C, wo C beliebig groB sein kann. 
‘Fir o> 1,01 folgt entsprechend 


¢* (0+ it) yo 
C(o+%t) 04 














also 
\t*(o+4t)|<2°™ 
fiir o > 1,01. Wegen der Funktionalgleichung ist 
g"(o+8t)|<t° 
fir —C<o<—0,01. Daraus lat sich, da ja die ganze Funktion 
¢*(s)-(1—#) ebenso wie ¢(s)-(1—s) von der Ordnung 1 (Maximaltyp) 
ist und daher 
|¢*(s)-(1—2)| < el 
fiir alle s gilt, nach Phragmén-Lindeléf der SchluB ziehen: 
ig" (s)-||~*| 
ist beschrankt in —0,01<o0<1,01. Also ist fiir o>}-+ x nach 
Carathéodory sogar 
log ¢*(s) = O (log t) 


im Kreise um 2+ it mit }—x—e, wenn derjenige Zweig verstanden 
wird, fiir den in 2-+¢¢ das Argument von ¢*(s) zwischen 0 und 27 liegt. 
Wenden wir auf diese Funktion den Dreikreisesatz an: 


3 
r, = 0,9; r= 5K — 8; ! = 7 —*— 2e, 
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wobei ¢ eine feste kleine Zahl bedeutet. Dann ist 
M, < My". MS (a, +-a@, =1), 
M, < 5(t)“*-c-(log t)"** = 4, (#)-log t. 
Also ist fiir o>}+ x 


log t*(o + it) = o(log t). 
Daraus folgt 


[o(o+ st) <2. 
Also: Falls 
N(} +x, 7+1)—N(i +x, 7) =o(log?) 
gilt, so ist die Lindeléfsche Vermutung 


|f(s)| Ne #°™ 
fiir o > x richtig. 


Es gilt aber, wie man leicht mit Hilfe der Jensenschen Formel zeigen 
kann, auch die Umkehrung: 


Die Lindeléfsche Vermutung fiihrt zu 
(1 + ' 
Nis +x, T+ 1) — N(5 Tt %, T) = o(log F). 
Diese notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Lindeléfsche 


Vermutung hat schon Backlund erkannt [(Ofversigt Finska Vetensk. Soc. 
61 (1918)). 


(Kingegangen am 3.2. 1927.) 
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Zur Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels. 
Von 


Harald Geppert in GieBen. 


Den interessantesten und merkwiirdigsten Zugang zur Modulfunktion 
bildet wohl die auf einem algebraischen Iterationsproze8 beruhende Theorie 
des arithmetisch-geometrischen Mittels (agM). Sie gab auch die Grundlage 
ab, auf der GauB als erster zur Modulfunktion vordrang und ihre wesent- 
lichsten Eigenschaften entdeckte’). In der Folgezeit ist jedoch dieser 
auBerordentlich eleganten Theorie verhiltnismaBig wenig Beachtung zuteil 
geworden, und erst in den letzten Dezennien haben die GauSschen Ge- 
dankenginge durch die Arbeiten der Herren Schlesinger und v. David 
manche wertvolle Bereicherung erfahren*), durch die es méglich geworden 
ist, die Theorie der Modulfunktion einheitlich und konsequent lediglich 
auf Grund des algebraischen Algorithmus aufzubauen. Ein solcher Aufbau 
ist nicht nur an sich des Interesses wert, sondern auch deswegen von 
Bedeutung, weil sich einerseits allgemeiner eine weite Klasse automorpher 
Funktionen durch algebraische Iterationsprozesse gewinnen 1aBt*) und die 
Modulfunktion der einfachste Repriasentant dieser Klasse ist, andererseits 
von den Herren Schapira und v. David‘) eine duferst interessante Ver- 
allgemeinerung des agM-Algorithmus entwickelt worden ist, die sich auf 
Iterationsprozesse von héherem als zweitem Grade bezieht. Herr v. David 
hat es in einer eben erscheinenden Arbeit unternommen, diesen Zugang 
zur Modulfunktion in systematisch konsequenter Fassung darzustellen®); 
er dringt daselbst bis zur Uniformisierung des Algorithmus und dem Auto- 
morphismus der Modulfunktion vor. 


1) Vgl. GauB 1. 2. 3. 4.; Schlesinger 3. 4. {Die Zahlen beziehen sich auf den Lite- 
raturnachweis am Schlu8 der Arbeit. ] 

*) Vgl. Schlesinger 1., v. David 1. 2. 3. 4. 

5) Vgl. Schlesinger 2. S. 275ff. 

*) Vgl. hierzu: v. David, Crelle 185 (1909), S. 62—74; 140 (1911), S. 277—296. 
5) v. David 4. 
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Die vorliegende Arbeit soll nun diese v. Davidsche Arbeit in gewissem 
Sinne nach der geometrischen Seite hin erginzen, indem sie das Ziel ver- 
folgt, den Zusammenhang der unendlich vielen méglichen Algorithmen des 
agM mit threr Uniformisierung aufzudecken und diese Verkniipfung in der 
Ebene der uniformisierenden Variablen geometrisch zu deuten, was uns zu 
neuen, eleganten Ergebnissen fiihren wird. Wir beginnen mit einer kurzen 
zusammenfassenden Darstellung gréBtenteils bekannter Resultate. 


§ 1. 
Der Algorithmus und seine Uniformisierung. 
Es seien a,b zwei beliebige komplexe Zahlen, die von Null ver- 


schieden und nicht entgegengesetzt gleich sind; wir bilden mit ihnen die 
drei Zahlenfolgen: 


— 


a, =5(4,-, + 5,_,); b, = Ya,_,b,_4; = a: — 0}, 


(1) (» = 1, 2, 3,...) 
@4=a, b&=b, a=, 

dann konvergieren die Folgen der a,, b, gegen einen gemeinsamen Grenzwert 
lim a, = lim b, = M(a, b), 


no a2 


das arithmetisch-geometrische Mittel (agM) von a, b, und demgemaB strebt 
die Folge der c, gegen Null. Wegen der Homogenitaét des Algorithmus 
kommt es bei der Untersuchung des agM nur auf die Verhiltnisse 


b ’ c : 2 
=k, <=k, k+k*=1 


an, und wir bezeichnen daher allgemein- 


by , Cy U 
—=k,, an ki +k =1. 


ay 


Der Algorithmus ist entsprechend der Doppeldeutigkeit der auftretenden 
Quadratwurzeln unendlich vieldeutig und fiihrt zu abzahlbar unendlich 
vielen von Null verschiedenen Werten It(a, 6). Einer unter diesen un- 
endlich vielen Algorithmen 148t sich als Normalalgorithmus auffassen, 
namlich derjenige, fiir den die Wurzelzeichen gema8 der Bedingung 


(2) n(-)>0 (y=1,2, 8, ...) 
oder der damit fquivalenten Forderung 


(2") n(>) = K(k) 20 (y = 1, 2, 8,...) 
11* 
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gewahlt werden; er konvergiert zum sog. ,einfachsten“ Mittel M(a, b), 
das das absolut gréBte aller Mittel M(a, 6) ist. Mit Ausnahme des Falles, 
daB arga —argb= +2 ist, gibt es nur ein einfachstes Mittel, im ge- 
nannten Falle hingegen zwei zur Geraden ab symmetrisch liegende ein- 
fachste Mittel *). 

Der Algorithmus des agM wird uniformisiert durch Einfiihrung der 
Nullwerte der Jacobischen Thetafunktionen: 


Dug(m\=14+2 579", 9, (w) =14+2_5'(—1)" 9", 
n=1 


n=1 
d,,(@) = 2 S'qistt), q= wad 
n=0 
fiir die im nachstehenden die folgenden Identitaéten Verwendung finden: 
(3) yq(w) Py, (w) = Ig, (2m)*, 20,,(2w) #,o(2@) = 8,,(e)’, 
(3’) Bq (@)* + 89, (@)* = 28,5(2@)*, gq (w)* — 8, (w)* = 29,,(2@)*, 


Poo (em) = y= 0,.(- =) > Do, (w) = y= Pro e =) ' 
: 1 1 
9,9(@) = Vie.(-2). 


(4°) Dqq(@) = Io, (@+1), Do, (@) = qq (@+1), 99(w)=i* 9,9(o +1). 

Es ist wichtig zu bemerken, daB diese Funktionen nicht als deus ex 
machina in die Theorie eintreten, sondern aus dem Algorithmus (1) heraus 
zwangsliufig gewonnen werden kénnen’). Die angestrebte Uniformisierung 
gestaltet sich nun folgendermaSen: Zu jedem vorgelegten Wertepaare a, b 
14Bé sich ein in der oberen Halbebene gelegener Wert von m angeben, so 
daB die Proportion gilt: 


(5) a:b:¢ = d.(w)*: 3, (w)*: 3,,(@)*, 


(4) 


\ 


die wir auch mittels eines Proportionalitatsfaktors 4(m) schreiben kénnen: 
(5’) a= "(@) Pq (w)*, b= u(w)d,(a)”*, ¢ = 4(@) ,.(a)”. 

Aus den Identitaten (3), (3’) folgt dann fiir die iibrigen Glieder des 
Algorithmus (1): 

(5") a, = 4(w) Dqq(2"w)*, 6, = w(w) 9,(2"@)*, ¢, = (a) 819(2"@)* 
und mithin fiir den Proportionalitatsfaktor «4(m) die Bestimmung: 

(6) (w) = lima, = lim b, = M(a, b). 


>> ‘?>oe 
*) v. David 3. 
”) Vgl. Schlesinger 1., S. 354 ff.; v. David 4. 
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Zu einem festen w gehdrt vermittels (5’), (5”) ein bestimmter der Algo- 
rithmen (1) und ein bestimmtes Mittel M(a, b). Man erhalt die unendlich 
vielen Algorithmen und die zugehérigen Mittel, wenn man beachtet, daB 
w durch die Proportion (5) nicht eindeutig bestimmt ist, sondern dab 
dieser Proportion durch alle Werte wm’ geniigt wird, die aus w durch 
die Substitutionen mit ganzzahligen Koeffizienten: 


,__ a@o@+B 
(7) a ~ yo+s?’ 


10 
(14) = (59) (mod), «d—pymt 





hervorgehen. 

Diese Verkniipfung der méglichen Algorithmen mit den zugehdérigen 
Werten der uniformisierenden Variablen w eingehender zu studieren und 
aufzuklaren ist das Ziel vorliegender Abhandlung. 

Fiir positiv reelle a, b,c ist ein Wert von w gegeben durch den 
Quotienten *) 

- M(a,b -M(1, k’ 
(8) om i ee ) 
wobei M(a,b) und M(a,c) als einfachste Mittel gemaB (2') mit positiven 
Quadratwurzelzeichen zu berechnen sind, und zwar fiihrt der Wert (8) in (5”) 
eingesetzt zum Mittel M(a,b). Nach dem Prinzip der analytischen Fort- 
setzung liefert die Bestimmung (8) von » auch fiir komplexe a, b, ¢, 
wenigstens solange Ri(k)>0, K(k’) > 0 ist, in (5”): eingesetzt das ein- 
fachste Mittel M(a,b), und allgemein gehért zum Proportionalitatsfaktor 

u(wm’) = Ma, b) 


die uniformisierende Variable 





’ - Ma, b) 

a Siem M (a,c)’ 
wo Wt(a, b) das gleiche Mittel wie in u(m’) bedeutet, Mt(a,c) hingegen 
durch I(a,b) in gewisser, gleich zu besprechender Weise bestimmt ist 
und daher als mit (a,b) zusammengehdrig bezeichnet wird®). Nach (7) 
und (8) gilt daher fiir zwei zusammengehérige Mittel die Beziehung: 











M(a,b) aM(a,b)—fiM(a,c) . (ap aa 10 ‘ 
w" M(a,c) yi M(a,b)+5M(a,c) ’ (05) = (93) (mod 4); 
ad —~pyr= 1 - 


Andererseits bestehen bei der Transformation (7 ) die identischen Gleichungen 
Bq (w")* = (yo +6) Doo (w)", Dor (o’)* =(yo+4)d, (@)*, 
9,9(w’)” =(v¥w-+ 4) P,9(a)*, 

*) Vgl. GauB 8., 8.197; 4. § 25. 
*) Vgl. Schlesinger in GauB 3., 8. 281. 
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und daher gibt der Vergleich von (5’) mit den entsprechenden Relationen: 
m ’ b 
(5”) = a= p(w’) &o(w’)* = M(a, b) (vi +8) Pag a)” 
= M(a, b) 9.5(w)*; ... 





die Beziehungen 


1 
Ma,b) Nic, 5+ we b)’ 








(10) 1 —io’ —i(aw+f) « Bi 


M(a,c) Mia,b) M(a,b) ~ Mi(a,c) M(a,b)’ 











wobei «, 8, y, 6 durch die Kongruenz- und Determinantenbedingung (7) 
aneinander gebunden sind. 

Diese wichtigen Gleichungen (10) vermitteln den Zusammenhang der 
unendlich vielen Mittel It(a, 6) untereinander und erklaren andererseits 
den Begriff der zusammengehérigen Mittel. Soll nimlich zu einem Mittel 
M(a, b) die uniformisierende Variable, also das zusammengehérige Mittel 
M (a,c) bestimmt werden, so kommt dies darauf hinaus, zu gegebenen 
ganzzahligen y,6 die ganzzahligen GréBen a, gemaB der Kongruenz- 
bedingung 

«=1, Bp=0 (mod4) 
und der Gleichung 


(7’) ad — By=1 


zu errechnen. Durch (7’) sind «, 8 nicht eindeutig bestimmt, sondern 
mit «, 8 sind auch 


@=-atdmy, p=p+4md (m = ganze Zahl) 

Lésungen von (7’) , dh. ist M(a, c) ein mit M(a, b) zusammengehériges 
Mittel, so ist auch M(a,c) ein solches, wobei 

1 an 1 Ae 4mi_ 98) 
(11) Mia,c) Wia,c) Mi(a,b) 
ist. Die mit M(a, 5b) zusammengehérigen Werte Wt(a,c) liegen also alle 
auf einem durch den Nullpunkt gehenden Kreise, auf dem sie sich gegen 
den Nullpunkt hin haiufen. Wegen 

M(a,b) _ Mia, b) 

Mia,c)  M(a,c) 
ist die Tatsache, da8 zu M(a,b) unendlich viele durch (11) verbundene 
Werte (a,c) gehéren, identisch damit, daB durch I(a,b) die zugehdrige 
untformisierende Variable nur bis auf das Vierfache einer ganzen Zahl 








—4mi 





®*) Diese Gleichung findet sich auch im Nachla8 von GauB; vgl. GauB 3., S. 219 [1]. 
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festgelegt ist, wie es sein muB, da bei Ersetzung von w durch w+ 4m 
der Algorithmus (5'),(5”) ungedndert bleibt. 

Nach dem Gesagten ist zu jedem von Null verschiedenen (a, 5), 
d. h. zu jedem reguldren Algorithmus, eine uniformisierende Variable, oder 
um uns kiirzer auszudriicken, ein Kanon*®) w bestimmbar, naimlich 


sal (a,b), M1, k’) 

(8) =" a (a,e)— RF)” 

Dann ist der Kanon des mit Yt(a, b) zusammengehérigen Mittels M(a,c) 
der Wert — a, den wir als den adjungierten Kanon bezeichnen. Nach 
(4) ist namlich 





Me (— =} = M(a,c). 


Natiirlich ist auch — 2 + 4m ein zu @ adjungierter Kanon. 


§ 2. 
Der Fundamentalbereich. Der Bereich des einfachsten Mittels. 
Einem bestimmten Wert von @ entspricht vermittels (5”) ein be- 
stimmter agM-Algorithmus. Es ist daher zu erwarten, da8 den méglichen 
Algorithmen Teilbereiche der w-Ebene zugeordnet sind, in denen sie 


geometrisch gedeutet werden kénnen. Zu jedem Wertetripel a,b,c laBt 
sich ein Kanon w bestimmen, der in dem Fundamentalbereich ® der Kon- 


gruenzgruppe I™* 
(75) = (01) (mods) 


gelegen ist. Dieser la6t sich aus dem vierzipfeligen Fundamentalbereich F 
mit den Ecken in —1, 0, +1, co¢ der zweistufigen Kongruenzgruppe I” 


(75) = (51) (moda) 


mit Leichtigkeit ableiten. Denn I“ ist eine Untergruppe von I” und 
die zugehérigen Nebengruppen sind 


(Fo) = Coa)» Cor)» (91) (mod), 


10) Diesen Ausdruck hat Gau8 geprigt, vgl. GauB 1., 8. 477f. 
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sie kénnen aus J“ dadurch erzeugt werden, daB man I‘ mit einer der 
Substitutionen 

- fan 142 —3 #2 

(gar) (o*i)> (x27) 


von rechts oder links her kom- 
poniert. Zerlegen wir also F 
ss pi p pa 2 durch die imaginare Achse in die 
beiden Halften F,, und F,, (vgl. 
Fig. 1), so erhalt man eine még- 
liche Form des Fundamental- 
bereiches ® von J, indem man 
auf F,, die Substitutionen 


ea)» Cox)» (27a) 
und auf F,, die Substitutionen 


(as) (o7a)» (Cea) 


von = anwendet und die so entstehenden Bereiche zusammenfiigt. Dadurch 
geht der in der Figur 1 dargestellte Bereich ® hervor, naimlich ein Kreis- 
bogenzehneck mit den Ecken in + 2, *, +1, +}, 0, tac. @ ist 
der Fundamentalbereich der Gruppe I’. 

Wir werden im nichsten Paragraphen den agM-Algorithmus in ® 
untersuchen und wollen hier zunichst die folgende Frage beantworten: 
Wo muB @ liegen, damit der zugehérige Algorithmus (5”) das einfachste 
Mittel liefert? Ist wm ein zu M(a, b) fihrender Kanon, so gilt fiir jedes 
andere Mittel I2(a,b) nach (5”’) 

M (a,b 
M(a, b) — ae 
Nun ist M(a, 5) das absolut gréBte aller Mittel, also 























[MR (a, b)|— LA! <|M(a,d)|, db. |yo+/21, 
@ muB also so liegen, daB fiir alle der Kongruenzbedingung geniigen- 
den 7,3 die GréBe |ym-+4|>1 ist, dh. auBerhalb der um — ., 0 als 


Mittelpunkte mit dem Radius m beschriebenen Kreise. Fiir y = + 4 er- 
| 


gibt dies die Kreise mit dem Radius } um die Punkte +}; + #; +3; 
{,-+-- Die Kreise fiir absolut gréBere y sind in diesen enthalten, wir finden 
somit als zulassigen Bereich fiir w den Kreisbogenbereich mit den Spitzen 


in 0, +> (m=1,2,8,...), dh. den Fundamentalbereich © und die 
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aus ihm durch Verschiebung um das Vierfache ganzer Zahlen hervorgehenden 
aquivalenten Bereiche, so daB etwa das Bild einer spanischen Wand mit 
den genannten Ecken ent- 

steht (s. Fig. 2). DaB in | ll | 
diesem Gebiete — wir wollen | | | i | | | 
es EH nennen -- liegt, ist | = 
eine notwendige Bedingung ~* ~7 ~' “$§ 7% § % F 2 § 
dafiir, daB der Algorith- Fig. 2. 

mus (5”) das einfachste 

Mittel M(a, 6) liefert. DaB diese Bedingung auch hinreichend ist, werden 
wir im nachsten Paragraphen beweisen. 

Wir sind nun auch imstande, die Lagenbedingung anzugeben, die 
erfiillen muB8, wenn der adjungierte Kanon — +m das einfachste Mittel 
M(a,c) liefern soll. Spiegelt man namlich Z am Einheitskreis und dann 
an der imaginaren Achse, so erhalt man den Bereich £, in dem alle 
liegen, die durch die Transformation — = +4m nach E£ geworfen 
werden. Dieses Gebiet E wird begrenzt von den Parallelen durch 
+2 sur imaginéren Achse und den Kreisen = den Mneipeettee 


3 5 1 Qn+1 1 
tg +5 tip-- +t cae und den Radien 5 2°6° 12°""” serti 


es nana so die Figur 3. Liegt 
w in E, so liegt der adjungierte _ |i ATA il) 
Kanon in £ und liefert das 

einfachste Mittel M(a,c). 


Es geniigt offenbar fiir , H | HH | 





das folgende, die Verhiltnisse 
bei M(a, 6) allein zu studie- 
ren, da man durch passende mM 
Transformation zu M(a,c) > a Ce * 
iibergehen kann. Fig. 8. 


§ 3. 
Der Algorithmus im Fundamentalbereich. 


Wir gehen nun dazu iiber, das Verhalten des Algorithmus (5”) im 
Bereich ® zu studieren; dazu zerfaillen wir ® nach der in der Figur 1 
angedeuteten Weise in acht Teilgebiete F,,, F,,,..-,Fy3-*4) Jedes der- 
selben bilden wir durch die Gleichungen 

11) Die Doppelindizes zeigen an, auf welchen Quadranten der k’- bzw. k-Ebene 
sich die entsprechenden Gebiete abbilden. Desgleichen charakterisieren die den Seiten 


beigefiigten Doppelzahlen, auf welche Strecken der k’- (k-) Ebene (siehe Fig. 4) sich die 
betreffenden Seiten abbilden. 
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, 0 (@)) 8, (@))? 
aa) #— [ei]. &= [eS 


3 auf die k- bzw. k’-Ebene ab und ver- 
folgen in ihm den Algorithmus (5”). 
Untersuchen wir zunachst F,, und F,, 

und bezeichne @ den stets positiven Ima- 

. ginarteil von @, so ist auf der linken 
Begrenzung von F,, und der rechten 
von F,,: 

Fig. 4. o=F1+o%. 

at 








Nog (@) = Dy, (8 @), Do, (W) = Dog (*@), B.o(w) =e * 04(80). 


Somit wird auf der linken Begrenzung von F,, bzw. der rechten von F,,: 


b’ =| Fe Ly > 1 reell und durchlauft alle Werte von 1 bis +o, 
01 








=— Fy 10 10 (§ @) 
a=e seirey 


auf der imaginaren Achse aber, die F,, und F,, trennt, ist 


|’ rein imaginar und durchlauft alle Werte von 0 bis + ico; 


a asi [ae <1 reell und erfiillt das Intervall von 0 bis +1, 


k= [ee] <1 reell und erfiillt das Intervall von 0 bis +1. 
Die beiden halbkreisférmigen Begrenzungen von F,,, F,, gehen aus den 
Geraden $1...¢00 bzw. durch die Transformation w—+ — — hervor, 
daher ist auf i unteren Begrenzung von F,, bzw. F,, nach den Formeln (4) 





kb’ = i [See (s =)}' rein imaginar und durchlauft alle Werte von 0 bis +700, 


dy, (t@) 


k= [sac > 1 reell und durchliuft alle Werte von +1 bis +o. 


(t@) 


Zusammenfassend entspricht also dem Gebiete F,,(F,,) der erste (vierte ) 
Quadrant der k’- und der vierte (erste) Quadrant der k-Ebene, so dab 
daselbst R(k) > 0, R(k’) > 0 ist. 

Soll nun der in F,, und F,, geltende Algorithmus untersucht werden, 
so kommt dies darauf hinaus, die in der Reihe (5”) auftretenden Vorzeichen 
und ihr Verhiltnis zum Algorithmus des einfachsten Mittels zu verfolgen. 
In F,, und F,, gilt folgende Eigenschaft der #-Quotienten : 


a (=) (( tutte) T)z0 


Ist 
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so ist auch 
0 (2** 


(13) wt (ss) =m ([aero)]') 20 fir n=m, m+1, m+2,..., 


d. h. es gilt von der m-ten Stelle ab der Algorithmus des einfachsten 
Mittels. 
Nach den Formeln (8), (3’) ist namlich 


i. Oy, (2" w) 
% 




















co (2* w») 8 (2" a)” 
andererseits gilt 
g Mu (2" 7") 
9 (2" @) _ 20, 00 (2° @) Pou (2™-2@) Dog (2™—? w) 
By. (2™ w) -) 7 (2-1 @ )" +8 (2-1 a@ - ig 1+ [eee 
Boo (2™— 2.) 


und dabei ist fiir die Quadratwurzel derjenige Zweig zu nehmen, der fiir 
rein imaginares w, d.h. reelles g< 1, positiv reell ist. Setzt man also 





1 (2"~1 w) ws 
: O(2"-*0)  * 
so ist 
Gy, (2"%@) 22 
Bo9(2™ w) 1+2*" 
Nach Voraussetzung ist nun 
jargz|< al 
| 2° 


|arg(1 + 2*)| < 2argz, 
folglich 


arg2 > arg (- =*;) = ang(22) — arg(1 +2") 2 — ange, wenn argz>0, 





— atgz > arg (a )= = arg(2z)— arg(1+2*)>argz, wenn argz <0, 
also 
| a B,, (2™ w) | x 
arg (; ips)! < 2? jare oGw ey <3" 
In der Tat ist damit die erste der Beziehungen (13) bewiesen; allgemein 
findet man auf gleichem Wege, daB 
Bo, (2™** w) 
“arg Bo (2 ** w) 


womit die Behauptung (13) erledigt ist. 

Da nun, wie oben gezeigt, in F,,, F,, die Beziehung R(k’) > 0 gilt, 
so folgt aus dem eben Bewiesenen, daB allgemein daselbst 
R(k) > 0 (»=1,2,3,...), 





<= (uate OB iBensads 


g*+2 
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ist, d. h. in F,, und F,, liefert (5”) den Algorithmus des einfachsten Mittels 
M(a,b). Feruer fiihrt die Transformation w — — + den Bereich F,, + F,, 
in sich selbst iiber, daher liefert auch der adjungierte Kanon — ~ das ein- 
fachste Mittel M(a,c), und daselbst sind M(a, b) und M(a,c) zusammen- 
gehérige Mittel. 

Wir kommen nun zur Untersuchung von F,,, F,,, die aus F,, bzw. 
F,, durch die Transformation w’= + 2 entstehen, so daB nach (4’) 








daselbst folgt 
99 (@')? = Doo (w)*, y, (w')* = I, (@)*, I.9(w')* = = B,9(@)”, 
Boo (2"a")* = Dqq(2"m)*, — y, (2"w’)* = B, (2" aw)”, 


919(2" w')* = 0,,(2" w)* (mn =1,2,3,...) 


Hieraus ergibt sich, daB sich F,, auf den vierten Quadranten der k’- und 
den dritten der k-Ebene abbildet, waihrend F,, dem ersten bzw. zweiten 
Quadranten dieser Ebenen entspricht; und weiter erkennt man aus den an- 
gefiihrten Beziehungen, da8 auch in F,, und F,, der Algorithmus des ein 
fachsten Mittels gilt. Der adjungierte Modul dieser beiden Gebiete liegt 
in F,, bzw. F,,, und wir werden gleich sehen, daB zu diesen beiden Ge- 
bieten gleichfalls das einfachste Mittel gehért, so da8 also in F,, und F,, 
die Mittel M(a,b) und M(a,c) zusammengehérig sind. 

Zusammenjassend bildet sich — und das ist fiir das Folgende wichtig — 
der obere Teil des Fundamentalbereiches, d. h. die Gebiete F,,, F,,, F,,, Fy. 
durch (12) auf die rechte k’-Halbebene und die volle k-Ebene ab. 

Wir untersuchen nun F,,, das aus F,, durch die Transformation 


ow ==" = —— entsteht. Aus (4), (4") folgt daher 
—-—+2 


Dog (w’) = y= — 24% (—++42)= Ji 246% (2) 
— T= FO («), 

tu (o') = VE ~ 280, (-2-+2) =i —2004(—1) 
=i/1—2%,,(), 

O(a!) = V5 — 24 Oy (— 5 +2) PE — 240 (— 5) 
=11=%w, (0), 


Do, (w")*: Do, (w’)*: 9,9(w’)* = Boo (w)”: = 01 (@)*: Dyo(@)*, 








somit 
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d. h. es entspricht F,, der zweite Quadrant der k’- und der erste der 
k-Ebene. Um den Algorithmus (5”) zu verfolgen, beachten wir, daB, wenn 
w in F,, liegt, dann 2@ in dem Kreisbogendreieck mit den Ecken 0, —1, —2 
liegt, das ganz in F,,-+- F,, enthalten ist, so da8 nach obigem 


’ By, (2m) }* 
Rei) = R([JetgS}] )Zo 
ist. Da zu F,,+ F,, der Algorithmus des einfachsten Mittels gehért so ist 
also erst recht R(k,)>0 (» = 2,3,...), dh. wenn @ in Fy, liegt, gibt 


(5”) den Algorithmus des einfachsten Mittels. Man kann dasselbe auch 
direkt den Transformationsformeln entnehmen, denn es wird z. B. 


Ig (2m") = YI—2w%,,(2m),  ,(2w’) = i* Y1—2ow%, (20), 


also 
[oe ee) = i {% Pel) ‘aie j 20(@) 
Doo (@") (@) * Deo (@)’ 





wo @ in F,, zu liegen kommt. Dieser Ausdruck mt aber daselbst einen 


positiven Realteil, da k’ im vierten —— also Aa 3 in dem von den 


Geraden mit dem Argument 0 und — 7 begrenzten Winkelraum gelegen ist. 
Aus (10) entnimmt man fiir diesen Bereich die Formel 


1 —2i ; _ M(a, —b) M(a,c) 
(4) web = ae yt ae hy M(a,o)= go 8a by’ 








giltig, wenn k’ = ~ im zweiten Quadranten, k= “ ~ im ersten Quadranten 
liegt. 
Den Bereich F,, erhailt man auf ahnliche Weise aus F,, durch den 
Ubergang 
Fi ON 1 
7 a. 1 oe 


+2 
@ 





so daB 
Dog (c0')*: Dgy (c0")*: Byy(m’)* = Pqq (a)*: — Pq, (w)*: By9(a)”, 
wird; also entspricht F,, dem dritten Quadranten der k’- und dem vierten 
der k-Ebene. 2’ liegt ganz in F,,+ F,,, so daB allgemein 
Oy, (2"@’)]* i 

R (are) )20 ths Biro 
d.h. in F,, gilt der Algorithmus des einfachsten Mittels. Die Anwendung 
von (10) ergibt die Formel 


, 1 2% 1 M (a, —»b) M(a,c) 
(14) M (a,b) ™ Ma, ot Ma, =o)’ M(a,b) = M(a,c)+2iM(a, —b)’ 


'%) Diese Formel findet sich auch in GauB’ NachlaG (vgl. 1., S. 478; 4., § 38). 
jedoch ohne die Angabe der Giiltigkeitsbedingung und der erganzenden Formel (14). 











a8) 
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giiltig, wenn k' = 2 im dritten, k = & im vierten Quadranten liegen. Liegt 
w in F,, oder F,,, so liegt der adjungierte Kanon in F,, bzw. F,,, liefert 
also das einfachste Mittel M(a,c) und in F,, + F,, sind demnach M(a, b) 
und M(a,c) zusammengehdrige Mittel. 
Es sind noch die beiden Zipfel F,, und F,, zu behandeln, die aus 
F,, bzw. F,, durch die Substitution w” =m’ 2, also aus F,, baw. F,, 
durch den Ubergang 
area ten. aha 
2a@+1 —2ea+1 
hervorgehen. Daher wird: 
Doq(@”)*: Do, (w”)*: 10a") = Boq(w’)*: Dy, (w’)*: — Dyo(w’)” 
= Bqq(@)": — Pq (w)*: — Ayo (wm), 
d. h. es bilden sich F,, (F,,) auf den dritten (zweiten) Quadranten der 
k’- und den zweiten (dritten) Quadranten der k-Ebene ab. Da die 
GréBen 2" w” (n =1, 2,3, ...) wieder in den Bereich zu liegen kommen, 
fiir den & einen positiven Realteil hat, so gilt allgemein 
Do, (2" @”) 7" ee 
R (eae) )20 5 she fe i 
d. h. in F,, und F,, gibt (5”) das einfachste Mittel M(a,b). Jedoch 
nicht so beim adjungierten Kanon! Es ist namlich 


D9 (— =n) ) = F490" + 2)=/9"9,, “(r5) 


+2 





=| poze + 2%0 (= 1) = //o" (1 + 20) +g (w), 
Be -,)= ats re Jatt / oro 10 ($) 
“i ie fia. 2) mé*# Yo" (1 20) 95 06($). 


also der fh 
($F) 


2 2 2 
, (-—=s) —,;Fil i pt! Pi) _ i? Vk 
rag er x * Fld @) Bug (@) , 
6 (-Se) 
wo das obere bzw. untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem in F,, 
oder F,,, also k im vierten oder ersten Quadranten liegt. Sonach ist in 








jedem Falle 











Arithmetisch-geometrisches Mittel. 175 


d. h. der Algorithmus (5”) des adjungierten Kanons ist in F,, und F,, 
nicht der des einfachsten Mittels, daselbst sind also M(a,b) und M(a,c) 
nicht zusammengehorige Mittel**). 

Vergleichen wir jetzt unsere Resultate mit denen des vorigen Para- 
graphen, so sehen wir, daB in HE und nur dort iiberall der Algorithmus 


des einfachsten Mittels gilt, und zwar liegt o fiir positives R (=) in dem 
oberen Bereich F,,, F,,, F,,, F,, und den um 4m verschobenen Streifen, 
fiir negatives (2) in Fyy, Fy,» Fy» Fyg und den verschobenen Sicheln. 


§ 4. 
Die Deutung des Algorithmus in der w- Ebene. 


Die méglichen Algorithmen (1) klassifizieren sich in reguldre und 
irreguldre. Als reguldr bezeichnen wir einen Algorithmus, der von irgend- 
einer Stelle » ab der Forderung (2) geniigt, als irreguldr hingegen einen 
solchen, bei dem kein solcher Index » angegeben werden kann, von dem 
ab der Algorithmus des einfachsten Mittels gilt, bei dem also die Quadrat- 
wurzelbestimmung stindig oszilliert. Die irreguliren Algorithmen haben 
als Grenzwert Null**), nur die regularen fiihren zu von Null verschiedenen 
M (a,b). Wir wollen einen reguliren Algorithmus, der erst von der 
y+ 1-ten Stelle — und von keiner friiheren — ab standig der Forde- 
rung (2) geniigt, als einen Algorithmus v-ter Stufe bezeichnen, so daB 
hiernach M(a,b) zum Algorithmus von héchstens 0-ter Stufe gehért. 
Diesen letzteren haben wir eben in der w-Ebene lokalisiert, es entspricht 
ihm namlich ein w aus dem Bereich + 4n = EZ (vgl. Fig. 2), und um- 
gekehrt liefert jedes m dieses Bereiches durch (5”) einen Algorithmus 
héchstens 0-ter Stufe. Wir lokalisieren zunichst allgemein die Algorithmen 
y-ter Stufe. 

Dazu bemerken wir, daS der Ausfiihrung eines Schrittes, d. h. dem 
Ubergang von »—1 zu » in (1) im #-Algorithmus (5”) der Ubergang 
zum doppelten Kanon entspricht. Soll also w den Kanon eines Algorith- 
mus erster Stufe darstellen, so mu8 2m — und erst dieses — ganz im 
Bereich Z des einfachsten Mittels liegen, mithin liegt dann w in den Kreis- 
moat 21! (n=0,+1, +2, +8,...), 
also in Sicheln, die Z umlagern. Die Gesamtheit dieser Sicheln bildet 
das Gebiet Z* der Algorithmen erster Stufe. Ist w der Kanon eines Algo- 
rithmus zweiter Stufe, so mu8 4@ — aber noch nicht 2H — in Z zu 





bogendreiecken mit den Ecken: 


8) Dies ist schon aus dem Vergleich der Figuren 2 und 8 ersichtlich. 
4) Vgl. v. David 4. 
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liegen kommen, d.h. w mu8 in den Kreisbogendreiecken mit den Ecken 


- sett att (n=0,+1, + 2,...) liegen, die in ihrer Gesamtheit ein 
das Gebiet Z’ umlagerndes Sichelgebiet Z° ergeben. Man erkennt sofort 
allgemein, daB die uniformisierende Variable der Algorithmen »-ter Stufe 


n 2n+1 n+1 
» “grti ’ or (n=0, £1, 


+ 2,...) liegen muB, deren Gesamtheit ein 2” * umlagerndes Sichel- 
gebiet HZ” bildet. In dieser Weise wird die w-Halbebene entsprechend den 
zugehérigen Algorithmen parzelliert (vgl. Fig. 5). Man erkennt hieraus so- 











in den Kreisbogendreiecken mit den Ecken 


2” 





+7 





fort, daB es zu jedem w der oberen Halbebene, das nicht auf der reellen 
Achse liegt, mit Notwendigkeit einen endlichen Index » geben muB, von 
dem ab(5”) dem Algorithmus des einfachsten Mittels folgt, d. h. daf also 
nur die reguldren Algorithmen durch die Jacobischen Thetafunktionen uni- 
formisiert werden kénnen. Ubrigens werden durch unser Parzellierungs- 
verfahren auch diejenigen Punkte der reellen m-Achse erreicht, die eine 
endliche dyadische Entwicklung gestatten. 

Wir haben ferner zu zeigen, daB in dieser Weise alle reguliren Algo- 
rithmen erfaBt werden; zu gegebenen Anfangswerten a,b gibt es 2" ver- 
schiedene Algorithmen »-ter Stufe, da bei den ersten » Schritten die Wahl 
des Wurzelvorzeichens beliebig bleibt. Es kommt daher der verlangte 
Nachweis darauf hinaus, zu zeigen, daB allgemein 2” aquivalent ist mit 
der Summe 2+ E*+ #*+...4+ 2""", dh. mit dem ganzen dariiber- 
liegenden Teil der w-Ebene. Wir zeigen dies zunichst fiir Z'. Die Sub- 
stitutionen 
—(4n—1)m+4n?* 


(15) o Sesser ty * 
’ ,_ (4n+1)@—4n?* 
(15) y 3 tenet 


gehéren zur Kongruenzgruppe J” und leisten die folgenden Abbildungen: 
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(15) Dreieck nants, too von E£ -— Sichel nn—s, n—i von &’, 


(15’) Dreieck n, Wa, tco von # -— Sichel n,n+5, n+4 von £’, 


so daB durch (15), (15) eine Aquivalenzbeziehung zwischen ganz Z und 
ganz E‘ vermittelt wird; die Zuordnung von Streifen und Sicheln erfolgt 
iiber Kreuz. Die Algorithmen erster Stufe zerfallen in zwei Arten, je 
nachdem sie beim nullten Schritt der Forderung (2’) geniigen oder nicht 
(beim ersten Schritt geniigen sie ihr bestimmt nicht!). Um diese beiden 
Méglichkeiten zu lokalisieren, haben wir die Abbildung des Oberteils von 
BE, ah. von Fy, Fy, Fy, Fyg, ---» durch (15), (15’) zu untersuchen. 
Nun bildet sich ab: 


1 
4” 


1 


(15) Dreieck n,n + 5+ 4, foo von E—Sichel n, n— 6+ 5 *— 
(15") Dreieck n,n — resist von E— Sichel n, H+ ata mts: 


Durch die Punkte n + MA +4 wird also EZ’ in zwei Gebiete geteilt, die 


den beiden méglichen Arten von Algorithmen erster Stufe entsprechen; sie 
sind in der Figur 5 gekennzeichnet 

Um nun Z* zu untersuchen, nehmen wir die vier Substitutionen 
von I*: 








ree 0 = een 
(16°) oian “gesjosae 
it 0 Rae 
(16””) wo! = Sete ee =) 


Diese vermitteln die Aquivalenzbeziehung zwischen H+ E' einerseits, 
E* andererseits; denn es bildet sich ab: 


(16)  Dreieck nn+r, too — Sichel n,n — i n—F 
16’) Dreieck n, n — : , #00 — Sichel n, a+ n+ 5 - 
4 4 
a > 3 es Le > 1 3 5 
(16°) Dreieck n+5, "+ 7, 0 — Sichel n—5,"—G,"M—@, 


(16") Dreieck n—$,n—7, ico —> Sichel n+ 5, m+ 7, +3. 


Die Algorithmen zweiter Stufe gliedern sich in vier Arten, je nachdem 


Mathematische Annalen. 99. 12 
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beim nullten oder ersten Schritt die Forderung (2’) verietzt oder erfiillt 
wird. Man lokalisiert diese vier Arten, indem man das Ober- und Unter- 
gebiet von EZ und E£* durch (16)...(16”) auf E* abbildet. 

Wir zeigen jetzt allgemein, daB Z” aquivalent ist mit H+ #*+...4+2"~’. 
Wir bilden namlich zunichst im Falle, dab » = 2m — 1 ungerade ist, die 
Substitutionen: 


w(1—4n+ 16n*—64n* + ...+(—1)"4"n™) +(—1)"4n™*? 








(17 wo’ = 
5 ) x 4™ w +(4n+1) 
+ ganze Zahl, 
(17°) oo’ = w(1—4n+ 16n*—64n* + ...4+(— 1)" 4" n™) —(—1)" 4n™** 
—4"@ +(4n+1) 
+ ganze Zahl; 


beide gehéren der Kongruenzgruppe I’ an und besitzen die Determinante 1, 


und es bildet ab: 
we 


(17) den Streifen — coi auf die Sichel der Breite 


n 6 
4m-1? = 4m-1? 


mit den Ecken: 





m—1 
(—1)"{nm— fmm + ene z... +O at 


4-1 f 
m-1 ‘ \m :, 
(— 1)*{n=— in a Ma n™—2 14 os n+ “> -+ ganze Zahl, 


4™-1 4™ 





m—1 7 \m 


nt 


co| = 


n 


1 


(17’) den Streifen cot auf die Sichel der Breite = 


mit den Ecken: 





yeni? gmi? 


a a pee (—1)*"? 
(—1) {n er fe ee eo 5. ae n} 


4m-t 


m— 1 1 —1)"-! 9(—1)™ 
(—1) {n= — pe ene? ze... +! io n+ 202) } + ganze Zahl. 








m1fiam— amt | mt (—1)*-* (—1)" | 
tS) {n — Zar + gers... + at SS] 
Die Gesamtheit der abgebildeten Streifen bildet den iiber 2” liegenden 
Bereich E+ E’+...-+ 2”~*; es ist noch nachzuweisen, daB die Gesamt- 
heit der Sicheln den Bereich Z” erschépft, d. h. die Gesamtheit der mitt- 
leren Sichelecken : 
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+ i {1—4n + 16n* F...+(—1)"4" 0%} 


~ + a 1+(- 1)"4™* n™t1 
ae 1+4n 





muB bis auf ganze Zahlen identisch sein mit der Gesamtheit der Zahlen 


Ree ae => 

a weer (t=0, +1, +2,...), 
wo gerades | dem oberen, ungerades/ dem unteren Vorzeichen entspricht, 
d. h. es mu8 zu jeder ganzen Zahl / ein n geben, so dab 


—n+4n*—16n°+...4+(—1)"" 4"? n™"' =1 (mod 4”"") 


ist. Dies ist aber selbstverstandlich, denn J48t man n alle Zahlen von 1 
bis 4"~* durchlaufen, so erschépft die linke Seite alle Restklassen mod 4™~", 
da andernfalls aus 


(n’—n){—1+4(n+n’) —16(n*+ nn’+ n”) +...) =0 (mod4™”’) 


die Beziehung n’— n= 0 (mod4"~") folgen miiBte. 
Der Fall eines ungeraden y ist damit erledigt; fiir gerade » = 2m 
treten an Stelle von (17), (17) die Substitutionen 
cy! ax WL 4m t 1608 F «0+ (— 1)" 4 Ft nt) — (— 1) 8nBt? 
ie Q?m+l oy +(4n+1) 





+ ganze Zahl, 
cy! x WAL = 4n + 1609 F + (—1) 42 443 wt?) + (— 1) nt? 
—22mtl,, +(4n+1) 





und der weitere Beweis verliuft dem obigen parallel. 

Man kann nun die gefundene Parzellierung auch auf das Gebiet Z 
des einfachsten Mittels ausdehnen, wenn man die riickwdrtige Fortsetzung 
der Algorithmen (1) bzw. (5”) verfolgt. Die Fortsetzung von (1) nach 
riickwarts wird gegeben durch die Gleichungen 


(1’) A~(¥+1) = a-, + 6.» P) D_ i» 41) = da_,—C-,; Cc.» = ya. «it, 
(y= 0,1,2,...) 
und ist daher ebenso vieldeutig wie die Progression (1) selbst. Auch (5”) 
148t sich aber nach riickwirts verlangern, indem man nur » negative 
Zahlen durchlaufen 14Bt. Diese Algorithmen gliedern sich wieder in solche 
(—1)-ter, (— 2)-ter, ... Stufe, indem zur (— n)-ten Stufe diejenigen ge- 
héren, fiir die von der (—n-+1)-ten Stelle und erst von dieser ab 
R (=) > 0, (» > — n) ist; wir lokalisieren die Algorithmen (— n)- ter Stufe 
in der w-Ebene, indem der zugehérige Kanon im Gebiete gE liegt, das 


12* 
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von den Kreisbogendreiecken mit den Ecken m2", (m-+4)2", (m+1)2” 
(m=0, +1, +2,...) gebildet wird. Dadurch zerfallt Z in die Summe 
der Gebiete H°+ £~'+ #~*+..., und die ganze -Ebene ist in gleich- 
maBiger Weise parzelliert (vgl. Fig. 5). Man sieht hieraus, daB fiir kein 
endliches w der Algorithmus (5") nach vorn und hinten der Forderung (2’) 
gentigen kann, es sei denn, dab w auf der imagindren Achse liegt, also 
a, 6 positiv reell sind; fiir jedes andere w gibt es mit Notwendigkeit einen 
(positiven oder negativen) Index y, fiir den (2°) durchbrochen wird. 
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Uber den Bereich absoluter Konvergenz von Potenzreihen 
mehrerer Verinderlichen. 


(Aus einem Schreiben an Herrn F. Hartogs.) 
Von 
Heinrich Tietze in Miinchen. 


Fiir den Satz*), daB dem Bereich der absoluten Konvergenz einer 
Potenzreihe (Laurent-Reihe) 


+@ 
(1) >. ee we 
(alle z;=+- 0 angenommen) ein konvexer Bereich im (6,,..., &,)-Raum 


entspricht (wobei ¢;= log|z,|), haben Sie kiirzlich den schénen, bis jetzt 
leider noch nicht verdffentlichten Beweis aus der unter Ihrer Anregung 
entstandenen Dissertation des Herrn Pfeufer*) vorgetragen, der sich dabei 
Laurentscher Reihen mit nicht ganzzahligen Exponenten bedient. Die im 
folgenden mitgeteilte Beweisfiihrung fiir den fraglichen Satz beniitzt einen 
Hilfssatz iiber Reihen nicht-negativer Glieder. 


Hilfssatz. Wenn 0 < <1 ist und die Reihen 3'b,, S’c, konver- 
gieren (b, > 0, c, > 0), so konvergiert auch 5’b, c}~°; dies folgt namlich 
aus der Konvergenz von SJ(b,+c,) und aus by c)}-°<m?m,;~* 
=m, <b,+¢,, wo m, = Max(b,, c,). (Analog konvergiert zugleich mit 
H wo ... ene ’ @ 

...(b")” fiir positive b,,..., 0° mit 


, 


Db,..., Sb” auch 5 (b,) 
b+... +0 —1.) 


*) Bisherige Literatur (Fabry, Lemaire, Hartogs, Faber [fiir n>2]) s. Enc. I, 
C. 4 (Bieberbach), S. 519 ff. 

*) Christian Pfeufer, Konvexe Bereiche und Laurentsche Reihen, Dissertation 
Miinchen 1924 (ungedruckt ). 
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” 


Sind nun é,..., & und &f',..., &” zwei Systeme reeller Zahlen 
E,,..+, &, fiir welche S'ja,,...,,2/%...a3"| = Sla,,..,)e7"* konver- 
giert, so konvergiert dem Hilfssatz gemaB fiir 0 < # <1 auch 


> (|e,,.. 


-'n 


JoZ 7H)” o(lan..ngl 2)” me Sey... ng |e Aw, 
Mit zwei Punkten (&), (&’) gehért also stets auch jeder Punkt 
(0 & +-(1—#)&’) ihrer Verbindungsstrecke zum Bereich 8 der absoluten 
Konvergenz: $ ist konvex *). 

Der Beweis ist anwendbar auch auf Punkte (&{), (&{’) auf dem Rand 
von % (falls es solche Randpunkte von $ gibt, die zu 8 gehdren). Ist 
also etwa i, ein nicht ins Innere von % dringender p-dimensionaler 
linearer Raum (1 Sp <n—1), so miissen die auf WR, liegenden Rand- 
punkte von $ selbst eine konvexe Punktmenge bilden. 


Miinchen, den 4. Sept. 1927. 

) Ist (1) speziell eine gewdhnliche Potenzreihe (alle v,; >0), so tritt die Zusatze 
bedingung hinzu, daB zugleich mit jedem Punkt (&/,...,£/) auch alle Punkte 
&,S4/,..-, & Sé! mu B gehéren. 


(Eingegangen am 18. 9. 1927.) 











Su un problema di Abel. 
Von 
Leonida Tonelli in Bologna. 


Abel, in due Note del 1823 e del 1826+), considerd il seguente 
problema: 

« Determinare una curva C, posta in un piano verticale, in modo che 
un grave, abbandonato con velocita iniziale nulla 
da un suo punto qualunque M e obbligato a Y 





percorrerla, arrivi al suo punto pit basso 0 dopo M, 

un tempo che sia una funzione data f(z) dell’ ' 

altezza z del punto M sopra O.» C. iz 
Considerato, nel piano della curva C, un 9 L + 

sistema cartesiano ortogonale di assi, con |’ origine Fig. 1. 


nel punto O, I’ asse delle x orizzontale, l’asse delle 
y rivolto verso |’ alto, e scritta !’ equazione della curva nella forma 


(1) z= ®(y)*), 
i principi della meccanica danno immediatamente 


z 


146" (ny) 
Vite" dy =f(z) %), 
V29(z—-y) 





equazione che, posto 
V1+ 8"(y) =@(y), 


1) V. «CEuvres complétes» (Christiania, 1881) pp. 11 e 97. 

2) E evidente che Ja curva non puo essere incontrata in pid di un punto da una 
parallela all’ asse delle x, perché, altrimenti, esisterebbero su di essa o dei minimi 
distinti da O — e da essi il grave, abbandonato con velocita iniziale nulla, non potrebbe 
muoversi e non potrebbe quindi giungere in O — o dei tratti orizzontali — ed anche 
dai punti interni a questi tratti il mobile non potrebbe muoversi con velocitd nulla. 

5) Qui e nel seguito, g rappresenta |’ accelerazione dovuta alla gravita. 
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si scrive 
z 


(2) 228 = V20f() 





e per determinare la funzione incognita ®(y), basta determinare la p(y) 
mediante questa equazione. Abel risolse |’ equazione (2) (e con essa una 
equazione piu generale) mediante la formula 


(3) o(2)— Yt [ Cay, 
Te Cee 


dove s(z) indica la lunghezza dell’ arco O M della C, vale a dire, dove é 


s(z)= ~ firs #vhay = foly 


Del problema studiato da Abel, che rappresenta, come é ben noto, 
il primo esempio di inversione di integrali definiti 0, se si vuole, di equa- 
zioni integrali, si occuparono, in seguito, molti analisti, fra i quali cite- 
remo il Sonine, il Volterra, il Goursat, il Burgatti, ecc. Per altro, in 
nessuno dei lavori pubblicati su tale problema, si trova un’ analisi precisa 
delle condizioni di validita della soluzione. 

A questo proposito devono farsi due osservazioni. La prima e che, 
mentre i ragionamenti che si fanno per giungere alla risoluzione dell’ equa- 
zione (2) nulla lasciano a desiderare quando la funzione incognita p(y) 
e limitata e la funzione data f(z) e continua con derivata prima limitata, 
nel caso opposto, invece, tali ragionamenti vanno opportunamente giusti- 
ficati; in particolare, vanno del tutto giustificate le inversioni nell’ ordine 
delle integrazioni di certi integrali multipli le cui funzioni integrande non 
sono limitate. 

La seconda osservazione da farsi é che, ottenuta la soluzione del- 
 equazione (2), resta ancora da vedere se il problema di Abel sia o no 
risolubile. Ed infatti, poiché la funzione g(y) rappresenta la derivata 
della lunghezza dell’ arco s(y), ne viene che, affinché la soluzione della 
(2) risolva il problema di Abel, é necessario (e sufficiente) che essa veri- 
fichi la disuguaglianza g(y)>1. E puo ben accadere che la soluzione 
della (2) non soddisfi a questa condizione, cio che appunto avviene se e, 
per esempio, 


fe)— =. 


9 


Quando si tiene conto della condizione ora indicata, ci si accorge subito 
che, anche nei casi piu semplici, compreso quello della curva tautocrona, 
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o é la funzione y(y) che risulta illimitata oppure é illimitata la derivata 
della f(z), ¢ quindi si é proprio in quelle circostanze in cui occorre giusti- 
ficare |’ inversione delle integrazioni cui dianzi accennavamo. 

Nel presente lavoro, ci proponiamo di esaminare con tutta precisione 
le condizioni di risolubilita del problema di Abel, e di dare la piena 
giustificazione dei ragionamenti necessari per giungere alla sua soluzione. 

1. Lemma L. 

Indichiamo con 7 il triangolo del piano (z, y) avente per vertici i 
punti (0,0), (1,0) e (1,1), e dimostriamo il seguente lemma: 

Se: 1.° A(x, y) é una funzione limitata e integrabile*) in T; 2.° p(y) 
é una funzione integrabile nell intervallo (0,1); 3.° @ &@ un numero tale 
che 0 <a <1; allora: 

a) esiste finito, per quasi tutti gli x di (0,1), T integrale 


(4) {ZR elves: 
(w—y) 


b) estistono, pure finiti, per tutti gli z di (0,1) gli integralé 


~~ f A(z, 
(8) [Same [ ZS oly) dy, fecnay | aSeeaye ee’ 
0 


(x— a)*~"(z—y)* 





c) vale sempre T uguaglianza 


re ts | dies i a A(z,y) 
(6) fas oe ply)dy few av f “ep dz. 





eatin | innanzi tutto, che, per ogni z di (0, 1), la funzione di (x, y) 


A(z,y)¢ (y) 
(z—2)*~*(a—y)* 
é integrabile nel triangolo 7, di vertici (0,0), (z,0) e (z,z). Ed in- 
fatti, se N é un numero tale che sia, in tutto 7, |A(z,y)|< N, ab- 
biamo, in T7,, 
- | A(z,y)p(y) |e  Nigly)) 
(7) apt ieat eo eee 











Ora, essendo, come é noto, per OS y<z 


z 1 


(8) f at =| Se —F_, 
(z— 2) (a —y)* (1—#)*~* ¢* sen 7 @ 
0 








*) Intenderemo sempre, nel seguito, |’ integrabilita nel senso del Lebesgue. 
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esiste finito (per I’ integrabilita della m(y)) I integrale ripetuto 


fe vf Sl , 
(z—2)*~*(4—y)* sen 


e quindi, per un teorema da me dato altrove’), la funzione 


le (y)| 
(z—2x)'-*(z—y)* ' 
é integrabile nel triangolo T.. In virti della (7) é allora integrabile in 
T. anche la funzione 











A(xz,y)(y) ; 
(z—2z)*~*(a—y)* 





Applicando il teorema di Fubini sugli integrali multipli*), possiamo dunque 
affermare: a) che questa funzione é linearmente integrabile, in 7_, rispetto 
alla y, per quasi tutti i valori di z, e quindi che esiste finito I’ integrale 
(4) per quasi tutti gli z di (0,z), od anche di (0,1), essendo z un 
qualunque valore di (0, 1); b) che esistono finiti entrambi gli integrali (5); 
c) che vale I’ uguaglianza (6). 

2. Considerazioni generali. 

Consideriamo |’ uguaglianza 


 A(x,y 


o 
(9) oa 


 (y) dy = f(z), 


con 0<a<1, A(z,y) funzione limitata e integrabile in T, p(y) e f(x) 
funzioni integrabili in (0, 1). 

Supponiamo che I’ uguaglianza (9) valga per quasi tutti gli 2 di (0,1). 
Per il lemma del n.° precedente, esiste finito |’ integrale 


z z 
d A(x, 
fy —; 9) o(y) dy, 
0 


(z—2)'- (x—y)* 
0 





per tutti i valori di z di (0,1). Abbiamo percid, per tutti questi va- 
lori di z, 


(10) Jaca, "A(z, Dg 


(z—2x)!~ a (x- (2 Ma 








% Sell’ inteqranions per parti (Rend. R, Acead. dei Lincei (5) 18 (1909), p. 246). 
*) Sugli integrali multipli (Rend. R. Accad. Lincei (5) 16 (1907), p. 608). 
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Inoltre, sempre per il nostro lemma, é possibile invertire |’ ordine 
delle integrazioni nel primo membro di questa uguaglianza, in modo che 
puo scriversi 


(11) foc) dy J ‘ 4to-8) dz = { nde, 
0 v 0 








z)*-*(z—y)* (2-2 


e qui la funzione 





_ ff. A(zy) 
K(z,y)= f er eae 
Vv 


risulta limitata, come lo é la A(z, y), perché, se é, in tutto 7, 
|A(z,y)|SN, 
é pure 
dz - aN 
z)'~*(2—y)* senza 





\K(e.w)| SN {= 


Viceversa, se supponiamo valida la (11) per tutti gli z di (0,1), la (9) 
risulta necessariamente verificata per quasi tutti gli z di (0,1). Ed in- 
fatti, posto 


D(z) = { C8 o(y)dy — fz), 
0 


per il lemma del n.° 1, questa funzione risulta finita per quasi tutti gli 
x di (0,1). Sempre in virti dello stesso lemma, la (11) puéd scriversi 
nella forma (10) e quindi nella forma 


D(z) 
- 


(12) z=. 


(z—2z 


D(x) 


E siccome la funzione yim risulta con cid integrabile in (0,z), ivi 


(z— 
risulta integrabile -.che la D(x), potendo scriversi 
D(z) le — v\'~4 
(s—2z)'-* OneF o 3 
dove (z — x)'~* @ funzione finita e continua della x in tutto (0,2). E 
per essere z un qualsiasi valore di (0,1), la D(a) risulta integrabile in 
tutto (0,1). Dalla (12) otteniamo poi, per ogni ¢ di (0,1), 


D(x) = 


f dz {-=3 den? 
(t—z)* (z—2)"~* 


0 0 
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e, per il lemma gia usato, é possibile di invertire I’ ordine delle integra- 


zioni e scrivere 
[Pie f (¢—2z)* a natindn 


donde si ha, per la (8), 





f D(2)dz= 


e quindi D(z) = 0 quasi dappertutto in (0,1), vale a dire si ha la va- 
lidita della (9) quasi dappertutto. 

Possiamo dunque enunciare il seguente risultato: 

Nelle ipotesi poste pera, A(zx,y), p(y) e f(x), condizione necessaria 
e sufficiente affinché la (9) valga per quasi tutti gli x di (0,1), é che 
valga la (11) per tutti gli z di (0,1). 

3. Osservazione. 

Dall’ osservazione gia fatta che la funzione K(z,y), che figura sotto 
il segno di integrale nel primo membro della (11), é limitata, segue che 
tale primo membro é una funzione della z che tende a zero per z—+ + 0. 
Pertanto, se vale la (11), anche il secondo membro di questa equazione 
deve tendere a zero per z—+-+-(. Possiamo affermare percid che, se non 
vale la uguaglianza 
(13) a 


roe (z—2)*-* 
la (9) non pud essere verificata per quasi tutti gli x di (0,1), e quindt 
a fortiori neppure per tutti gli x di (0,1). 
Cosi, in particolare, se é f(#)=—, con «¢<in< 1, la (9) non pud 


essere verificata, vale a dire la (9), riguardata come un’ equazione nella 
p(y), non ammette soluzione integrabile, perché, avendosi, nel caso attuale, 





—L£®) _ goin ff 2 fx =-— 
(s—2z)'-* x” en at Fay “2 senza’ 
0 0 
la (13) non risulta verificata. 
4. L’equazione di Abel. 


Nei due lavori gia citati, Abel non si limité a risolvere |’ equazione (2), 
ma risolse |’ equazione pid generale 


z 


(14) f #9) gy — f(z), 


(z—y)* 
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con 0<a< 1, e dove m(y) @ la funzione incognita e la f(x) é una fun- 
zione data. Questa equazione é un caso particolare della (9), e |’ equa- 
zione (11) corrispondente si riduce, in virta della (8), alla 


(15) fo(nay =" f E 


(z —s)°~* 
0 





La formula risolvente data da Abel é precisamente questa che ora abbiamo 
scritta e di cui la (3) @ un caso particolare. 

Applicando quanto si é stabilito nel n.° 2, possiamo dire che: 

Se 2é0<a<l, e f(x) & wna funzione integrabile in (0,1), condi- 
zione necessaria e sufficiente affinché una funzione p(y), integrabile in 
(0,1), vertficht la (14) per quasi tutti gli x di (0,1), é che essa veri- 
fichit la (15) per tutté gli z di (0,1). 

Il primo membro della (15) é una funzione assolutamente continua 
della z, in tutto (0,1), la quale si annulla per z= 0; dunque, affinché 
esista una funzione g(y) che verifichi la (15) in tutto (0,1), é neces- 
sario che |’ integrale che figura nel secondo membro della (15) medesima 
sia una funzione assolutamente continua della z in tutto (0,1), che si 
annulli per z=0. Questa condizione é anche sufficiente. Ed infatti, se 
essa é verificata, si soddisfa alla (15) prendendo g(y) uguale alla deri- 
vata del secondo membro dell’ equazione stessa, 14 dove questa derivata 
esiste finita, e in modo arbitrario altrove. Possiamo percid affermare che: 

Condizione necessaria e sufficiente affinché esista una funztone inte- 
grabile p(y) che verifichi la (14) per quasi tutti gli x di (0,1), é che 
LP integrale 


. f(z) 
(16) 5 2 zine 


sia una funzione della z assolutamente continua in tutto (0,1) e nulla 
per z=0. 

Osserviamo che, se la f(z) é una funzione limitata, |’ integrale (16), 
per z—+ +0 tende certamente a zero. Ed infatti, se é sempre | f(z)! < M, 


é, per z > 0, 
if f(z) <ul. ee * 
J (- z—2)!-@ aa — (s—z)'-* a Y 
0 


Se invece la f(z) @ illimitata, |’ integrale (16) pud non tendere a 
zero per z—+ +0, come precisamente avviene, secondo quanto si é detto 





nel n.° 3, se é f(z)= con a<n<1. In questo caso, pertanto, non 
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pud esistere nessuna funzione p(y) che soddisfi alla (14) per tutti gli z » 
di (0,1), od anche solo per quasi tutti questi valori. i 
Se prescindiamo dalle funzioni nulle quasi dappertutto, la (15), se 
ammette una soluzione y(y), ne ammette una sola. Pertanto, prescin- ' 
dendo dalle funzioni nulle quasi dappertutto, non pud esistere pi di 
una funzione integrabile che verificht la (14) quasi dappertutto in (0, 1). 
5. Lemma II. | 
Nel n.° precedente, abbiamo trovato la condizione necessaria e suffi- | 
ciente affinché esista una funzione y(y) che renda soddisfatta la equa- 
zione (14) quasi dappertutto. Occorre ora di giungere a condizioni che 
assicurino |’ esistenza di una p(y) che verifichi la (14) per tutti gli x di 
(0,1). A questo scopo, dobbiamo premettere il seguente lemma. 
Se w(x) é una funzione assolutamente continua in (0,1), la funzione 


(17) P(z) = {eae 
(z—y) 
0 


dove supponiamo 0 < « <1, é anch’ essa assolutamente continua in (0, 1), 
e la sua derivata é data quasi dappertutio da 


(18) v— 24 fee w @ 


Ed infatti, integrando per parti il secondo membro di (17), si ha 


l—« 


@(2) = VO) ge 4 safe (y)(2—y)* “dy. 
Ora é, per OS y< az, 


Zz 
aap f dx 
l-« (x—y)*’ 





é percid, sostituendo, 


“Seay r 4 
(2) = POs" + fy" (yay [ 
0 y 





Ma per il lemma I, quando in esso si faccia p(y)=—y'(y) e 
A(x,y)=(z—-2)'~*, si ha che, nell’ integrale ripetuto ora scritto, si pud 
invertire |’ ordine delle integrazioni, e scrivere cosi 


(z—y) 


(19) (2) = ¥O% g-o4 faa[ viv) g 
—«a . ‘ cal 
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Il primo termine del secondo membro di questa uguaglianza é una funzione 
assolutamente continua della z in tutto (0,1), perché é 


. z 
3i-* dz 


t-—e J 3 
0 

Il secondo termine dello stesso secondo membro é pure una funzione 
assolutamente continua di z in tutto (0,1) essendo esso una funzione 
integrale. Dunque la ®(z) @ essa pure assolutamente continua in tutto 
(0,1). Inoltre, la sua derivata @ data quasi dappertutto dalla somma 
delle derivate dei due termini del secondo membro di (19). E cid prova 
la (18). 

6. L’equazione di Abel, con secondo membro assolutamente 
continuo. 

Supponiamo che la funzione f(z), del secondo membro di (14), 
sia assolutamente continua in tutto (0,1). Allora I’ integrale (16) risulta 
senz’ altro funzione assolutamente continua della z, in tutto (0,1), in 
virti del lemma del n.° precedente. Inoltre, per essere la f(z) necessa- 
riamente limitata, per |’ ipotesi qui fatta, |’ integrale (16), per un’ osser- 
vazione fatta nel n.°4, tende a zero al tendere a zero di z; dai risultati 
del n.°4 segue, pertanto, che esiste una ed una sola funzione p(y) (a 
prescindere dalle funzioni nulle quasi dappertutto), integrabile in (0,1) 
e soddisfacente alla (14) per quasi tutti ¢ valori di x. Questa funzione 
p(y) deve verificare la (15) e quindi @ data, quasi dappertutto, dalla 
derivata del secondo membro di tale uguaglianza, derivata che si ottiene 
per mezzo del lemma del n.° precedente. EF dunque quasi dappertutio 


a 1-a 


v 
20) oly) =z [LO 4 eas} 
y g (¥-*) 


Possiamo ora dimostrare che la funzione p(y), definita da questa 
uguaglianza, verifica la (14), non soltanto per quasi tutti gli z, ma per 
tutti gli x di (0,1). 

Occorre, innanzi tutto, provare che I integrale del primo membro 
della (14), quando in esso si ponga la funzione m(y) data dalla (20), é 
finito per ogni valore di z di (0,1). Ora, per la (20), si ha 


zr 





21) fz. dy 
2 (z—y) 
‘ F ‘ f'(2) 
sen ag dy sen a a dy "(z 
=" 10f 
a ' (2-9 « J (z-y)*ed (y—2)*-* 
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L’ integrale del primo termine del secondo membro di questa ugua- 
glianza é finito per tutti i valori positivi di x, perché é sempre uguale a 
ret pertanto, il termine considerato é costantemente uguale a f(0). 
Anche I integrale ripetuto dell’ ultimo termine della (21) esiste sempre 
finito, come risulta dal lemma I, quando in esso si faccia A(z,y)=1 
e si sostituiscano p(y), z,y,2 © « rispettivamente con f’(z), y, 2,2 e 
1— «a. Dunque I integrale del primo membro di (21) esiste sempre finito; 
inoltre, 6, per quanto si é detto, 


fi 29) ay = 7(0) + 2* { j ae 
0 


(2—y)* (2—y)* J (y—2)*-* 








e, sempre per il lemma I, 


z 


[Ps dy = no) fr (z) jaz fi, dy 


(2—y)* (x —y)* (y—2)'-* 


Tenendo presente la (8), si ha, infine, 





(z—- 


Cosi risulta provato che la (14) vale per tutti gli x di (0,1), quando 
la p(y) sia la funzione data dalla (20). Possiamo dunque concludere che: 
Se la funzione f(x) @ assolutamente continua in tutto (0,1), e se é 
0<a<1, Pequazione di Abel (14), quando in essa si consideri come 
incognita la p(y), ammette una ed una sola soluzione integrabile (se si 
prescinde dalle funzioni nulle quasi dappertutto), e tale soluzione é data 


dalla formula 
_ senza } f(0) f’ (x) 
p(y) — t {oe +f _fthe az}. 


In particolare, se consideriamo |’ equazione (2) del problema di Abel, 
abbiamo che. 

Se la funzione f(z) é, in un certo intervallo (0,4), assolutamente 
continua, [ equazione (2) ammette, nell’ intervallo (0,45), una ed una sola 
soluzione p(y), nel campo delle funzioni integrabili secondo Lebesgue (e 
quando si prescinda dalle funzioni nulle quasi dappertutio), e tale so- 
luzione é data dalla formula 

y 


(22) 9(y)= Balto “i ee as}. 


f2e 2D dy = (0) +r (2)ds=F(2), 
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7. Il problema di Abel. 

Supposta la f(z) assolutamente continua nell’ intervallo (0,4), abbiamo 
ottenuto, con la formula (22), l’ unica soluzione esistente della equazione (2). 
Ma tale soluzione pud non essere soluzione del problema di Abel enunciato 


nell’ introduzione. Ed infatti, avendo posto p(y) = 11 + ®’*(y), ne viene 
che la »(y), per essere soluzione del problema di Abel, deve soddisfare 
ovunque, oppure quasi dappertutto se la ®’ non esiste sempre finita, alla 
disuguaglianza 

(23) p(y) 21; 


e questa condizione pud non essere soddisfatta dalla (22), come avviene 


r esempio se é f(z) = fz, In tale caso, infatti, la (22) da 
pe p 7 


1 dz 1 
v= Fal ts Saad 


La condizione (23) é poi anche sufficiente affinché la soluzione dell’ equa- 
zione (2) sia soluzione del problema di Abel. Ed infatti, se vale la (23), 
avendosi 


(24) ®'(y) = Vp? (y) — 1, 


il secondo membro di questa uguaglianza é sempre reale e si ha 


| S’(y)| << 9(y), 
e la ©’(y) risulta integrabile come la p(y). Integrando allora la ®’(y), 
si ha la ®(y) e quindi P equazione della curva cercata. 

Qui osserviamo che, dalla funzione p(y), definita dalla (22) e sup- 
posta soddisfacente alla (23), si possono dedurre infinite funzioni ®(y). 
Ed infatti, essendo la ’(y) definita dalla (24), della ®’(y) resta deter- 
minato soltanto il valore assoluto, il segno restando arbitrario. Noi inten- 
deremo, nel seguito, di scegliere sempre il segno positivo, e cosi potremo 
parlare di funzione ®(y) wnivocamente determinata dalla p(y); e pure 
in questo senso potremo parlare di uniciti della soluzione del problema 
di Abel. 


Ritornando alla condizione (23), rileviamo che essa da, in virtd della 
stessa equazione (2), 


5 A f_ay _\/% 
(25) f(z)=> /29. yz-y y%, 
percié il problema di Abel non ha soluzione se non é, in tutto un inter- 
vallo (0,5), f(z)> =. 
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Nel caso che sia esattamente f(z) = y%, in tutto I’ intervallo (0, 4), 


la (22) da costantemente g(y)=1, onde ®(y)=—0, e la curva di dis- 
cesa é la verticale. 

Per discutere la risolubiliti del problema di Abel, distingueremo il 
caso in cui 6 f(0)+ 0 da quello in cui é f(0)= 0. 

a) Ferma I ipotesi che la f(z) sia assolutamente continua in (0,4), 
supponiamo dapprima che sia /(0)+ 0 e quindi, dato il significato della 
funzione f(z), f(0) > 0. Supponiamo, inoltre, che, in vicinanza del punto 
z= 0, sia sempre (o quasi dappertutto) f’(z)>0. Allora la (23) risulta 
verificata in tutto un intervallo (0,4). Ed he P ultimo termine della 
formula (22) @ per la f’(z)>0, sempre > 0 per tutti gli y prossimi a 


y=0, mentre il termine (29 f(0)y~* tende all’infinito, per y+ +0. 
Dunque, in tutto un intervallo (0,4), vale la (23). 


Le ipotesi ora fatte sono verificate, per esempio, se @ f(z) =c 
(cost. > 0). In questo caso, che é quello della curva tautocrona, la (22) 


da p(y) = 2%, donde 
y 


sy) =| o(y)ay =~ yy, 


0 
che é I’ equazione caratteristica della cicloide. 


Per il caso in cui la f’(z) non sia sempre >0, in vicinanza del 
punto z = 0, possiamo dire che la conclusione a cui siamo giunti pid sopra 
vale ancora purché la f(z) risulti limitata o, pid generalmente, purché 
\f’(z)|°**, per un o>0, risulti integrabile in un intervallo (0,4, ). 
Ed infatti, in tale caso, si ha, in tutto (0,6,), per la disuguaglianza di 
Schwarz generalizzata, 


1 
y __ tte l+o 


f Letra [fren eel™ fee ai a 


28 


a 


l+o 


4; 
< pease afer [ \r’( z) |?*° az] 
0 

donde segue che l’ ultimo termine della (22) resta, in modulo, inferiore 

ad un numero fisso, in tutto |’ intervallo (0,6,), cid che basta per giu- 
stificare la nostra affermazione. 

La (23) risulta verificata in tutto un intervallo (0,4) anche nel caso 

in cui, in vicinanza di z = 0, sia f’(z) > — kz-*, con k costante positiva, 
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perché, in tale caso, é sempre, in vicinanza del punto z = 0, 


LP¢ 2-8 fat —— 
fe, bia ces Ai 


e dalla (22) segue ancora p(y)—> +o, per y+ + 0. 

b) Supponiamo ora che sia f(0) = 0, sempre ferma restando I’ ipotesi 
che la f(z) sia assolutamente continua in (0,4). Perla f(0)=0, la (22) 
si riduce alla 


(26) vty) ff Eidas. 


Per quanto abbiamo gid detto, se in tutto un intervallo (0,4) non 


é sempre f(z)> / 2, la (23) non pud essere soddisfatta. Dalla (26) 


risulta poi subito che la (23) non é soddisfatta se la derivata f’(z) si 
mantiene limitata in vicinanza del punto z= 0, perché, in tale caso, il 
secondo membro della (26) tende a zero per y+ +0. Lo stesso dicasi 
se la f’(z) diventa infinita per z+ +0 di o> y <4}, 0, pid general- 





mente, se 8, in vicinanza diz = 0, | f’(z)| <—— = perché, in tale ipotesi, 











3 
risulta, in vicinanza di z= 0, 
Efe). -as| oe 
¥ (y—2)? ne —2) 29" 


e percid p(y) <1. 
Se, invece, si ha f’(z)> 


intervallo é 


1 





in tutto un intervallo (0,4), in tale 


i) 
— 
n 


f£e, f’ (2) ~de ae f oT Wer » 
(y- 2)* =Tm, Ye(y—z) 2g’ 
e percid »(y) > 1, vale a dire la (23) risulta soddisfatta in tutto (0, 9). 
8. Conclusione. 
Possiamo riassumere i risultati della discussione fatta con la seguente 
proposizione : 


A. Sta f(z) una funztone assolutamente continua in un tntervallo 
(0,5), con d>0. 


Il problema di Abel, se ha soluzione, ne ha una sola (nel senso 
indicato nel n.°7, e non considerando le funziont non integrabili secondo 
Lebesgue), ed essa é data dalla formula 


13* 
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(27) z= 9(y)=f Ve") —1dy, 
con 
sptainds far fe + fey, as}. 
(y—z)* 


Se @ f(0)>0, la soluzione esiste in un certo intervallo (0,4) 
(0<46<6), purché, inolire, sia, in tutto (o in quast tutto) [ intervallo (0, 3): 

a) f’(z)20; 

b) oppure, la f'(z) risulti limitata; 

c) oppure, |f'(z)|"*" risulti integrabile per un o > 0 (cid che avviene, 
in particolare, se la f'(z) diventa co, per z—++0, di ordine y <3); 

d) oppure sia (z=, con k costante. 


Se 2 f(0)=0, la soluzione esiste in un certo intervallo (0,3), 
purché: 


e) sia sempre, in (0,6), f’(z) > —— (cid che avviene, in parti- 


CPP 
colare, se la f’(z) diventa x, per z+ +0, di ordine y > }). 
La soluzione non esiste in un intervallo (0,45) se, in tale intervallo, 


non & sempre f(z)2/ = 


La soluzione non esiste se. essendo f(0)= 0, in vicinanza del punto 





z=0 la f’(z) st mantiene limitata oppure é | f’(z)| < , €, in parts- 


1 
¥2gz 
colare, se f'(z) diventa infinita, per z—++-0, di ordine y <3. 

Va rilevato che, se é f(z) = V =, si ha ®(y)=0 e la curva di 
discesa @ la verticale; se é, invece, f(z)=cz", con ¢ costante (> 0) e 
n> +4, il problema di Abel non ha soluzione. 

B. Supponendo sempre la f(z) assolutamente continua, se é f(0) > 0 
e vale una qualunque delle condizioni a), b), c), d) del teorema A, oppure 
se & f(0)=—0 e wale la condizione e) del teorema A, la soluzione 
z=@(y) del problema di Abel ha, in un certo intervallo (0, 5’), la 
derivata (la dove questa derivata esiste) sempre maggiore di 0 (e quindi 
la tangente alla curva non é mai verticale). E solo eccetiuato il caso in 
cui sia f(2)=) = in tutto un intervallo (0, 3’), 

Nel caso eccettuato é, in tutto (0, 4’), ®’(y)=0 e percid ®(y) = 0 


La proposizione B risulta senz’altro da quanto abbiamo detto nel 
n.° precedente. 
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C. Supponiamo che la f(z) sia continua in tutto un intervallo (0, 4), 
e che, per ogni z tale che 0<2z2<4, la f'(z) esista fintta e continua. 
Allora, se é@ f(0)>0 e vale una qualunque delle condizioni a), b), c), d) 
del teorema A, oppure se é f(0)=0 e la f (z) diventa infinita, per 
z— +0, di ordine y >}, la f(z) risulta assolutamente continua in tutto 
(0,4), e la soluzione x = ®(y) del problema di Abel e¢ tale che, nell inter- 
vallo in cut essa vale, la derivata D (y) esiste sempre, e finita e continua 
per y>0, tende a + co per y—++0 ed ha il valore +co per y=0. 

Se poi e f(0)=0, con f'(z)>—— per 0<2 <4, la f(z) risulta 

V2gz 

ancora assolutamente continua in tutto (0,4), e la soluzione x = D(y) 
del problema di Abel é tale che, nell’ intervallo in cut essa vale, la ® (y) 
esiste finita e continua per y>O. Se, in particolare, 2 f(z) =k Vz 


in (0,4), con b>y/2, risulta 


k? 
P(y)=¥/ oz 1, 
e la derivata ®'(y) esiste ed é@ continua anche per y=0. 
Per dimostrare questa proposizione, si osservi che, per le ipotesi 
fatte, é 
é 
(28) f(6) — f(z) =f f’ (z) dz, 


per ogni z tale che 0 <z< 4, ed é anche 
3 
lim f f’(z)dz=f(d)— (0). 
z>+O02 


Di qui ¢ da una qualunque delle condizioni a), b), c), d),e) del teorema A, 
segue |’ integrabilitaé nel senso del Lebesgue (e quindi |’ assoluta integra- 
bilita) della f’(z) in tutto (0,45),*) e percio la validita della (28) anche 
per z= 0, cid che prova |’ assoluta continuita della f(z) in tutto (0,46). 


Osserviamo poi che, per y > 0, in tutto |’ intervallo in cui la soluzione 
del problema di Abel esiste, pud scriversi 


Viele ‘ f’(2) , 
29 p Bas # Bus, —Ltnkens OS re 
(29) ?(y)=— yi! +f : +J 


$ (y-z)? 


*) Cid & evidente per le condizioni a), b), c), e); per la condizione d) basta osser- 
vare che é (essendo k>0) IPS) +e e che, percid, e pure, per 0<2<5, 
z 


3 
Jir'@| dz Sf()—f(z)+4k (VS—Yz). 
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con 0<F<y. Ora ae 


f(a) 
30) dz 
( J (y—2)? 


é una funzione continua iaie y per tutti gli y>¥: ed infatti, se é 
y'>¥, si ha 
1 


fe, 2) de ~ | C2) ae|< fire _ 
(y—2) ’-at lo-o! go! 
Ma, preso un «>0 e tenuto fisso y, possiamo determinare un 7 > 0 
e <y— J, in modo che dalla |y’ — y| < » segua 
| 1 a 1 
(y—2)? — (y’—2)? 
per tutti gli z di (0,9). Abbiamo allora, per tutti gli y’ tali che 
ly’—yl<n, 


Joes re) gg en 


(y—z)? © (y’— 


dz. 











<é, 








)| dz, 





e questo prova la continuita di a nel ae y considerato, e quindi 
per ogni y > J. 

Per vedere come si comporta |’ ultimo termine della (29), indichiamo 
con NW un numero tale che, in (¥, 4), sia sempre |f’(z)|< N. Allora, 
per tutti gli y’ tali che |y’— y|<y—g, é 


fees ae|<xf— < My -; 
(y’ —2)? (y’ —z)! J (1-8)? 


dunque, per tutti gli y prossimi ad un determinato valore maggiore di 0, 
l’ultimo termine della (29) pud farsi piccolo come vuolsi, prendendo 
opportunamente 7. 








Dalla (29) risulta pertanto la continuité di m(y) per ogni y>0.° 
Dalla continuita della p(y) segue poi immediatamente la continuité della 
®'(y) in virta della (27). 

Se @ f(0)>0 e vale una qualunque delle condizioni a), b), c), d), 
del teorema A, si é gid veduto nel n.°7 che la p(y) tende a +o per 
y—>+ 0. Dunque, nelle ipotesi dette, & ancl.e D’(y)—+ + oo, per y+ + 0. 
Ed é@ pure, percid, ®’(0) = + co. 

Se, invece, é f(0)=0 e la f’(z) diventa infinita, per z—0, di 
ordine y>}, prendendo un numero y tale che } <»< y, si ha, per tutti 

















Problema di Abel. 199 


gli z positivi e minori di un certo Z, f’(z)> 2-7", e quindi, per tutti 
gli y positivi e minori di 7, 
2g --» 
oy) > fH # > Lays va = Bpy? , 
7a ’ g Ws— 
donde, per y+ + 0, p(y)—+ + 0, e di conseguenza anche ®’(y)— + eo. 
E si ha ancora necessariamente ®’() = + co. 


Osservazione. La proposizione C vale anche se, invece di supporre 
che la f’(z) esista finita e continua per ogni z tale che 0<2z<4, si 
suppone che la /’(z) esista finita per ciascuno degli z ora indicati e sia 
limitata in ogni intervallo (6,,5) tale che 0 < 6, <4. 


Bologna, 14 Marzo 1927. 


(Eingegangen am 17. 3. 1927.) 





Das Anfangswertproblem einer beliebigen nichtlinearen 
hyperbolischen Differentialgleichung beliebiger Ordnung 
in zwei Variablen. Existenz, Eindeutigkeit und 
Abhingigkeitsbereich der Lésung. 


Von 


Kurt Friedrichs in Aachen und Hans Lewy in Gottingen. 


Soll eine partielle Differentialgleichung, die man fiir die zeitliche 
Anderung irgendeines physikalischen Zustandes abgeleitet hat, wirklich das 
Gesetz dieser Zustandsainderung darstellen, so wird man von ihr verlangen, 
daB sie folgende mathematischen Eigenschaften besitzt. Ist zu irgendeiner 
Zeit irgendein Zustand vorgegeben, so besitzt die Differentialgleichung 
eine Lésung, die den Zustand auch fiir die folgende Zeit darstellt. Und 
zwar darf es nur eine Lésung geben, denn sonst wiirde die Differential- 
gleichung den Zustand nicht vollstindig bestimmen. Soll ferner eine 
raumlich begrenzte Anderung eines vorgegebenen Zustandes sich nur mit 
endlicher Geschwindigkeit auswirken, so darf der Wert der Lésung in 
einem Punkte nicht von saimtlichen Anfangswerten abhingen, sondern nur 
von einem raumlich begrenzten Teil. Von einer solchen Eigenschaft kann 
man natiirlich nur dann sprechen, wenn man auch nicht analytische 
Anfangswerte zulaBt. 

Die linearen hyperbolischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
erfiillen bekanntlich diese Forderungen. Fiir beliebige hyperbolische 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in zwei Veranderlichen wurde dies 
Verhalten von H. Lewy*) nachgewiesen. Fiir lineare Differentialgleichungen 
héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat G. Herglotz*) explizite 
Darstellungen der Lésung entwickelt, in denen die gekennzeichnete Art 
der Abhangigkeit von den Anfangswerten zum Ausdruck kommt. In 





1) H. Lewy, Uber das Anfangswertprobl einer hyperbolischen nichtlinearen 





Differentialgleichung ..., Math. Annalen 98. 
*) G. Herglotz, Sichsische Akademieberichte 1926, 8. 287. 
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unserer Arbeit beweisen wir, daB unsere Forderungen fiir jede hyperbolische 
Differentialgleichung beliebiger Ordnung in zwei unabhdngigen Verdnder- 
lichen erfiillt sind. 

Das Anfangswertproblem einer Differentialgleichung n-ter Ordnung 
F=\ fiir eine Funktion u(z, y) der beiden Variablen zx, y formulieren 
wir folgendermaBen. Auf einer Kurve*) in der (x, y)-Ebene seien die 
Werte der Funktion « und ihrer Ableitungen bis zur n-ten Ordnung der- 
artig vorgegeben, daB sie der gegebenen Differentialgleichung geniigen. 
Langs dieser Kurve sollen fiir die vorgegebenen Anfangswerte u, u,_, u,, 


e"u 
Ue? sees “Uy = aye 


eine Reihe von Streifenbedingungen erfiillt sein, d. h. 
du=u,dx + u,dy, 
du,=u,,dx+u,,dy, 


dUyn-: = Uyx- 24x ote Uy» dy. 


Um das Anfangsproblem zu lésen, leiten wir ein — fiir eine Lésung u 
von F=0 und ihre Ableitungen u,,u,,... sicher erfiilltes — System 
von Differentialgleichungen ab, in dem die GréBen z, y, u, u,, vey Uye 


als unbekannte Funktionen aufgefaBt werden und ihre ersten Ableitungen 
nach einer ,,charakteristischen Richtung“ auftreten. Dieses Gleichungs- 
system nennen wir das System der ,,charakteristischen Gleichungen“. Wir 
ersetzen nun unser Anfangswertproblem fiir 7 = 0 durch ein Anfangswert- 
problem fiir ein System von charakteristischen Differentialgleichungen. Alle 
solchen Gleichungen, die sich fiir eine charakteristische Richtung ergeben, 
wiirden nicht ausreichen, um diese Funktionen véllig zu bestimmen. Da es 
aber, wie wir fordern, n verschiedene reelle charakterstische Richtungen 
gibt, so kénnen wir die Gesamtheit der charakteristischen Gleichungen, 
die in allen Richtungen geiten, als ein System partieller Differential- 
gleichungen auffassen, welches jedoch jetzt mehr Differentialgleichungen 
als gesuchte Funktionen enthalt*). Aus dieser Gesamtheit suchen wir ein 
System von ebensoviel Gleichungen wie Funktionen heraus, das bei vor- 
gegebenen Anfangswerten gerade eine Lésung zulaBt. Wir weisen die 
Existenz dieser Lésung mit Hilfe eines Differenzenverfahrens nach und 
zeigen, daB die Lésung des ausgewahlten Systems der charakteristischen 
Gleichungen auch die Lésung des urspriinglichen Anfangswertproblems fiir 
F=0 liefert. 


*) Die Tangente dieser Kurve muB stetig und darf nirgends charakteristisch sein 
vgl. § 2). 
4) Vgi. H. Lewy, loc. cit. 
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Aus unserem Konvergenzbeweis ergibt sich unmittelbar das Resultat, 
daB der Wert der Lésung in einem Punkte von den Vorgaben nur auf 
einem Tei] der Anfangskurve abhiangt; d. h. daB ihr Wert sich nicht andert, 
wenn wir die Vorgaben auBerhalb dieses Teils der Anfangskurve andern. 
Den Abhdngigkeitsbereich der Liésung erhalten wir folgendermaBen: Wir 
ziehen von dem betreffenden Punkte aus die charakteristischen Linien, bis 
sie die Anfangskurve treffen. Das von den beiden dufersten Schnitt- | 
punkten begrenzte Stiick gibt das Abhangigkeitsgebiet. 





1. Teil. . 
§ 1. 
Die charakteristischen Differentialgleichungen‘). 
Wir gehen aus von einer Differentialgleichung n-ter Ordnung 
(1) F(a, y, u, Uz, Uy, Uses ---) = 0, 


in der simtliche Ableitungen der Funktion u(z,y) bis zur n-ten Ord- 
nung vorkommen kénnen. Fiir die héchsten Ableitungen fiihren wir 
folgende Abkiirzungen ein: 


ug = [0], 
uza—y = (If), 

Uy» = (n} 

Ferner verwenden wir die Abkiirzungen: 

oF 

afoy — *o» 

er 

an] — 7 


Verstehen wir nun unter u(z, y) eine Lésung der Differentialgleichung 
(1), so mu8 fiir sie auch die durch totale Differentiation nach z ent- 
stehende Gleichung 


(2) oF = F,(0),+F,(1].---+F,(n],+(Fl,=0 


erfiilit sein. Dabei bedeutet 


oF , oF oF 
(Fl.= 3 Fe MT TR ee 


*) Die im folgenden verwandte Methode 1aBt sich unmittelbar zur Aufstellung der 
Charakteristikentheorie auch fiir Differentialgleichungen in mehr unabhangigen Variabler 
und fiir Systeme von Differentialgleichungen benutzen. 
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Wir betrachten nun irgendeine Richtung in der (z, y)-Ebene und 


bezeichnen die Ableitungen der Ausdriicke z,y,u,u,,... nach einem 


Parameter in dieser Richtung mit 2’, y’, u’,uz,.... Dann gelten die 
folgenden Streifenrelationen 


dia A y’; 
(1)'=[1],2 ‘+ ly , 


[n — 1]’ wee x ‘+ [n—1], y’, 
(0), = (1),. (1), = [21], 


2'[0], +y'[1],—[0]’ =o, 
(3) z’(1),+9'[2), a a 


die wir wegen 


auch in der Form 


z’([n—1),+y'[n],—[n—1] =0 
schreiben kénnen. Die n Gleichungen (3) bilden zusammen mit Gleichung (2) 
ein System linearer Gleichungen fiir die n+ 1 GréBen [0},, [1],,..., [n],- 
Im allgemeinen wird die Determinante dieser Gleichungen von null ver- 
schieden sein. Verschwindet aber die Determinante, so verschwindet auch, 


da das Gleichungssystem ja eine Lésung hat, jede n+ 1 rethige Deter- 
minante der Mairiz 


wy, J &:.-- Sui, F ole 
fr? «. 8 ££: 2 
owg? 0 0 f1y 
0 0 0 2 oy’ «6[n—1] 
Das Verschwinden der Determinante 
Me fe *s+ Seve Se 
(4) ye ie Aare 
0 0 e 


stellt eine homogene Bedingung fiir x’, y’, d.h. eine Bedingung fiir die 
Richtung dar, nach der die durch den Strich angedeuteten Ableitungen 
m bilden sind. Das Verschwinden der iibrigen (n-+1)-reihigen Deter- 
minanten, z. B. der durch Auslassung der vorletzten Spalte entstehenden 


FF, ... B., —(FL 
(5) es he ee [oy joo 
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stellt dann eine Bedingung fiir die Ableitungen der GréBen [0], [1], ....[m — 1] 
nach dieser Richtung dar. Die Gleichung (4) 4, = 0 nennen wir die charak- 
teristische Hauptgleichung und jede Richtung y’:2’ der (x,y) Ebene, 
die ihr geniigt, eine charakteristische Richtung. Die Gleichung 4, = 0 
ist vom n-ten Grade in 9=y’:2z’. Wir verlangen nun von unserer 
Differentialgleichung F = und ihrer Lésung u, daB die zugehdrige cha- 
rakteristische Hauptgleichung 4,—0 n und nur n verschiedene reelle 
Wurzeln besitzt*). Diese Voraussetzung ist nichts anderes als unsere For- 
derung, daB die Gleichung F = 0 hyperbolisch ist. 

Die Gleichung (5) reprisentiert demgemaB n einzelne Gleichungen, 
je nachdem auf welche der n charakteristischen Richtungen sich die durch 
den Strich angedeutete Ableitung bezieht. 


Geht man anstatt von der Gleichung (2), die aus =0 entstanden 


ist, von der Gleichung A 0 aus, und fiigt die » Streifenrelationen 
2’(0),+y'[1],—[1]’ =9, 
'[n—1],+y'[n], —(n]' =0 
hinzu, so erhilt man ein Gleichungssystem fiir die n + 1 Unbekannten 
[0},, [1],,---»[m],. Seine Matrix lautet: 


F, F,... Fi, ¥, —(F), 
6 Tre ee [1] 
6... @ tert 

Die Determinante der n +1 Gleichungen ist wieder 4,. Kennzeichnet der 
Strich wieder die Ableitung nach einer charakteristischen Richtung, so 


verschwindet 4,, und wir schlieBen dann wie friiher auf das gleichzeitige 
Bestehen z. B. der Relation 


Fo F,... Fy-1 —([F, 
(6) ie (1]’ _y 
Do. Osa [n]’ 


*) Wir setzen voraus, daB fiir keine charakteristische Richtung x’ = 0 oder y’ = 0 
ist, was darauf hinauskommt, daB F, und F, nicht gleich null sind. Da die GréBen 
F,, F,,..-, F, nicht alle gleich null sein kénnen, la6t sich dies fiir Umgebungen jedes 
Panktes immer dadurch erreichen, daB man an Stelle von z,y neue unabhingige 
Verinderliche £, einfiihrt und F= 0 als Differentialgleichung fiir u als Funktion von 
€ und » auffaBt; denn dabei gehen die charakteristischen Richtungen in sich iiber. 
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die n einzelne Gleichungen reprisentiert, je nachdem auf welche der n 
charakteristischen Richtungen sich der Strich bezieht. 
Die Determinante 4, kénnen wir in die Form 





(7) cis = An(e) = Foo" — Rew? + —... (1 F, 
setzen, wahrend wir an Stelle der Gleichungen (5) und (6) auch 
(8) 4,_,(e@)[m—1]'— 4,-.(@) [w— 2)’ + —-.. +(—1)""* 4, (e) [0)’ 
—(—1)"[F],2’=0, 
(9) 4,_,(e)[n)’— 4,-,(e)(m—1) + —...+(—1)""* 4,(e) [1] 
—(—1)"[F],2’ =0 
schreiben kénnen. Dabei bedeuten 4,(0), 4,(@),... die Determinanten 
4,(@)= 29, 
PF, fF, 
4,(e)= . ‘° 
(10) : 
F, PF, P, 
4,(e)=|1 @ 0 |, 
icon 








Wir merken noch fiir spater die Relationen an: 


(10a) 4+31(@) — 04, (0) =(—1)**' F,,,. 


§ 2. 


Die Bedeutung der Bedingung, da8 die Anfangskurve nicht 
charakteristisch ist. 


Es ist nach dem Vorangehenden plausibel, welche Bedingung man fiir 
die Anfangskurve x(t), y(t) stellen wird, wenn man in dem in der Ein- 
leitung formulierten Anfangswertproblem fiir F = 0 beléebige Werte von u 
und seinen Ableitungen bis zur n-ten Ordnung vorgeben will, die nur der 
Gleichung F = 0 und den Streifenbedingungen lings der Anfangskurve zu 
geniigen brauchen. Wir werden namlich verlangen, daB die Anfangskurve 
nirgends charakteristisch ist, d.h. daB auf ihr der durch Gleichung (4) 
definierte Ausdruck 4, nirgends verschwindet. Wiirde naimlich 4, an einer 
Stelle der Anfangskurve gleich null sein, so miiBten dort auch noch die 
Gleichungen (5) und (6) erfiillt sein, wenn es eine Lésung von F=0 mit 
diesen Anfangswerten gibt. Das wiirde aber im allgemeinen eine neue Be- 
dingung fiir die Anfangswerte darstellen. 
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§ 3. 
Das Anfangswertproblem der charakteristischen Differentialgleichungen. 


Eine Lésungsfliche u(z,y) unserer Differentialgleichung F = 0 wird 
von n Scharen von charakteristischen Linien iiberdeckt. An Stelle der 
Linien z = konst. und y = konst. fiihren wir die beiden ,,auBersten“ dieser 
Charakteristikenscharen als Koordinatenlinien « = konst. und w = konst. 
ein. Hierbei bezieht sich der Begriff der beiden auBersten Scharen auf die 
Anfangslinie, und zwar in folgendem Sinne. Denken wir uns in einem 
Punkte P der Anfangslinie eine Richtung aus der Richtung der Anfangs- 
linie — die selbst nicht charakteristisch ist — um zwei Rechte gedreht, 
so wird sie dabei einmal mit simtlichen n charakteristischen Richtungen 
zusammenfallen. Die erste und die letzte, mit der sie zusammenfiallt, 
nennen wir die beiden auBersten charakteristischen Richtungen. Lassen wir 
den Punkt P auf der Anfangslinie wandern, so andert sich jede charak- 
teristische Richtung stetig’), und es gehen auBerste Richtungen in auBerste 
Richtungen iiber. 

Wir wahlen die Parameter « und w so, da in einer Ebene mit den 
rechtwinkligen Koordinaten «, m der Geraden « + m= 0 die Anfangskurve 
entspricht. Wir fassen nun die GréBen z, y, u, u,,...,[m] als voneinander 
unabhangige Funktionen der Parameter « und m auf; d. h. wir fordern nicht, 


ou au 


da8B u,=——,.-.,(n]= ist. Dann stellen die charakteristischen Glei- 
bad z ay” 


chungen (4), (5) und (6) und die Streifengleichungen 





, , , 
usur+uy 


Uyn-1 =[n—I]x’+[n]y’ 
ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung fiir diese Funktionen 
dar. Wir kénnen namlich den Strich einmal als Ableitung nach dem Para- 
meter «, das andere Mal als Ableitung nach w deuten; der Strich kann 
aber auch die Ableitungen nach den n— 2 anderen charakteristischen 
Richtungen andeuten; diese setzen sich aus den Ableitungen nach « und w 
linear zusammen. 

Wir kénnen jetzt das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung 
F=0 ersetzen durch das Anfangswertproblem des Systems der charak- 
teristischen Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Funktionen 
z,y,u,...,[m] der Variablen @ und ; natiirlich mit denselben Anfangs- 
bedingungen auf der Geraden « + =. Die Anzahl der charakteristischen 
Gleichungen und Streifenbedingungen ist aber gréBer als die Anzahl der 


7) Falls die Anfangskurve eine stetige Tangente besitzt und die GréBen 
P,, F,, ---, F, lings der Anfangskurve stetig sind. 
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gesuchten Funktionen, so da8 wir uns veranlaBt sehen, ein System von 
ebensoviel Gleichungen als gesuchten Funktionen auszuwahlen. Wir kénnen 
das so einrichten, daB das Gleichungssystem in den Ableitungen linear wird. 
Dies geschieht auf folgende Weise. 

Wir denken uns die charakteristische Hauptgleichung (4) in ihre 
Linearfaktoren zerlegt: 


4, = Fy(y’ — 0,2’) (y’ — o,2’)--. (y’ — 0,2’) =0. 
Die GréBen 0,, 0,,---,@,, sind also bekannte Funktionen der gesuchten 
Funktionen z,y,...,[{n]. Die Indizes sind dabei so gewahlt, daB der 
Linearfaktor y’— 0,2’ baw. y’—@,2 verschwindet, wenn fiir y’ und z 
die Ableitungen nach der Richtung « bzw. w eingesetzt werden. Wir be- 
zeichnen mit dem oberen rechten Index « oder w die Ableitungen nach dem 
Parameter « bzw. w und wahlen die beiden Gleichungen 





ee z* =O 
(11) sf @. 








y°— 9,2" =0 





fiir unser zu bildendes Gleichungssystem aus, 

Die nm — 2 anderen Linearfaktoren von 4, dienen uns dazu, Ableitungen 
nach den n—2 anderen charakteristischen Richtungen — die wir ent- 
sprechend durch Indizes £,y,... kennzeichnen wollen — durch die Ab- 
leitungen nach @ und @ linear auszudriicken. Ist nimlich f(a, w) irgend- 
eine Funktion von « und @, so ist z.B. f? = f*a’+ f’w*. Das Ver- 
haltnis «@’:w” berechnen wir dabei aus der Gleichung 


y’ — 0,2 =(y*— o,2*) a? + (y* — 9,2”) w* =0. 
Ferner wahlen wir die n Gleichungen aus, die aus der Gleichung (8) ent- 


stehen, indem wir g@ und den Strich auf die m verschiedenen charak- 
teristischen Richtungen a, 8,...,@ beziehen und demgem&8 schreiben 





4,_,(0,)(n—1]*— 4,_,(0,) (m—2]°+...—(—1)"[F], 2* = 0 
(19) |4a-1 (2) ("—1}* — 4, (04) [n — 2]? +... —(— 1)"[F 2 = 











Weiter benutzen wir die Gleichung (9) in einem einzigen Exemplar, ném- 
lich dem auf « beziiglichen: 








(13) | 4,_.(e,)[n]*— 4,_,(e,)(*—1]*+...—(— 1)" (F], 2° = 0 
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Endlich benutzen wir noch samtliche Streifengleichungen in der Rich- 
tung a fiir die Groen u, u_, Uys -+0y Unt, Uyn—tyy oe ey Un ay die — es 


sei noch einmal betont — als voneinander unabhangige Funktionen (vgl. 
8. 206) von « und @ fungieren: 





"U=u* — u,z*—u,y* =0 














(14) 
“Uys = Us,-, —[n— 1] 2*—[n] y*=0 
° ° ou OU —s 
Hier ist US — FOr coos Ua = gesetzt. 


Dieses lineare partielle Differentialgleichungssystem (11), (12), (13), 
(14) mit ebensoviel Gleichungen wie gesuchten Funktionen hat bei drei- 
mal beschrankt differenzierbar auf der Anfangslinie « + m = 0 vorgegebenen 
Anfangswerten in einer gewissen Umgebung dieser Linie eine eindeutige 
mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene Lésung: 
z,y,u,...,[m] als Funktionen von «,m@. Unser Gleichungssystem ist 
nimlich ein Spezialfall eines allgemeineren solchen Systems. von dem wir 
in Teil II die Existenz der Lésung beweisen, unter der Voraussetzung, 
daB seine Determinante (vgl.§ 4) auf der Anfangslinie nicht verschwindet. 

Es wird sich schlieBlich zeigen, daB die Lésung des Anfangswert- 
problems der charakteristischen Differentialgleichungen die gesuchte Lésung 
der Gleichung F = 0 liefert. 


§ 4. 
Die Determinante verschwindet nicht. 


Die Determinante unseres Gleichungssystems erklaren wir folgender- 
maBen: Wir setzen in unsere Differentialgleichungen fiir die verschiedenen 
Ableitungen von x, namlich x“, x”, ..., x”, immer denselben Buchstaben £, 
fiir y*, y*,..., y® denselben Buchstaben 7, und entsprechend fiir die Ab- 
leitungen aller unserer gesuchten Funktionen. Wir bekommen so ein lineares 
homogenes Gleichungssystem fiir die , Unbekannten“ é, y, ...; seine Deter- 
minante bezeichnen wir als die Determinante unseres Differentialgleichungs- 
systems. Sie wird von null verschieden sein, sobald wir wissen, daB dieses 
lineare Gleichungssystem nur die eine Auflésung § = 0, » = 0, ... besitzt. 

Um dies einzusehen, beachten wir, daB aus den beiden aus (11) ent- 
stehenden Gleichungen 


n—o,€=0 und »—o §=0 


n= = folgt, da g, nicht gleich o ist. Benutzen wir dieses Resultat, 
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so sagen die Streifenbedingungen (14) nichts anderes aus, als daB die 
dort auftretenden den GréBen u*,..., us, entsprechenden Unbekannten 
null sind. Wir haben nur noch das Verschwinden derjenigen Unbekannten 
nachzuweisen, die den Ableitungen von [0], [1], ... entsprechen. Dazu 
schreiben wir uns die Determinante der Gleichungen (12) auf: 


| 4ya(@e) 4yg(@a) --+ 4g(0,) 
any Aaa) Ala) | 


A,_ (On) 4yg(@,) «++ 4g (@,,) 


4,(@) ist ein Polynom k-ten Grades in g, und der Koeffizient der héch- 


sten Potenz ist F, (vgl.(10)). Die Determinante (15) lat sich also auf 
die Form bringen: 


o*-1 o*-? iets: 0 1 
mo at wl 
SS e, 3 
Sie ist von null verschieden, da die n GroBen 0,, 0,,---, 2, voneinander 


verschieden sind und F,+- (0 vorausgesetzt wurde. (Vgl. Anm, *) 8S. 204.) 
Hieraus folgt, daB die den Ableitungen von [0], [1], ... entsprechenden 
Unbekannten verschwinden mit Ausnahme der letzten, die der Ableitung 
von [mn] entspricht. Diese kommt in der Gleichung (13) mit dem Ko- 
effizienten 4,_,(0.) vor. Es ist aber 0.-4,-1(0.)-+(— 1)” Pa = 4p (Qa) = 0 
(vgl. (10a) und (4)), und unsere letzte Unbekannte verschwindet also auch, 
da wir F,+ 0 vorausgesetzt haben. 


Damit ist also bewiesen, daB die Determinante des ausgewahliten 
Gleichungssystems auf der Anfangslinie von null verschieden ist. 


§ 5. 


Die Lésung des charakteristischen Systems liefert die Lésung der 
Gleichung F —0. 


Um nachzuweisen, daB die Lésungen des Anfangswertproblems unserer 
charakteristischen Differentialgleichungen auch die Lésungen des Anfangs- 
wertproblems von F = 0) liefern, haben wir zwei Dinge zu zeigen. 


1. Die Gleichung F = 0 ist iiberall fiir unsere Funktionen z,y, u, u,,... 
erfiillt. 


2. Die Funktion u,«,/ ist wirklich die entsprechende Ableitung von 


Mathematische Annalen. 99. . 14 
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u nach x und y*); dazu geniigt es nachzuweisen, da8 unsere Streifen- 
relationen, die in Richtung «@ erfiillt sind (vgl. (14)), auch nach der 
w-Richtung gelten: 


“U=u" — uz” —uy*=0 
“U,.-1= “Ua = 


Um F=0 nachzuweisen, addieren wir zur Gleichung (12), die mit 
@, multiplizierte Gleichung (13). Beachten wir die Relationen (vgl. (10a) 


(16) Ay +1(@,) — 0, 4,(0,) =(—1)"** Faas 
und 4,(e¢,)=0, so erhalten wir 


0= F,[n]*+ F,-; [n ba 1)" + 72” + F,(0}* + [PF], 2° +[F],y" 
= F.(n)*+ F,_,(n—1])*+...+F7,[0]* 
+ Fiat + Fyy* + Fiu,2* + Fluy*+.... 

Der letzte Ausdruck ist aber, wie man unter Beachtung der Streifen- 
relationen (14) erkennt, die Ableitung von F nach dem Parameter a. 
Da aber F fiir die Anfangswerte verschwindet, verschwindet es demnach 
fiir unsere Lisung iiberhaupt. 

Um die Giiltigkeit der Streifenrelationen nach der w-Richtung ab- 
zuleiten, setzen wir voraus, da alle gesuchten Funktionen 2, y, .., 
{n] stetige gemischte zweite Ableitungen nach a und @ besitzen. Unter 


dieser Voraussetzung gelten — wenn wir fiir v irgendeine unserer Funk- 
tionen einsetzen — folgende identischen Relationen °): 


— Bmw ad fac = vx” + vy y” aoe vw, a" ~. vy y", 
(17) haa wu — = 7 2” +°V, y" =a 2 A a" — “Vey 
a o o a { a a o a o 
(18) ae = (4 »,-<»,)(y*2 —2"y”). 
In (18) sind v, und », als Funktionen von x und y gedacht (vgl. Anm. *)). 


Fir die GréBen “U, “U,, ..., “U,»-1, deren Verschwinden wir 
nachweisen wollen, kénnen wir nun ein gewéhnliches Differentialgleichungs- 
system aufstellen. Zu dem Zweck betrachten wir die Gleichung (12), , 
die wir wieder in der alten Form (5) 


") Man kann an Stelle von « und w die GréBen xz, y als unabhingige Variable 


: é(2, ; 
einfihren, da eat) = ae x”(9,,—0,) $0 ist. 





“ «eyo C] a . a . s a 
) *V bedeutet z-( V); enteprechend spiter “U® = — (“U,),.... 


dw 
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F, F, a th | = — (Fl, 
(19) ~<a coe? 0 [o]}* ite 
% » we 2* [n—1]* 


aufgeschrieben denken. Von der letzten Spalte subtrahieren wir die nullte, 
erste, ..., (n —1)-te Spalte, nachdem wir sie bzw. mit (0],, (1],, ..-, 
[nm —1], multipliziert haben. AuBerdem subtrahieren wir die in der letzten 
Spalte mit [n|, multiplizierte Determinante (4): 
To ee Beg 
2 eT eee 0 0 
(20) oe 


0 0 uae x* y* 
Dadurch wird der Wert von (19) nicht verindert, weil die Determinante (20) 
verschwindet. 
Wir erhalten so aus (19), indem wir (0)*=(0],2°+ [0], y", ... 
ausschreiben, 


FPF, ... Fy, —(Fe+F,u,+.--+F [0], +---+F, (n],) 
(a) |" 0 ((0], — (1J.) ¥* ih 
@ see at ({m — 1], — [n],) y" 
Das oberste Glied der letzten Spalte unterscheidet sich um 
P, (w, — =) +..et+ Faas (uye-1,— Pi) 


oz 


von dem Ausdruck — y- , der nach der oben bewiesenen Gleichung F = 0 
verschwindet. 


Die hier auftretenden GréBen u, — 2“ p cess Ue-ae— ®t n-1 lassen 
ad OF 3 v s oz 


sich durch die GréSen “U, ..., “U,»-: ausdriicken. Es ist namlich 
identisch (vgl. (14) und 8. 210) 


“Uy* — "Uy" =(u, — 5*)(2"y"*—y" 2") 


“Uya-1y” — “Ua y* = (u a-1,— — ¢ ai) (ae y" —y" 2"), 


Ox 


und die GréBen “U, ..., “U,.-1 verschwinden (vgl. (14)). 


14* 
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Die GréBen p10) — se l1),-- 5 (n -1) —~[n] driicken wir ver- 


oy 
mége der Gleichung (18) durch “U,.-1, ..., “U,»-1 aus, indem wir dort 
baw. U=U,n-1,...,0=U,n-1 setzen und “U,.-1=0,..., “Uja-1=0 
beachten. 


Machen wir in der Gk ichung (21) die eben angeyebenen Einsetzungen, 
und multiplizieren wir sie noch mit ki (2’ y* — y” x“), so erhalten wir 
y 

die Gleichung 





F, wee Fy-1 F,,°U + F,°U; - ee ++ Py... Uya-s 
2 «ee 0 me "UWse-s | — 0, 
| O eee =* — “Uyn-1 


die wir auch in der Form -- vgl. die Ableitung der Gleichung (12), 
aus (5) — 


(22), 4,.,(0,)"Uie-s — 4. Je) "Ges 
+...—(—1)"(F,°U+...)2*=0 


schreiben kénnen. Gehen wir an Stelle von (12), von (12),, ..., (12), 


p? 
aus, so erhalten wir auf dieselbe Weise die Gleichungen 
(22), 4,1 (O,) “Up a-s = 4, _»(O,)°"Uja-25 
+...—(—1)*(F,°U+...) 2’ =0 
(22). A, 10.) “Upa-1 — 4p_g(0,,) “Uj n-25 
4... (— IPR “0+ ...)a = 8. 


SchlieBlich betrachten wir simtliche Gleichungen, die wir aus (17) 
dadurch erhalten, da8 wir fiir v der Reihe nach die GréBen u, u_,..., Uyn—2 
einsetzen und die Gleichungen (14) beriicksichtigen, namlich 


“T" ote “U, x" + “Uy” 
(23) 


ooo £2 ee eo Oe 8 Oe Oe Ue 


“Uyn-2 aaa “Uya-ts a” + “Uya-1 y" h 


Die Gleichungen (22) und (23) sind in der Tat lineare homogene 
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die GréBen “U, ..., "U,n-1, und 
zwar genau soviel Gleichungen wie Unbekannte. Es sind gewdhnliche Differen- 
tialgleichungen, da sie nur die Ableitungen nach « enthaten. Die Determi- 
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nante dieses Gleichungssystems, d.h. die. Determinante der Koeffizienten 
der Ableitungen der gesuchten Funktionen, ist offenbar das Produkt der 
Determinante der Gleichungen (22) und des Gleichungssystems (23). Die 
Determinante des letzteren Systems hat den Wert 1, und die Determi- 
nante der Gleichungen (22) ist gerade die Determinante (15). 

Wir haben somit ein lineares homogenes gewdhnliches Differential- 
gleichungssystem mit nicht verschwindender Determinante fiir unsere Funk- 
tionen “U,..., “U,n-1 aufgestellt. Ihre Anfangswerte sind aber null. 
(Denn auf der Anfangslinie sind die Streifenrelationen nach der Richtung 
der Anfangslinie vgl.(§ 2) und nach der von ihr verschiedenen (vgl. § 2) 
«-Richtung erfiillt, also auch in der w-Richtung.) Jedes stetige Lisungs- 
system solcher Differentialgleichungen mit verschwindenden Anfangswerten 
verschwindet aber iiberall. Damit sind simtliche Streifenrelationen als 
erfiillt erkannt, und die GréBen w,, ..., un =([mn] sind in der Tat die 
entsprechenden Ableitungen der Funktion u(z, y). 

Im ersten Teil dieser Arbeit haben wir somit fiir eine Lésung unserer 
Differentialgleichung F = 0 ein System von charakteristischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung abgeleitet, denen sie geniigen muS. Aus diesen 
charakteristischen Differentialgleichungen konnten wir ein System mit nicht 
verschwindender Determinante auswahlen, dessen Lésung bei denselben An- 
fangsbedingungen zu einer Lésung der Gleichung F = 0 fiihrt. Da dieses 
System der ausgewahlten Differentialgleichungen wirklich eine Losung be- 
sitzt, und nur eine einzige in einem gewissen Bereiche, wird sich aus dem 
allgemeinen Existenzsatze des zweiten Teiles ergeben. 

Aus ihm folgt, daB es ein sich an die Anfangskurve anschlieBendes 
Gebiet der (z,y)-Ebene gibt, innerhalb dessen die Differentialgleichung 
F=0 hyperbolisch bleibt und wo eine und nur eine,mit stetigen Ab- 
leitungen bis zur n + 2-ten Ordnung versehene Lésung unseres Anfangs- 
wertproblems existiert; ferner, daB der Wert in einem Punkte P nur von 
demjenigen Tei] der Anfangskurve abhingt, der von den beiden duBersten 
Charakteristiken durch P aus ihr ausgeschnitten wird. 

Zum SchluB stellen wir die Voraussetzungen zusammen, die wir 
machen, ohne zu behaupten, daB wir nicht mit etwas schwicheren 
Bedingungen hitten auskommen kénnen. Der fiir die Anfangswerte als 
hyperbolisch vorausgesetzte Ausdruck F soll nach seinen Argumenten 
x,y, u,...,[m] viermal beschrinkt differenzierbay sein. Die Anfangs- 
werte x,y, u,...,[m] sollen als Funktionen eines Parameters auf der 
nirgends charakteristisch gerichteten Anfangskurve dreimal beschrankt 
differenzierbar sein und dort der Gleichung F=0 und den Streifen- 
relationen lings der Kurve geniigen. 
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’ 2. Teil. 


Bevor wir unseren allgemeinen Existenzsatz formulieren, behandeln 
wir einen typischen Spezialfall. Wir betrachten ein homogenes lineares 
Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiir drei Funktionen wu, v, w 
zweier Variablen « und @ einer rechtwinkligen «, w-Ebene: 


a,,u* + 4,,0% +a,,w* =0 
(24) @,, u’ +-a,,v’ + a, w*? = 0 
a,,u” + a,,0" + a,,.w"° = 0. 


Die Gré8en a;, sollen dreimal beschrinkt differenzierbare Funktionen der 
gesuchten Funktionen u,v,w sein. u“, v*,w* und u®, vo”, w® bedeuten 
die Ableitungen von u,v, w nach « und w, wahrend wu’, v’, w’ die 
linearen Kombinationen 

u®—=out+ru” 

v?=av%+r1v” 

w* = ow" + tw” 


sind, wo o und rt dreimal beschrankt differenzierbare Funktionen von u, 
v und w sind. 

Das Anfangswertproblem, das wir lésen wollen, besteht darin, daB 
man auf einem Stiick der Geraden «a+m=0 die Werte von u, v, w 
dreimal beschrankt differenzierbar vorgibt, so da8 dort die Determinante 

| a, @ 


| 12 «= | 
14, | = | Gy yg gg 
Gy, yg gg | 
nicht verschwindet. Die GréBen u’, v’, w* kénnen wir als die Ableitungen 
- 2 von u,v,w nach einer dritten Richtung in der 
(a, m)-Ebene auffassen. Wir stellen die Forderung, 
daB fiir Punkte der Anfangsgeraden « + w = 0) diese 
dritte Richtung zwischen der «- und der w-Richtung 
liegt, d. h. daB die «- und w- Richtung auBerste Rich- 
\ ern tungen sind (vgl. §3 8. 206). Diese Forderung ist 
Fig. 1. damit gleichbedeutend, daB auf der Anfangsgeraden 
die GréBen o und +t positiv sind. 
Zur Lésung des Anfangswertproblems®*) iiberdecken wir die (a, w)- 
Ebene mit einem quadratischen Gitter, das aus den Geraden « = nh, 


**) Wahrend der Korrektur machte uns Herr Courant darauf aufmerksam, daB 
dieses Problem auch durch sukzessive Approximationen gelést werden kann, indem 
man analog wie im folgenden vorgeht. 
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@=mh besteht. m,n=...—1,0,+1,.... Es sei ABB, ein recht- 
winkliges Dreieck aus unserem Gitter (vgl. Fig.3), dessen Seite BA in der 
positiven «-Richtung zeigt, B,A in der positiven w-Richtung, und wo die 
Linge dieser Seiten die Maschenweite h ist. Dann ersetzen wir unser Diffe- 
rentialgleichungssystem durch das folgende Differenzengleichungssystem: 


Q1:3(U4 — Ug) + GisB(V4 — Vp) + Aisa(W4 — We) = 0 
4:8 |(6n-+ Te) U4 — Op Up — TE Up, | 
(25) + da23((6p-+ ts) V4 — Op VB — TE YB, } 
+ dese [(on + ty) Ws — Op We — Tez, | = 0 
31 p(U4 — Up,) + OneR(V4 — Yp,) + Ons p(W4 — Wz) = 0. 


Kennt man die Werte von u,v, w in den Punkten B und B, und 
ist die Determinante 


(26) la|g%%, ferner cgp>0, tg2>0, op+te+0, 


so kénnen wir aus unseren Gleichungen (25) die Werte 
von %4,04,w, berechnen. Geht man also von den be- 
kannten Werten auf einem Stiick PQ der Anfangslinie 
aus, so kann man infolgedessen die Liésung der Diffe- 
renzengleichung in allen Gitterpunkten desjenigen Drei- 
ecks PQS berechnen, das man erhialt, wenn man von 
den Punkten P und Q die Parallelen zur positiven «- 
bzw. w-Richtung zieht, vorausgesetzt, daB iiberall in 
PQS unsere obigen Bedingungen (26) fiir irgendeinen Gitterpunkt B aus 
PQS erfiilJt bleiben. 

Wiren die Koeffizienten a,,, o und +t konstant, so kénnte man 
zeigen, daB im ganzen Dreieck PQS die Linearkombinationen 





Fig. 2. 


a,,U+4,,0+ 4,,w, 8 «@ A 


Gy, U + AV + ay,W, 

G3, U + Gy. V + Ay, 
unterhalb derjenigen Schranke bleiben, der sie fiir ihre ad 
Anfangswerte unterworfen sind. Die erste Linearkom- | e 
bination ist im Punkte A eines Dreiecks ABB, ebenso 
groB wie im Punkte B, und die dritte ist im Punkte A 
ebenso groB wie im Punkte B,, wahrend die zweite Linearkombination 


7 


Fig. 3. 


Gz, Ug + eg V4 + Gog We 


oO 


= 555 (aa up + aes vp + Gog wp) + —— (Ga Up, + Gee UB, + O28 Wp,) 
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zwischen ihren Werten in den Punkten B und B, liegt, da o und + nicht 
negativ sind*°). Da die Determinante der drei Linearformen nicht ver- 
schwindet, ergibt sich, daB die drei Funktionen u,v, w selber unterhalb 
einer Schranke bleiben, die nur von ihren Werten auf der Anfangslinie 
abhangt und nicht von der GréBe der zugrunde gelegten Mascheneinteilung. 
Durch einen entsprechenden SchluB findet man, daB auch die Werte der 
Differenzenquotienten von u,v, w im ganzen Dreieck PQS beschrankt 
bleiben, wenn sie am Anfang beschrankt sind. 


Im Falle nichtkonstanter Koeffizienten beginnen wir gleich damit, 
die Beschranktheit der ersten Differenzenquotienten aus ihrer Beschrankt- 
heit am Anfang abzuleiten. 


Auf dem betrachteten Teil der Anfangsgeraden erfiillen die Anfangs- 
werte von u,v, w ein Kurvenstiick im dreidimensionalen (u, v, w)-Raum. 
Wir denken uns dieses Kurvenstiick innerhalb eines solchen abgeschlossenen 
Gebietes G im (u, v, w)-Raum gelegen, da die GréBen a;,, 0,7 mit ihren 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung absolut fiir jeden Punkt unseres Ge- 
bietes beschrinkt sind, daB die Determinante {a,;,| in @ absolut ober- 
halb einer Schranke 56> 0 bleibt und daB in G o>0. r>0 und 
o+1t+0 ist. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB, solange unsere Lésungen wu, v, w inner- 
halb des Gebietes G liegen, ihre ersten bis dritten Differenzenquotienten 
unabhangig von der Intervalleinteilung beschriankt bleiben, wenn sie es auf 
der Anfangsgeraden sind. 


Vorerst bemerken wir folgendes: Setzen wir voraus, daB die Werte 
von u,v, w in den Punkten B,B,,... innerhalb von @ liegen. Ist dann 
N>O0O eine Schranke fiir den Betrag der Differenzen- 
quotienten in der zur Anfangsgeraden parallelen Reihe 
der Punkte B, B,,..., so liegen die ersten Differenzen- 
quotienten zwischen Punkten der Reithe A, A,,... und 





B, Bins GE. “4— “s : “> usw., unterhalb der 


Fig. 4. Schranke pN, wo p nur vom Gebiete G abhangt. Wir 

kénnen némlich die Gleichungen (25) beispielsweise so 

umschreiben, daB sie die Differenzen u, — ug, v4 — Vg, W4 — Wy durch 

ug — Ug, Vg — VB,, We— We, ausdriicken. Liegen ferner die ,,Linearkom- 
binationen“ 


%”) Ein solcher SchluB lieBe sich nicht unamittelbar auf die Funktionen selbst 
anwenden, da z.B. der Wert von u im Punkie A sich aufer durch den Wert von 
in B und B, aoch durch erste Differenzen von v und w zwischen den Punkten B 
und B, ausdriickt. 





2 EE oe 


<= 








(27 
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u,—U v,- 

an( - 41) + asa ( 4 
u,—UuU v,—v w,—w 

ana ( <— 41) + asa ( 4— 41) + ann ( 4. a), 


uUu,-u vU,-v w,-—-Ww 
ass » ( at) + aan (“45 "A) + aaa ( 4n«) 
absolut unterhalb einer Schranke M, so liegen die Differenzenquotienten 
































B,4—%,, 74" Ce. OW, 
a” h h 
absolut unterhalb der Schranke gM, wo g nur vom Gebiet G abhangt. 
Die Beschranktheit dieser Linearkombinationen kénnen wir aber sukzessive 
nachweisen. 

Wir kénnen namlich aus den Differenzengleichungen (25) Gleichungen 
herstellen, in denen unsere obigen Linearkombinationen fiir den Punkt A 
mit den entsprechenden Linearkombinationen fiir die Punkte B und B, 
verkniipft werden. Allerdings werden dabei noch Zusatzglieder auftreten, 
die jedoch von geringerer GréBenordnung sind. 





Zu dem Zweck ziehen wir von der Differenzengleichung (25), im Punkte A 
uU,—U /0,—v w,—w 
cafenn("45"2) ana (252) +000 (24572) 
u 


; +z {21 2 ( A) tome (AG) + oun (“45-™)} 
dieselbe Gleichung fiir den Punkt A, ab: 
Og, {ax 5, (“45-8 + G22 B, (“45 Vp, ) + esp, (4)! 


=(). 
+ ta, {an3, (-4-*) + deep, (“44) + Gon (““"*)} 


Die Differenz formen wir nun folgendermaSen um, wobei wir nur die 
Glieder hinschreiben, in denen u vorkommt: 























1 %,,— 4p, 
Op ai B (Ua — Up Ua, + Up,) + (Op G21 B — Fp, Anz, ) i 


(27 a) +...=0, 





1 “4, “a, 
+ tp Gn p Z| Ua — Up, — Ua, + Up,) + (tp ei p — Te, np, ) k 
oder schlieBlich (vgl. Fig. 4) 
u,-—t U,—tU u —u 
(oz + tp) a 5( 4 i 4:) — on uc( = i 3.) - nano, ( # i :) 


! (27b) — hog (“a2 se) (“25**) —htp (“a2 “#s1) (“a4) +...=0. 


/ pm %Q Bp B, 91 B, \ [%4,— “a, *p%1 B *B, 2B, “a“a) 
+h i )\ i )+a( 2% i ) (“a= 
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Analoge Umformungen erhalten wir fiir die Glieder mit -v und w und 
ferner aus den Gleichungen (25), und (25),. 


Haben wir bis zur Parallelreihe der B zur Anfangsgeraden nachge- 
wiesen, daB die Lésungen u,v,w innerhalb des Gebietes @ liegen, und 
wissen wir ferner, daB die Linearkombinationen 


Up— Up. : up — 
ano( =) roe anc,(” = rae 


“a *a,\ “z,~ “a, 
ano( “25 )+ es ano, (“5 B) + eee 


unterhalb der Schranke M liegen, so entnehmen wir aus den drei Glei- 
chungen (27b), daB die Linearkombinationen 


“,-u 

aus (“45 as) 4 ae | 
u,-—-U 

ann ( ata) +... 


u,—u 
asi B (“47 as) 5 ee 





(28) 





unterhalb der Schranke 
M+heM* 


liegen, wo c>0 nur vom Gebiet G@ abhangt. Wir brauchen namlich in 
(27b) die Differenzenquotienten der Koeffizienten nur nach dem Mittelwert- 
satz durch die Differenzenquotienten der Funktionen u,v, w abzuschitzen, 
unsere Vorbemerkungen (8. 216) zu beachten und entsprechend wie oben 
(8. 216) die Positivitat von o und rt zu benutzen. 

Da diese drei Linearkombinationen auf der ersten Parallelreihe be- 
schrankt bleiben, weil die ersten Differenzenquotienten der Anfangswerte 
beschrankt sind, so folgt, daB diese Kombinationen innerhalb desjenigen 
sich an die Gerade «+ m= 0 anschlieBenden Gebietes der (a, w)-Ebene 
beschrankt bleiben, in dem die Lésungen uw, v, w innerhalb von G liegen**). 
Damit ergibt sich nach den Vorbemerkungen von S. 216, da die ersten 


**) Bezeichnen wir namlich die Schranken fiir unsere Kombinationen auf der 
ersten, zweiten, dritten, ..., n-ten Parallelreihe mit M,, M,, M,,...,_M,, so finden 
wir fir die GréBen M, die Differenzengleichung 


M1 — M, 
a ae Me, 


deren Lésung fiir jede Maschenweite majorisiert wird durch die Lésung der Differential- 
gleichung 





-" 2 
a =°™ ° 
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Differenzenquotienten selber in diesem Gebiete unabhangig von der Maschen- 
weite beschrinkt bleiben. 

So ist also fiir das Wachstum der Funktionen u,v, w auf den Linien 
« = konst. und w = konst. eine von der Intervalleinteilung unabhingige 
Schranke gegeben, woraus folgt, daB es ein an die Anfangsgerade an- 
schlieBendes Gebiet B der («,m)-Ebene gibt, innerhalb dessen die Werte 
von u,v,w im Gebiet G bleiben, wie klein auch h gewahlt ist. 

Wir haben die Beschranktheit der ersten Differenzenquotienten im 
Gebiete B nachgewiesen, ohne die vorausgesetzte Beschranktheit dee zweiten 
und dritten Differenzenquotienten am Anfang zu benutzen. Durch einen 
ahnlichen Schlu8, indem man z. B. auf die Gleichung (27b) dasselbe Ver- 
fahren anwendet, durch das (27b) aus (25), entstanden ist, kann man die 
Beschranktheit aller zweiten und aller dritten Differenzenquotienten im 
Gebiet B nachweisen, indem man diese Voraussetzungen mitbenutzt. 

Aus der Beschranktheit der dritten Difierenzenquotienten folgt, daB 
die zweiten Differenzenquotienten binsichtlich h im ganzen Gebiet B ,,gleich- 
artig stetig‘ sind. Es existiert also nach dem bekannten Haufungssatze 
fiir Funktionenfolgen eine Teilfolge aus der Folge der Funktionen u, v, w 
bei immer kleiner werdender Maschenweite, so daB die zweiten Differenzen- 
quotienten gleichmaBig gegen stetige Grenzfunktionen konvergieren. Die 
Summen, durch die sich die Funktionen u,v, w und ihre ersten Differenzen- 
quotienten aus den zweiten Differenzenquotienten darstellen, konvergieren 
dabei gleichmaBig gegen Integrale, so daB wir wissen, daB die stetigen 
Grenzfunktionen der zweiten Differenzenquotienten die entsprechenden zweiten 
Ableitungen der Grenzfunktionen von u,v, w sind. Diese Grenzfunktionen 
geniigen infolgedessen unseren Differentialgleichungen (24). 

Da jede Lésung unserer Differenzengleichungen (25) in einem Punkte S 
nur von demjenigen Teil PQ der Anfangslinie, vgl. Fig. 2, 8. 215, abhangt, 
der sich ergibt, wenn wir vom Punkte S aus die Geraden « = konst. und 
w = konst. ziehen, bis sie die Anfangsgerade « + w = 0 schneiden, so folgt, 
da8 auch unsere Lésungen der Differentialgleichungen im Punkte § nur 
von demselben Stiick der Anfangsgerade abhingen. 

DaB8 unsere Lésungen aber die einzigen mit stetigen zweiten Ablei- 
tungen versehenen sind, erkennen wir folgendermaBen: Wir differenzieren 
unsere Differentialgleichungen (24) nach der zur Anfangsgeraden parallelen 
Richtung und ersetzen die Differentialquotienten durch Differenzenquotienten. 
Der Fehler «,, den wir dabei begehen, geht gleichmaBig im ganzen Ge- 
biet B mit h gegen null. Wir subtrahieren die so entstehenden Differenzen- 
gleichungen fiir die Lésungen u,v, w unserer Differentialgleichungen von 
den entsprechenden Differenzengleichungen (27a) fiir die Lésungen #, 0, # 
unserer Differenzengleichungen (25). Die so entstehenden Gleichungen formen 
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wir genau so um, wie wir (27a) in (27b) verwandelten. Wir erhalten 
dann eine Gleichung von dhnlichem Typus in u — #, v —6, w — @ wie 
(27b) in u,v,w. Wir finden aus ihr: Ist M eine Schranke fiir die Linear- 
kombinationen (28), genommen allerdings fiir die Differenzenquotienten 
der Funktionen u — #, v —%, w — # auf der n-ten Reihe, so liegen die 
Linearkombinationen auf der n-+-1-ten Reihe unterhalb der Schranke 
M+phM+qh*+rhe,, wobei die Konstanten p,g,r nur vom Gebiet G 
und den Schranken fiir die ersten und zweiten Differenzenquotienten der 
Funktionen u,v,w und #@,#,@ abhangen. Da nun unsere Linearkombi- 
nationen offenbar am Anfang verschwinden, so sind sie im ganzen Gebiet 
héchstens von der GréBenordnung h +- «,. 


Daraus laBt sich folgern, daB die Folge der Lésungen #, 6, @ unserer 
Differenzengleichungen gegen jede mit stetigen zweiten Ableitungen ver- 
sehene Lésungen u,v,w unserer Differentialgleichungen konvergiert; es 
kann also nur ein solches Lésungssystem bei vorgegebenen Anfangswerten 
geben. 

Die Ubertragung unseres Existenz- und Eindeutigkeitsbeweises auf den 
Fall von mehr als drei Funktionen ist unmittelbar klar. Wir kénnen also 
folgenden allgemeinen Satz aussprechen: 

Es seien auf einem Stiick der Anfangsgeraden «+m —0 die Werte 
von n Funktionen u,,..., u, der beiden Verinderlichen « und » dreimal 
beschrankt differenzierbar vorgegeben. Fiir diese Funktionen seien die 
folgenden n Differentialgleichungen gestellt: 





n | 
Zam =0, 
as i 

n r) 2 

> 03; Uj = 0, 
i=! 

= o 
= oni = 0, 


wo u und x;’ die Ableitungen von u; nach « und w bedeuten, wo 


uf = 0, ug + 1, u;", ek % > 0, ees 
Uj = 0,4; + T,%,;", 6,> 0, t= 0, 6,+%+ 0 


ist, und wo o,,1,,... und die Koeffizienten a;, dreimal beschrinkt diffe- 
renzierbare Funktionen von u,,..., u, sind; und zwar innerhalb eines ge- 
wissen Bereiches @, der die Anfangswerte im Inneren enthalt. Ferner 
sei die Determinante |a,,| fiir die Anfangswerte von 0 verschieden. 
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Dann gibt es ein und nur ein zweimal stetig differenzierbares Lésungs- 
system u,,...,u,. Der Wert dieser Lésungen in einem Punkte § hingt 
nur von demjenigen Teil der Anfangswerte ab, der von den beiden Ge- 
raden « = konst. und w = konst. durch diesen Punkt S aus der Anfangs- 
geraden ausgeschnitten wird. D. h. andern wir die Vorgaben: auBerhalb 
dieses Stiickes der Anfangsgeraden, so aindert sich der Wert im Punkte S 
und im ganzen Dreieck SPQ nicht mehr (vgl. Fig. 2, 8.215). Damit ist 
der im 1. Teil angekiindigte Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis nachgeholt. 


(Eingegangen am 25. 2, 1927.) 



























Die Integralkurven einer gewéhnlichen 
Differentialgieichung erster Ordnung 
in der Umgebung rationaler 
Unbestimmtheitsstellen. 


Von 





Max Frommer in Géppingen. 


Inhalt. sit 
Kinleitung: Aufgabe und Methode. ........ 222 
§ 1. Ausgezeichnete Richtungen; Einteilung .... . 226 
5. ER SP er eee 228 
S i er + so en 6 6.0 6 8 +t 234 
§ 4. Die Behandlung des nicht-definiten Typus. . . . 236 
§ 5. Die Umgebung einer einfachen, reguliren aus- 


gezeichneten Richtung ..........+.-. 238 
§ 6. Die Umgebung einer mehrfachen, regularen aus- 

gezeichneten Richtung ........:-.:--: 241 
§ 7. Die Umgebung einer singuliren, ausgezeichneten 

 . + ct - subi’ = < 6s + & oo 6, es 242 
§ 8. Das Entscheidungsproblen ......4.2... 243 
§ 9. Quantitative Auswertung der Methode ..... 254 
Fe ea Se ee ee ee 265 


Einleitung: Aufgabe und Methode. 


Briot und Bouquet und vor allen Dingen Poincaré*) haben die 
Differentialgleichung 


(1) r_ azt+by+(z,y). 
cx+dy+yp(z,y)’ 





ee py (0,0)=y(0,0)=—0 


in der Nahe des Urprungs untersucht. Dabei wurde vorausgesetzt, da8 
g und y in Potenzreihen entwickelbar sind, deren niedrigste Glieder 


1) Vgl. die in der Enzyklopidie II, A, 4a zitierten Arbeiten. 
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mindestens von zweiter Ordnung sein sollen. Fir die Lésungen erhilt 
man konvergente Reihen. Insbesondere hat Poincaré nachgewiesen, daS 
die Lésungen der Differentialgleichung 
y= wee) (A nicht ganzzahlig und positiv) 
Reihen sind, die nach Potenzen von x und z* fortschreiten. Aus diesen 
Entwicklungen wurde nachgewiesen, daB in der Nahe des Ursprungs die 
Gestalt der reellen Integralkurven einer solchen Differentialgleichung mit 
reellen Koeffizienten ahnlich ist der Gestalt der Integralkurven von 
ee ax + by 
ca+dy 
(mit Ausnahme der Fille, die durch Koordinatentransformation auf den 
Fall b=c=0, a =—d auriickgefiihrt werden kénnen). 
Bendixson*) bestimmte die Gestalt der Integralkurven von Differential- 
gleichungen von der Form: 


(la) a™y’=axz+by+o(z, y) 


und gab eine Methode an, die es erméglicht, auch diese Integralkurven 
durch Reihen darzustellen. Er zeigte auBerdem, daS man die Gleichung 





r_ P(x, y). = = 
(2) y ~ Q(a,y)’ P(0, 0) Q(0, 0) 0 


auf solche Differentialgleichungen zuriickfiihren kann, wenn man voraus- 
setzt, daB P und Q in konvergente Potenzreihen entwickelbar sind. 

Mit Hilfe dieser Methode kénnen demnach die Integralkurven der 
Differentialgleichung (2) in der Nahe des Ursprungs sowohl qualitativ als 
auch quantitativ bestimmt werden dadurch, da8 sie auf Gleichungen von der 
Form (1) und (1a) zuriickgefiihrt wird. Da aber in (1) und (la) (2, y) 
und y(z, y) als Potenzreihen vorausgesetzt sind, kénnen nur die sogenannten 
Briot-Bouquetschen Transformationen z= (a+ by)é und y=(c+dmn)é 
zur Reduktion verwendet werden. Dadurch wird diese Reduktion etwas 
uniibersichtlich, zumal eine geometrische Veranschaulichung der vorgenom- 
menen Transformationen fehlt und deshalb der Zusammenhang der Diffe- 
rentialgleichung (2) mit den daraus abgeleiteten Gleichungen von der Form 
(1) und (1a) kaum mehr erkennbar ist. 

In der vorliegenden Arbeit war nun das Bestreben, zur Bestimmung 
der Gestalt der Integralkurven von (2) ein direktes geometrisches Ver- 
fahren anzugeben. Zum Nachweis, da8 dieses Verfahren immer zum Ziele 
fiihrt, braucht man aber allgemeinere Transformationen von der Form 
y=u(zx)2" und y=z"™, Es ist deshalb nédtig, in den Differential- 


*) Stockholmer Ofversigt 1898. 
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gleichungen (1) und (la) die Voraussetzung, daB (x,y) und y(z, y) 
Potenzreihen sein sollen, fallen zu lassen. 

Von dieser Voraussetzung machte sich auch Perron®) in einer Arbeit 
frei, in der er nachwies, daB die Gestalt der Integralkurven von (1 ) durch 
die linearen Glieder bestimmt ist, wenn nur 

¢ (z,y) = 


as fel lg1 ~ 2m (21+ 19] ~ 
> y> 


ist; in Spezialfallen aber nur dann, wenn ein r,> 1 existiert, so daB 


vy (%,y) 0 


lim y (x,y) = lim y(z,y) 


z+>0 |x|" To z>0 |z\"e To 
soo al +ial oss lel °+isl 


ist. Die dabei verwandte Methode ist in der Hauptsache funktionen- 
theoretischer Art. 
AuSerdem behandelte Kuhn‘) die Differentialgleichung (1) unter der 


Voraussetzung, daB die beiden Grenzwerte lim 9 (#9) und lim ¥ (2,9) 

a0 yao 
endlich sind. In dieser Arbeit wird ein direktes geometrisches Verfahren 
zur Gewinnung der Gestalt der Integralkurven angewandt. Und zwar 
erhalt man die allgemeinen Integralkurven durch Abschitzung (majori- 
sierende und minorisierende Differentialgleichungen), die ausgezeichneten 


Integralkurven aber durch das Cauchysche Polygonverfahren. 


In der vorliegenden Arbeit soll nun ein direktes Verfahren fiir die 
Differentialgleichung (2) ausgebaut 
werden. Es kommt aber nicht die 
von Kuhn gebrauchte Abschitzung 
Vereweigungs- *at Anwendung, sondern eine von 
punk? Dehn vorgeschlagene ,,Methode der 
Randsingularitaten*. Dabei betrach- 

tet man im Richtungsfeld der Diffe- 
rentialgleichung eine aus differen- 
tiierbaren Kurvenstiicken zusam- 

Q: mengesetzte, geschlossene Kurve, die 
Fig. 1. einen Bereich $ einschlieBt (Fig. 1). 

Liegt die Integralkurve durch einen 

Punkt Q des Randes in der Nahe dieses Punktes ganz auBerhalb des Be- 


wellpunkt 






@ 





*) O. Perron, Uber die Gestalt der Integralkurven .... Math. Zeitschrift 15 (1922), 
16 (1923). 

*) P. Kuhn, Ober die Gestalt der Integralkurven einer gewdhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung in der Umgebung gewisser singulirer Punkte. Inaugural- 
dissertation, Frankfurt a. M. 1923. - 
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reiches $, so nennen wir Q einen Quellpunkt fiir diesen Bereich. Liegt die 
Integralkurve durch einen Punkt V in der Nahe von V ganz innerhalb des 
Bereiches 8, so nennen wir diesen Punkt einen Verzweigungspunkt. Quell- 
punkte und Verzweigungspunkte nennen wir die Randsingularitiaten fiir den 
Bereich. Ist die Anzahl dieser Randsingularitaten endlich, so kann man aus 
der gegenseitigen Anordnung der Quell- und Verzweigungspunkte Schliisse auf 
den Verlauf der Integralkurven im Innern des Bereiches ziehen. Mit wenigen 
Ausnahmen (vgl. § 2) werden daher alle Integralkurven aus den Eigenschaften 
des Feldes der Differentialgleichung und den allgemeinen Eigenschaften der 
Integralkurven, mit anderen Worten also mit Hilfe der Polygonmethode er- 
halten. Deshalb ist es nicht nétig, P(z, y) und Q(z, y) als Potenzreihen 
vorauszusetzen. Es geniigt zu wissen, daB es um den Ursprung herum 
einen Bereich 8 gibt, in welchem P und Q , algebroid“ sind. Darunter 
soll verstanden werden, da8 in 8 P und Q eindeutig und stetig und vom 
Ursprung aus durch Polynome approximierbar sind, und daS auBerdem 
jede Gerade, die nicht durch den Ursprung geht, in 8 mit P=0 bew. 
Q = 0 nur eine endliche Anzahl von Schnittpunkten hat. Die Approxi- 
mation durch die Polynome mu8 so sein, daB die Zusatzfunktionen gegen- 
tiber den Gliedern héchster Ordnung der Polynome noch klein sind; 
d. h. wenn 


P(z,y) a i + p(z,y), 


Q(z, y)= a bp xty* + y(z,y) 
i+kSn 
ist, so muB sein: 


m —?\*¥) on lies y(@,y) 


so iz/"+ivl™ sro lal*+iy|* 








Im allgemeinen geniigt es, P und Q durch homogene Polynome P,, und Q,, 
zu approximieren; es wird sich zeigen, da8 die Gestalt der Integralkurven 
durch die homogenen Polynome bestimmt ist, sobald nur g und py den 
obigen Bedingungen geniigen. In Spezialfillen mu8 zum Teil itiber die 
Zusatzfunktionen m und y, zum Teil iiber die Approximationspolynome 
mehr vorausgesetzt werden, um auch hier Bestimmtes iiber die Gestalt 
der Integralkurven aussagen zu kénnen. 

AuBerdem wird vorausgesetzt, daBS im Bereich 8 der Ursprung der 
einzige Schnittpunkt der Kurven P(z,y)=0 und Q(z,y)=0 ist. 
SchlieBt man demnach den Ursprung durch einen beliebig kleinen Kreis K 
aus $8 aus, so entsteht ein Bereich $8’ mit nur regularen Punkten der 
Differentialgleichung. Von einem Punkt von $’ aus kann also eine Inte- 
gralkurve mit Hilfe des Cauchyschen Polygonverfahrens so lange fort- 


gesetzt werden, als sie im Bereich %’ bleibt. Ein innerer Punkt von 8’ 
Mathematische Annalen, 99. 15 
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kann also nicht letzter Punkt einer Integralkurve sein. Die Integralkurve 
miindet dann in die singulire Stelle ein, wenn mit Hilfe des Poiygon- 
verfahrens festgestellt werden kann, daB sie mit jedem noch so kleinen 
Kreis um den Ursprung Punkte gemeinsam hat. 

Wahrend nun Bendixson die Differentialgleichung (2) auf ,,Normal- 
differentialgleichungen“ zuriickfiihrt, wird hier die Umgebung der singu- 
laren Stelle vom Ursprung aus in ,,Normalbereiche“, deren Oberdeckung 
mit Integralkurven bekannt ist, eingeteilt. Natiirlich werden sich in den 
komplizierten Fallen die Grenzen dieser Bereiche den Integralkurven an- 
schmiegen, so da8 diese Untersuchungen gleichzeitig das Verhalten der 
héheren Differentialquotienten der Integralkurven in der Nahe der singu- 
laren Stelle klarlegen. Deshalb ist auch der letzte Abschnitt dieser Arbeit 
der quantitativen Bestimmung der Integralkurven gewidmet. Es wird darin 
gezeigt, wie die Ergebnisse der Untersuchungen von Poincaré und Bendixson 
ganz natiirlich aus dieser qualitativen Methode hervorgehen. Dabei tritt 
auch die Verwandtschaft dieser geometrischen Methode mit der analyti- 
schen Methode von Bendixson klar zutage. 


Das Hauptziel der vorliegenden Untersuchungen ist aber nicht die 
quantitative Bestimmung der Integralkurven, die schon in ganz einfachen 
Beispielen auf komplizierte und uniibersichtliche Rechnungen fiihren kann, 
sondern die Bestimmung der gestaltlichen Verhiltnisse in der Umgebung 
der singuliren Stelle. Nun sind die, unter noch allgemeineren Voraus- 
setzungen topologisch méglichen Uberdeckungen bzw. ihre topologisch in- 
varianten Bestandteile von Brouwer®) bestimmt worden. Es handelt sich 
also hier darum, festzustelien, ob Brouwers ,erster“ oder ,zweiter Haupt- 
fall“ vorliegt und welches im ersten Fall die Anordnung der ,,elliptischen“, 
»parabolischen* und ,hyperbolischen* Sektoren ist. Diese Sektoren sind 
nicht identisch mit den oben erwahnten ,Normalbereichen“, lassen sich 
aber aus denselben zusammensetzen. 


(Ober die friiheren Arbeiten berichtet Painlevé in der Enzyklopidie 
II, A,4a, und auch Bieberbach in der ,,Theorie der Differentialgleichungen“.) 


§ 1. 
Ausgezeichnete Richtungen; Einteilung. 
Es wird sich im folgenden ergeben, da8 die Integralkurven, die in 


die singulire Stelle einmiinden, entweder Spiralen sind oder im Ursprung 
eine bestimmte Tangente besitzen. Wir fragen also: Gibt es stetig diffe- 


5) L. E. J. Brouwer, ,On continuous vector distributions on surfaces“. Proceedings 
of the Koninklijke Akademie van Wetenschapen te Amsterdam, 1909/10. 
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rentiierbare Funktionen z= 2(t), y=y(t), die in der Umgebung des 
Ursprungs Lésungen von (2) sind und die auSerdem die Eigenschaft 
haben, da8 fiir einen Parameterwert z.B. t= 0, z(0)=0 und y(0)=0 
ist. Bezeichnet man 


’ d 
z’(0)= =| 
so sollen p und g nicht gleichzeitig Null sein. Da die Funktionen der 
Differentialgleichung 
dy P(x,y)  Pmu(x,y)+(%,y) . 


x Q(z,y) ag Qa (zt, y)+y(z,y) ’ 
P,= DS Gexty*, Q,.= » dixzty* 
t+k=m it+k=n 


: es a , 
we mit p, y'(0)= dt |eno mit g, 





geniigen, ist 


_ P(x(t),y(t))  Pm(a(t), y(t))+ (2 eb), y(e)) 
~~ Q(z(t), yb) Qn (2b), yb) +w(2h, yd) 





y’(t) 
z’(#) 

oder 
y'(t)(Q,+ vy) =2'(t)(P,+ 9), 


(1 o l2l*+lyl" y ) 
y (4 Qa, + ‘” jz|*+|y|* 





lel +ivl™,_e__) gars 





{1 
=2 (LP.+ 
Fiir t—-0 ist 


—e F = li “? .. tok — 
lim t” Q, fim 2 Oe tt 2* omg tk P q Q,, (Pp, q); 


1 . zt yk 
lim —- P, = | a i 9); 
—s m im 2 din t* t* eu tin P q P,,(P q) 


ferner nach Voraussetzung: 


vy (*,y) ‘1, _¥(%,¥) 
a = lim 
|z|"+|y|" \2|"+|y|™ 
La8t man also in der obigen Gleichung gegen Null gehen, so erhilt man 
eine Gleichung zur Bestimmung von 4, d. h. derjenigen Richtungen, lings 
derer Integralkurven in die singulire Stelle einmiinden kénnen. Diese 
Richtungen werden ausgezeichnete Richtungen genannt; ihre Bestimmungs- 
gleichung, G(p,q)= 0, charakteristische Gleichung. 
Wir haben drei Fille zu unterscheiden: 


(3) m>n, G(p,q)= 9Q,(p,9)=0, 
(4) m<n, G(p,q)=pP,(p,q)=0, 
(5) m=n, G(p,9g)=9Q,(0,9)—PP,(p.9)=0. 


15* 
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Setzt man io u, und bildet die Funktion 


y (u.z)= oan — u (Feldrichtung — Richtung der Ursprungsgeraden), 





so sieht man ohne weiteres, da der Zahler von w(u,0) identisch 
ist mit der Funktion G(1,u). Die ausgezeichneten Richtungen sind also 
diejenigen Richtungen, auf denen in der Nahe des Ursprungs die Feld- 
richtung mit der Ursprungsgeraden zusammenfillt. 

Ist m+n, dann ist G(p,q) ein homogenes Polynom (n+ 1)-ten 
bzw. (m-+1)-ten Grades. Es gibt also im allgemeinen nur endlich viele 
ausgezeichnete Richturgen, und zwar héchstens (n-+1) bzw. (m-+-1). 
Nur im Falle m= kann G(p,q) identisch verschwinden, wenn namlich 


9Q,.(p.9) = PP, (p,q) 


ist. Dies ist der Fall, wenn 


G9 = by, = 9; @, 3; = b,9> +++ = 6 


n-t,i n~-dti1,i-1 


ist. 

Je nach der Beschaffenheit der charakteristischen Gleichung werden 
im folgenden drei Typen unterschieden: 

1. Sondertypus: G(p,q) = 0. 

2. Definiter Typus: G(p,q) definit; keine (reellen) ausgezeichneten 
Richtungen. 

3. Nichtdefiniter Typus: G(p,q) indefinit; es gibt eine bestimmte, 
endliche Anzahl von (reellen) ausgezeichneten Richtungen. 

Wie man aus der Form von G(p, q) leicht erkennt, kann auch der 
zweite Typus nur im Falle m = auftreten. 


§ 2. 
Sondertypus. 
Zur Behandlung des Sondertypus wird zunichst keine geometrische 
Methode angewandt; in diesem Fall gehe man in die Differentialgleichung 


(2) ein mit der Briot-Bouquetschen Transformation y=uz. Dadurch 
erhalt man: 








ates yu = Pit ue) _ Palt,uz)+o (2,42) 
petit 45157 Q(xz,ux) Q,(x,ux)+yp(z,uz)’ 
= P, —uQ+¢—uy 
2(Q, + y) 
Nun ist in unserm Fall: 
P,—uQ,=0, 
also 
’ yp—uvy 


~ £(Q.+y) 
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Ferner sind nach Voraussetzung die Funktionen: 
v(e md _ ¥(%, uz) 
O(z2,u)=— ound (2, uw) = SS 


fir z= 0 stetig. Also ist: 
(6) of els O(z,u)—uP¥(z,u) = P(2,u)—u P(x, wu) 


» (Hes) es), (2, u)) a(IT(u)+ ¥(x,%)) 





Da b,,, = 0 ist, ist 
TLS ee Tee 0) 
ein Polynom von héchstens (n—1)-tem Grad in w. 

Setzt man iiber ® und Y nicht mehr voraus, als daG sie fir s = 0 
verschwinden, so kann man keine allgemeinen Schliisse iiber die Gestalt 
der Integralkurven ziehen. Ich will zunichst voraussetzen, daS ® und P 
den Faktor z enthalten, Es ist also: 

O(x,u)=2F(z,u); Y(x,u)=2G(z,u), 
wobei F(0,u) und @(0,u) stetige und beschrinkte Funktionen von u 
seien. Die Differentialgleichung (6) nimmt dann die Form: 


,_ F(x,u)—wG(zx,u) 
(7) Si IT (u)+2G(x,u) 





an. Fiir 2=0 verschwindet der Nenner dieses Bruches nur an den 
Stellen, an denen J7(u) = 0 ist, also an héchstens (n—1) Punkten. Jeder 
andere Punkt der u-Achse ist ein regulirer Punkt der Differentialgleichung, 
bestimmt also eindeutig eine Integralkurve. In der (xy)-Ebene miindet 
also lings jeder reguléren Richtung eine und nur cine Integralkurve in die 
singulire Stelle ein. Dabei werden als singulire Richtungen diejenigen 
bezeichnet, deren Richtungskoeffizienten u, die Gleichung I7(u)=0 be- 
friedigen. 

Um die Verhiltnisse in der Nahe der y-Achse zu untersuchen, wende 
man auf die Differentialgleichung die Transformation r=—vy an und 
verfahre entsprechend. 

Um zu sehen, wie sich die Integralkurven in der Nahe der singularen 
Richtungen verhalten, betrachte man die entsprechenden Singularitéten in 
der (z,u)-Ebene. An einer solchen Stelle verschwindet der Nenner von 
(7). Verschwindet der Zahler nicht zugleich, so geht durch diesen Punkt 
eine Integralkurve, die dort die w-Achse zur Tangente hat. Durchsetzt 
diese Integralkurve die u-Achse gleichzeitig, so miindet in der (z,y)- 
Ebene langs dieser Richtung ebenfalls nur eine Integralkurve ein. Bleibt 
aber diese Integralkurve zunichst in einer Halbebene, z.B. > 0, so ist 
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in der (z,y)-Ebene diese singulire Richtung fiir 2 > 0 Riickkehrtangente 
einer Integralkurve, wahrend fiir <0 keine Integralkurve langs dieser 
Richtung einmiindet. 

Wenn aber in einem solchen Punkt Zahler und Nenner gleichzeitig 
verschwinden, so haben wir hier eine neue Unbestimmtheitsstelle. Diese 
gehért entweder zu den spiter zu behandelnden Typen oder wiederum zum 
Sondertypus. In diesem Fall kommen aber, da 


TI(u) = (u — u,)" IT, (u); TT, (u,;) + 0 


ist, im Nenner Glieder von der Ordnung Kk n—1 vor. Wenn man 
demnach durch die Briot-Bouquetschen Transformationen immer wieder 
auf den Sondertypus gefiihrt wird, so kommt man nach endlich vielen 
Schritten zu einer Differentialgleichung, die auf der Ordinatenachse nur 
regulare Punkte enthilt. Damit ist der Sondertypus erledigt, bzw. auf 
spaiter zu behandelnde Probleme zuriickgefiihrt. 

Es wurde allerdings bis jetzt vorausgesetzt, daB die Funktionen ® 
und Y den Faktor x enthalten. Ich werde im folgenden nun zeigen, dab 
man topologisch dasselbe Kurvenbild erhalt, wenn man nur voraussetzt, 
da8 eine Zahl r > 0 existiert, so da8 


(x, u)=|\x1"| F(x,u), *) 
P(x, u) = a’ G(z,u) 


ist und F(0,u) bzw. G(0,u) stetige und beschrankte Funktionen von u 
sind. Die Differentialgleichung (6) erhalt dann die Form: 


(8) ees F(x,u)—uG@ (x, u) _  2(2,%) 
2?-*(IT(u)+2G(z,u)) 2!’ N(a,u)’ 





Der Fall r >1 ist erledigt; ist r <1, so ist die u-Achse Integralkurve, aber in 
ihrer Umgebung ist die Lipschitzsche Bedingung in bezug auf keine Variable 
befriedigt. In Anlehnung an das Vorhergehende werden die Punkte (0, u,;), 
fiir die I7(u,) = 0 ist, als singulare Punkte der u-Achse, alle andern als 
regulire Punkte bezeichnet. Ich werde nun, und zwar mit Hilfe der Me- 
thode der Randsingularitaéten zeigen, daB durch jeden regularen Punkt (0, u,) 
auBer dem singulirem Integral noch ein regulares Integral hindurchgeht, 
in der (x, y)-Ebene also lings jeder regulairen Richtung eine und nur eine 
Integralkurve in die singulare Stelle einmiindet. 

Da I] (u,) + ist, gibt es um den Punkt (0, u,) einen konvexen Be- 
reich 8, in dem 
wl<a5 
x. 





®) Im folgenden soll unter x” immer | | x | verstanden werden. 





ee 
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ist. Die beiden Parabeln (siehe Fig. 2): 





t, (2) = % + Sar und tty (2) = uy — ar 
begrenzen also mit einer passenden Geraden z= 6 einen Bereich S: 
u%2utuy, O57, 


der ganz in % liegt und auf seinem Rande nur in den Purkten A (4d, u, (3)) 
und B(é,u,(6)) Randsingularitéaten und zwar Quellpunkte besitzt. Be- 
trachtet man nun die Integralkurve durch einen Punkt X, (x,, w, (z,)) 
bzw. X,(z,, U,(%,)), 80 wissen wir, A 
da diese Integralkurve in S eine ein- 
deutige Funktion von z ist, daB sie 
im Bereich S nur zu solchen Punkten 
gelangen kann, deren Abszisse gréBer 
ist als die Abszisse x, bzw. x, des Ein- p4 
trittspunktes. Es ist also nicht még- 
lich, daB die Integralkurve durch X, 
den Bereich S in X, verlabt, weil 
sonst sowohl z, > z,, als auch 2, < x, 
sein miiBte. Also verlassen die Inte- 
gralkurven durch X, und X, den Bereich S in Punkten Y, und Y, von 
AB. Bewegt sich X, auf u, von A gegen P, so bewegt sich Y, auf AB 
von A gegen B, ohne den Punkt B zu erreichen. Also ist ein Punkt Y 
bestimmt durch: 








Y= lim ¥,. 
xX,>P 
Die Integralkurve durch Y geht durch den Punkt P und beriihrt dort 
die u-Achse. Es ist zu zeigen, daB dies die einzige Integralkurve durch 
P ist. Aus der obigen Abschitzung von |w’| geht hervor, daB jedes re- 
gulare Integral durch P im Bereich S verlaufen muv8. Nun bilde man 
durch die Transformation u— u,—vz2’ den Bereich S auf ein Rechteck 
der (z,v)-Ebene ab. Durch diese Transformation geht die Differential- 
gleichung (8) iiber in: 


Z(x,u) 
"art rol — “A etl 
vz voTz N(z, «) 


vzs= or —rv=f(z,v). 





Die Integralkurve PY habe die Gleichung v= (zx), eine benachbarte 
die Gleichung v = 6(z). Dann ist: 
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va = f(x, v) 
e’2 =f(z,6). 








Also (v —6)'2x= f(z, v) — f(z, 6) = (v— 0) <L(a, 9) 
» zwischen v und 6. 
Nun ist 
of _ _ @ (Z(2,«)\_, 
ao ra (Wore) Pe 
also 
0 
2f (0, 0) = —r 


Demnach gibt es einen Bereich 0 < + < 4,, in welchem 








of P : 
K” 55 (#0) < — 0; o> 
ist. Also ist in diesem Bereich: 
SO e 
vo ern @ 
w(z)= v(x) — 6(z). 
Nun sind von der Kurvenschar 
Wee). ; 
oie a 2 BR 
l ee x 
die Geraden w = 0 und x = 0 die einzigen 
Integralkurven durch den Punkt (0,0), 
wahrend alle anderen asymptotisch an diese 
Geraden herangehen. Deshalb ist auch 
Fig. 3 lim MP) @, wenn w(d,)+0 ist. 





z—->0 


Das heiBt aber fiir die (x, u)-Ebene, da8 alle Kurven durch die Nach- 
barpunkte von Y, die nicht auf PY liegen, den Bereich S verlassen. 
also nicht durch P gehen. PY ist also das einzige regulire Integral 
durch P. Also miindet in der (x, y)-Ebene lings jeder reguliren Richtung 
durch den Ursprung eine und nur eine Integralkurve in die singulare 
Stelle ein. Singulaére Richtungen kommen nur in endlicher Anzahl vor. 
Die Integralkurven in ihrer Umgebung erhailt man durch das Studium 
der betreffenden Singularititen der (w,x)-Ebene. Da r <1 ist, kann in 
diesem Fall der Sondertypus nicht auftreten, weil die charakteristische 
Gleichung nicht identisch verschwindet. Langs dieser Richtungen miinden 
entweder keine, endlich viele oder unendlich viele Integralkurven in die 
singulare Stelle ein. Um dieses Kurvenbild zu erhalten, haben wir ale 
hinreichende Bedingungen erkannt: 
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a) 


1. Die charakteristische Gleichung mu8 identisch befriedigt sein. 

2. Die Zusatzfunktionen miissen klein werden wie eine Potenz von z, deren 
Exponent héher ist als der Grad des homogenen Approximationspolynoms. 

Perron*) hat an einem Beispiel, das wir sogleich angeben werden, 
gezeigt, daB die erste Bedingung ohne die zweite nicht ausreichend ist, 
dieses Kurvenbild zu erzwingen. 





Beispiele. 
1. Beispiel ohne eine singulire Richtung : 
y= y+o(2y) 
a+y(z,y) 
Langs jeder Ursprungsgeraden miindet eine und nur eine Integral- 
kurve in die singulire Stelle ein, wenn 


lim y(z,¥) = lim y(z,y) am 0 
z>0 x? +y" z->0 2? +y? 
y>o0 y>o 
und r >1 ist. Bei dem Beispiel von O. Perron 
oe ee 
y = 
rater! St 
ig (x*+y*) 


ist r=1; die Integralkurven sind Spiralen, die sich asymptotisch dem 
Ursprung néhern. 

2. Beispiel mit einer singuliren Richtung, langs der keine Integral- 
kurve in den Ursprung einmiindet: 


, g*—s* 
y= 


Durch die Briot-Bouquetsche Transformation erhalt man: 





fe 


u 
z?+u*%*=c?: 
sich auf einen Punkt zusammenziehende, lemniskatenartige Kurven 4. Grades, 
deren Achse die x-Achse ist. In der Richtung der Achse miindet keine 
Kurve in den Ursprung ein. 
3. Beispiel mit einer singuléren Richtung, lings der zwei Integral- 
kurven in den Ursprung einmiinden : 
y? +a* 


Fe a 
fe 


z*—ut*=c: 
langs der z-Achse miinden zwei Parabeln in die singulare Stelle ein. 
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4. Beispiel mit einer singuléren Richtung, lings der unendlich viele 
Integralkurven in den Ursprung einmiinden (Fig. 4): 


»_ y*—62ty+2¢ 


Se zy—82x* 
co, ae 
* —u+32- 











d 
\ 


— —— —— <=» — —- -—— > =z 





Fig. 4. 


§ 3. 
Der definite Typus. 


Beim definiten Typus gibt es um den Ursprung einen Kreis, in dem 
die Feldrichtung nie mit der Ursprungsgeraden durch diesen Punkt zu- 
sammenfallt; im Innern dieses Kreises sind also die Integralkurven ein- 
deutige Funktionen des Winkels @ der Ursprungsgeraden gegen die 
a-Achse’). Fiihrt man Polarkoordinaten ein, so geht der Kreis der 
(x, y)-Ebene iiber in ein Rechteck ABCD der (r,q)-Ebene. Diesen 


Bereich teile man durch die Geraden r = a (n =1, 2, 3,...) in verschie- 


dene Bereiche. Trennt man die Strecke AB(r=() durch irgendeine 
dieser Geraden vom Rechteck ABCD ab, so entsteht ein Bereich 

*) Der analytische Beweis dieses Satzes bietet keine Schwierigkeiten und ist 
deshalb hier weggelassen. 
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1 
~SrSln]i 0S ~<2z, 
in welchem nach dem Polygonverfahren die Integralkurve vollstindig 
konstruiert werden kann. 
Ich werde nun zeigen, daB die Integralkurve durch einen Punkt 
X,(17,,0) das Rechteck ABOD in einem Punkt Y, von BO oder CD 
verlassen mu8. Trennt man namlich durch die Grade r= = AB vom 


Rechteck ab, so kann die Integralkurve durch X, verfolgt werden bis zu 
ihrem Austritt aus dem neuen Bereich. Geschieht dies in einem Punkt Y 
von BC oder CD, so ist der 
Beweis erbracht. Andernfalls 
geschieht es in einem Punkt 
P, (+9). Dann trenne man 
AB durch die nachste Gerade 


T= 


“ail 


| ab und mache die- 
M+ 

selbe Fallunterscheidung. Ent- 
weder ist nun der ausgesprochene 


Satz richtig, oder man erhilt Yo $1 $e “i 
auf jeder Geraden _! _ ginen Fig. 5. 
M+? 


Punkt P, (5: Y, 


wachsende Folge, die nach oben beschrankt ist, also einen bestimmten 
Grenzwert ® besitzt. Diese Integralkurve wiirde also durch den Punkt (0, ) 
stetig ergiinzt; in der (2,y)-Ebene hatte also diese Kurve im Ursprung 
eine bestimmte Tangentenrichtung tg ®, was wider die Voraussetzung ist. 

Die Integralkurve durch den Punkt X,(r,,0) verlaBt also den Be- 
reich ABCD in einem Punkt Y, von BC oder CD. Liegt Y, auf BC, 
so ist er identisch mit einem Punkt X, auf AD. Die Integralkurve durch 
X,(r,,0) bestimmt vielleicht auf BC einen neuen Punkt 


Y, (r,, 2”) = X,(r,, 0) 
Xo (tr, 0) = Yo(15, 22). 
Die Integralkurve durch Y, bestimmt eventuell auf AD den Punkt 
X_,(r_,,0) = ¥_,(r_,, 22) 


usw. Zu jedem Punkt X,(r,, 0) gehdrt also eine unendliche Folge von 
Punkten X,(r,,0), wobei die r, eine monotone Folge bilden, Sind zwei 
r, einer Folge einander gleich, so sind notwendigerweise alle gleich; sind 
zwei voneinander verschieden, so sind notwendigerweise auch alle vonein- 


). Die Argumente , bilden dann eine monoton 


usw. Ebenso ist 
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ander verschieden. Es kann demnach in der (z, y)-Ebene geschlossene 
Integralkurven geben, die den Ursprung einschlieBen; alle andern winden 
sich unendlich oft um die singulare Stelle heram. Es kénnen also fol- 
gende Fille eintreten: 


1. Alle Integralkurven sind geschlossen (Wirbel). 
Beispiel: y’ = — = (konzentrische Kreise). 


2. In hinreichender Nahe des Ursprungs gibt es keine geschlossenen 
Integralkurven; diese sind Spiralen und nahern sich asymptotisch dem 
Ursprung (Strudel). 

Beispiel: y’ = oe (logarithmische Spiralen). 

8. In beliebiger Nahe des Ursprungs gibt es noch geschlossene Kur- 
ven, denen sich andere asymptotisch nahern. (Strudel mit Grenzzyklen.) 





e+y(at+y*)sin =~ ; : 
Beispiel*): y’ = = oder in Polarkoordinaten: 
~- 2 a. 
; yt+u(a*+y )sin aay 
— =< r3sin — 
dy 


Als Grenzzyklen treten auf die Kreise r = Ve- 

Dabei nahern sich die Spiralen von innen und von auBen den Kreisen 
mit ungeradem & im Sinne des Uhrzeigers, den Kreisen mit geradem k 
im entgegengesetzten. 

Diese drei Fille sind die einzigen topologischen Méglichkeiten, die 
beim definiten Typus und, wie sich spiter ergeben wird, in jedem Fall, 
bei dem keine Integralkurve mit bestimmter Tangentenrichtung in die 
singulare Stelle einmiindet (Brouwers ,,zweiter Hauptfall*), vorkommen 
kénnen. Es gibt jedoch keine allgemeine Methode, die es erméglicht, bei 
einer vorgegebenen Differentialgleichung zu entscheiden, welcher der drei 
Fille vorliegt. Im folgenden wird gezeigt werden, daB die Entscheidung 
zwischen den topologischen Méglichkeiten immer getroffen werden kann, 
sobald es Integralkurven gibt, die mit bestimmter Tangentenrichtung in 
die singulare Stelle einmiinden (Brouwers ,,erster Hauptfall* ). 


§ 4. 
Die Behandlung des nicht-definiten Typus. 


Beim nicht-definiten Typus kommt eine endliche Anzahl von aus- 
gezeichneten Richtungen vor, lings welchen ihrer Bestimmung nach In- 
tegralkurven in die singulare Stelle einmiinden kénnen. Anstatt nun die 


*) Siehe Bieberbach, Differentialgleichungen. 
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ganze Umgebung der singularen Stelle auf einmal zu betrachten, teile ich 
diesen Bereich durch passende Ursprungsgeraden in verschiedene sektor- 
férmige Teilbereiche ein, die entweder eine oder keine ausgezeichnete Rich- 
tung enthalten. 

Ist A,OA ein Bereich ohne eine ausgezeichnete Richtung, so geht 
die Integralkurve durch einen Punkt P 
auf OA in geniigender Nahe von O 
durch einen Punkt @ von OA, und 
umgekehrt. Der Beweis ist dem im 
§ 3 vollstindig analog (dem Sek- 
tor A,OA entspricht dort die ganze 
Umgebung der singularen Stelle). 
Diese Bereiche sind demnach regu- 
lar mit Integralkurven iiberdeckt. 
Die Gestalt der Integralkurven in 
der Nahe der singularen Stelle ist 
also im wesentlichen bestimmt durch 
ihr Verhalten in den, die ausge- 
zeichneten Richtungen umgebenden 
Bereichen. 

Weiterhin ist klar, daB eine Integralkurve durch den Punkt P, von 
der ich nachweisen kann, daB sie in dem, eine ausgezeichnete Richtung 
einschlieBenden Sektor AO B in die singulare Stelle einmiindet, dort diese 
ausgezeichnete Richtung beriihren muB. Denn wahlt man anstatt des 
Sektors AOB einen anderen Sekter A’OB’ mit kleinerem Offnungswinkel, 
der die ausgezeichnete Richtung ebenfalls einschlieBt, so wissen wir, daB 
in hinreichender Nahe des Ursprungs diese Integralkurve in diesem Sektor 
verlaufen muB, denn nur in diesem Sektor kann eine Integralkurve, die 
im Sektor AOB bleibt, in den Ursprung einmiinden. Die Integralkurve 
bleibt also in hinreichender Nahe des Ursprungs in einem beliebig kleinen, 
die ausgezeichnete Richtung umgebenden Sektor, d. h. sie beriihrt im Ur- 
sprung die ausgezeichnete Richtung. 

Um die Gestalt der Integralkurven in den, die ausgezeichneten Rich- 
tungen umgebenden Bereichen zu finden, mache ich die zu untersuchende 
ausgezeichnete Richtung zur x-Achse. Ich werde dann zwei Arten von 
ausgezeichneten Richtungen unterscheiden: 

1. Die regulare ausgezeichnete Richtung (allgemeiner Fall). 

2. Die singulére ausgezeichnete Richtung. Die x-Achse wird dann 
singulare ausgezeichnete Richtung genannt, wenn y = 0 zugleich die charak- 
teristische Gleichung G(z, y)=0 und Q, (x, y)=0 befriedigt, wenn also 
Q(z, y) = 0 im Ursprung die x-Achse beriihrt. Dementsprechend kommen 
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dann in beliebiger Nahe der ausgezeichneten Richtung und gleichzeitig in 
beliebiger Nahe des Ursprungs zur ausgezeichneten Richtung senkrechte 
Feldrichtungen vor. Ist die letzte Bedingung nicht befriedigt, so wird die 
z-Achse regulare ausgezeichnete Richtung genannt. Es kann leicht nach- 
gewiesen werden, daB8 durch Einfiihrung einer neuen y-Achse es nicht 
méglich ist, eine singulare Richtung in eine regulire iiberzufiihren und 
umgekehrt. Es handelt sich hier also um Merkmale der ausgezeichneten 
Richtungen, die gegen Koordinatentransformationen invariant sind. 

Bei den regularen ausgezeichneten Richtungen will ich wiederum zwei 
Arten unterscheiden: 

a) Die einfache, regulare ausgezeichnete Richtung, die man als ein- 
fache Wurzel der charakteristischen Gleichung erhilt. 

b) Die mehrfache, regulaére ausgezeichnete Richtung, die man als 
mehrfache Wurzel der charakteristischen Gleichung erhilt. 

Diese einzelnen Arten werden im folgenden der Reihe nach behan- 
delt_ werden. 


§ 5. 

Die Umgebung einer einfachen, reguléren ausgezeichneten Richtung. 

Es sei y= 0 eine regulare ausgezeichnete Richtung. Da in diesem 
Fall Q(z, y)—0 im Ursprung die z-Achse nicht beriihrt, gibt es einen 
Bereich OAB 

—es<ta=uce; 05258, 

in welchem iiberall mit Ausnahme des Punktes (0,0) Q(z, y) +0 ist. Bildet 
man auSerdem die im § 1 eingefiihrte Funktion y (w, x) *), die die Differenz von 
Feldrichtung und Richtung der Ursprungsgeraden darstellt, so ist y(0,0)= 0, 
wenn die x-Achse ausgezeichnete Richtung ist. Ist sie aber eine einfache, regu- 
lére ausgezeichnete Richtung, so ist auferdem °¥(0,0)0. Die obigen 
GréBen « und 6 kénnen nun so klein gewahlt werden, daS auch im ganzen 
Bereich 0 AB °¥ (u, x) +0 ist. Dann ist y(+ ¢, 0) +0; also kann 6 noch 
so bestimmt werden, daB y(+e,z)+0 ist fir OS 20. Auf den 
Schenkeln O A und OB stimmt also die Feldrichtung nie mit der Geraden- 
richtung iiberein, ebensowenig auf der Strecke AB. Der Bereich OAB 


kann also héchstens in den Punkten A und B Randsingularitéten ent- 
halten. Es sind nun zwei Falle zu unterscheiden: 


*) In der (x, u)-Ebene lautet die Differentialgleichung: u’z+u=y’ (xz, u) 


19 (2,4) —u_ (2) 
zx zx 
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oy 
1. 5 (0,0) >0. 
Dann ist: v(e,z)>0, 
y(—e,2z)< 0. 


Der Bereich O A B (Fig. 7) ist frei von Randsingularitaéten. Trennt man nun 
die singulire Stelle O durch eine Gerade A,B, (x =4,) vom Bereich 
OAB ab, so entsteht ein Bereich A,B,BA, der nur regulire Puokte 
der Differentialgleichung enthalt, und in dem die Integralkurven ein- 
deutige Funktionen von z sind. Nach bekannter SchluBweise kann man 
also die Integralkurven von einem Punkt des Randes dieses Bereiches 
durch den Bereich hindurch konstruieren bis 


zu einem andern Randpunkt. Die Integral- . 





kurve durch den Punkt X, (mit der Ab- x 

szisse ,) des nicht-geschlossenen Strecken- Ay 

zugs A, ABB, kann im betrachteten Be- @ yx 
reich nur zu solchen Punkten gelangen, 8 


deren Abszissen kleiner sind als z,; daraus 
folgt, daB sie den Bereich nur in einem 
Punkt von A, B, verlassen kann. Denn ver- Fig. 7. 
lieBe sie den Bereich in einem Punkt X, 

mit der Abszisse z,, der auf dem obigen Streckenzug lage, so wire sowohl 
z, >, als auch z, >2z,. Also hat die Integralkurve durch X, mit der 
Strecke A,B, noch einen Punkt gemeinsam, so klein auch 6, sein mag. 
Sie miindet also in den Ursprung ein und beriihrt dort die x-Achse (§ 4). 


Ist also “v (0,0)>0, so miindet jede Integralkurve durch einen Punkt 
des Randes von 0 AB mit wagrechter Tangente in die singulare Stelle ein. 
7) 
2. *(0,0) <0. 
Dann ist: y(e,z) <0, 
y(—e,z)>0. 
Der Bereich OAB besitzt in den Punkten A und B Quellpunkte. 
In diesem Fall gibt es eine und nur eine Integralkurve, die in diesem 
Bereich in die singulare Stelle einmiindet (Beweis siehe § 2). 
Ist m > n und ist die z-Achse regulire ausgezeichnete Richtung, so ist: 
y(u,0)=— — u. 
a 
Also: =~ (0,0) = —1. 


In diesem Falle miindet also lings der x-Achse immer rur eine Integral- 
kurve in die singulare Stelle ein. 
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Betrachtet man nun den Winkelraum zwischen zwei aufeinander- 
folgenden, einfachen, regularen ausgezeichneten Richtungen, so kénnen je 
nach der Beschaffenheit der diese Richtungen umgebenden Bereiche drei 
Fille eintreten (vgl. § 4): 

1. Fall. Langs jeder ausgezeichneten Richtung miinden unendlich viele 
Integralkurven in die singulire Stelle ein. 

Die Integralkurven sind in der Nahe des Ursprungs blattférmig ge- 
schlossene Kurven (Fig. 8). 

2. Fall. Langs einer ausgezeichneten Richtung miinden unendlich viele 
Integralkurven, langs der anderen nur eine in die singulare Stelle ein. 

Die Integralkurven besitzen eine ,,Grenzkurve“ (Fig. 9). 

3. Fall. Langs jeder ausgezeichneten Richtung miindet nur eine Inte- 
gralkurve in die singulare Stelle ein. 

Die Integralkurven besitzen zwei Grenzkurven (Fig. 10). 














Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10. 


Diese drei Fille bilden die fiir alle Uberdeckungen charakteristischen 
Elemente. 





Beispiele. 
’ O(z, 
1. y as OF a+0 und +1. 
O(z,y) — H(z,y) 9 
z~0 |@|+\y| z->0 jz\+ ly! : 
yo y>0 


y(u, 0)=(a—1)u. 
<¥ (0, 0)=a-—1. 


Fiir die Umgebung der y-Achse tritt an Stelle von a sein reziproker 
Wert = ; 


Ist a>0, so ist entweder a—1>0 und ~_1<0, oder um- 
gekehrt (Knoten, 2. Fall). 
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Ist a < 0, 80 ist sowohl (a —1) <0 als auch (+-1)<o (Sattel, 
3. Fall). 


2. 





i. y 
Y = z(e@+y) (2-9) (@—2y) 


u — 
y(u, 2) = z*(1+u)(1—u)(1—2u) 





u. 


SY (0,0) = +00 fiir x >0, 
— oo fiir z < 0. 


Langs der y-Achse miindet nach 8. 239 nur eine Integralkurve in den 
Ursprung ein, links von der y-Achse ist die Uberdeckung sattelférmig, 
rechts knotenférmig (2. und 38. Fall). 


3 ,__ y(2x—y)(2ez+y) . 
‘ Y = z(#—2y)(a@+2y)’ 





Charakteristische Gleichung: 3 2y(z*+ y*?)=0 


_ u(2—u)(2+4) 
v (4, 2) = Toa) (120) ~ 


oy a 
Fu (9,0) =3>0. 


Vertauscht man x mit y und umgekehrt, so geht die Gleichung in 
sich selbst iiber. Also haben die Integralkurven in der Umgebung der 
y-Achse dieselbe Gestalt wie in der Umgebung der 2-Achse. 


Die Uberdeckung zeigt in jedem Quadranten blattférmig geschlossene 
Kurven (1. Fall). 


§ 6. 
Die Umgebung einer mehrfachen, reguliren ausgezeichneten Richtung. 


Auch in diesem Falle kann ein Bereich O AB konstruiert werden, 
der héchstens in den Punkten A und B Randsingularitaten besitzt. Man 
braucht nur ¢ und 6 so klein zu wihlen, daB y(u,0) im Intervall |u| <e 
nur fiir «= 0 verschwindet, und daB y(+e,2)+0 ist fir OS e<d. 
Da aber “¥ (0,0) =0 ist, ist es nicht nétig, daB, wenn A, bzw. B, 
Quellpunkt ist, auch B, bzw. A, dieselbe Eigenschaft hat; wir haben also 
drei Falle zu unterscheiden: 

1. Der Bereich O AB ist frei von Randsingularitéten. Nach 8. 239 
miinden die Integralkurven durch saimtliche Punkte des Randes mit wag- 


rechter Tangente in den Ursprung ein. 
Mathematische Annalen, 99. 16 
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2. Der Bereich OAB hat in A und B je einen Quellpunkt (Fig. 11). Nach 
8. 231 gibt es mindestens eine Integralkurve OY, die im Bereich OA B 
in die singulire Stelle einmiindet. Gibt es eine davon verschiedene In- 
tegralkurve OY, die in den Ursprung einmiindet, so miinden simtliche 
Integralkurven durch die Punkte der Strecke YY mit wagrechter Tan- 
gente in den Ursprung ein. Entweder gibt es also nur eine Integral- 
kurve OY, die in die singulire Stelle einmiindet, oder unendlich viele, 
die von zwei Grenzkurven OY und OY eingeschlossen werden; eine 
andere Méglichkeit ist nicht vorhanden. Das Problem der Entscheidung wird 
spater behandelt. 


3. Der Bereich OAB hat nur in einem Eckpunkt, z. B. dem Punkt A, 
einen Quellpunkt (Fig. 12). Die Integralkurve durch einen Punkt X,(2,, ez, ) 
verlaBt den Bereich in einem Punkt Y,, dessen Abszisse gréGer ist als z, , 








A A 
x; 
% 
0 tm 
aa 
Y 
8 
Fig. 11. Fig. 12. 


also notwendigerweise in einem Punkt von AB oder OB. Bewegt sich 
nun X, auf AO von A gegen O, so bewegt sich Y, auf ABO von A 
gegen O. Es kénnen dann zwei Fille eintreten: 

a) lim Y,=0; es miindet keine Integralkurve aus OAB in die 


2,>0 
singulare Stelle ein. 


Randstiickes OY, das den Punkt A nicht enthalt, miinden mit wagrechter 
Tangente in die singulare Stelle ein. 

Eine andere Méglichkeit gibt es nicht. Die Entscheidung wird in § 8 
geliefert. 


§ 7. 


Die Umgebung einer singuliren ausgezeichneten Richtung. 


Im vorliegenden Fall beriihrt Q(z, y)=0 die x-Achse; es ist also 
Q,(z,0)=0. AuBerdem ist G(x, 0)=0, also auch y(0,0)=—0. Man 


kann aber eine Zahl « so bestimmen, daB fir —«<u=%<e die Ge- 





eee ~_ 
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rade y= 0 die einzige Nullstelle der Funktionen G(xz,y) und Q,(z, y) 
ist. Dann ist auch 

v(e,0)+0 und y(—e,0)+0. 
Also kann 6 so gewahlt werden, daB fiir 0<2<6 die Funktionen Q(z, ex) 
und Q(z, — ex), ebenso y(e,z) und y(—e, 2) nicht verschwinden. Der 
so definierte Bereich OAB (Fig 13) besitzt demnach auf seinen Schenkeln 
OA und OB keine Randsingularititen, 
und auBerdem kommt auf ihnen keine 
zur y-Achse parallele Feldrichtung vor. 
Randsingularitéten entstehen héchstens 
in den Punkten A und B und in den 
Punkten Q,,Q,,...,Q, der Strecke AB, 
in denen Q(z,y) verschwindet. Man 
kann nun annehmen, daB diese Punkte Q; 
auf solchen Zweigen von Q(z, y)=0 
liegen, die im Ursprung die z-Achse be- 
riihren, denn alle anderen Punkte Q; 
kénnen durch Verkleinerung von 6 zum Fig. 13. 
Wegfall gebracht werden. Nun schneide 
man den Bereich O A B lings dieser durch die Punkte Q; gehenden Kurven- 
zweige von Q(z,y)=0 auf. Es entsteht dadurch eine endliche Anzahl 
von Teilbereichen, die nur in den Eckpunkten auf AB Randsingularitéten 
(und zwar Quellpunkte) besitzen kénnen. Es kénnen demnach folgende 
drei Fille eintreten : 

1. Ein Teilbereich hat keine Randsingularitaten. 

2. Ein Teilbereich hat einen Quellpunkt. 

3. Ein Teilbereich hat zwei Quellpunkte. 

Da im Innern dieser Teilbereiche Q(z, y) nie verschwindet, sind 
darin die Integralkurven eindeutige Funktionen von x. Die Uberlegungen 
des vorigen Paragraphen lassen sich also volistindig iibertragen. Demnach 
ist das Problem, die Gestalt der Integralkurven im Bereich OAB zu 
finden, iibergefiihrt in das Problem, zu entscheiden, ob ein Bereich mit 
einem oder mit zwei Quellpunkten auf die eine oder die andere, in § 6 
dargestellte Art mit Integralkurven iiberdeckt ist. 








§ 8. 
Das Entscheidungsproblem. 
Um die Gestalt der Integralkurven in einem, die z-Achse als aus- 
gezeichnete Richtung umgebenden Sektor weiter zu untersuchen, werde ich 


im folgenden diesen Sektor durch krummlinige Grenzen weiter einengen, 
16* 
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resp. zerlegen. Die Grenzen dieser Gebiete miissen sich den Integralkurven 
niher anschmiegen als die Tangente. So werden wir zunachst auf das 
Problem gefiihrt, die Kriimmungsverhiltnisse der Integralkurven in einem 
Sektor zu untersuchen. Liegt eine Integralkurve fiir kleine z unterhalb 
jeder Parabel y=’, » <<», und oberhalb jeder Parabel y= 2’, » >7,. 
so nennen wir », die ,Kriimmungsordnung“ dieser Integralkurve. Liegt 
eine Integralkurve fiir kleine x unterhalb jeder Parabel y = x”, so nennen 
wir ihre Kriimmungsordnung Unendlich. Liegt eine Integralkurve von der 
Kriimmungsordnung », fiir kleine x unterhalb jeder Parabel y= uz”, u> u, 
und oberhalb jeder Parabel y=—uz”, u<u,, so nennen wir u, ibr 
»Kriimmungsma8“. Liegt sie unterhalb jeder Parabel y = ux”, so nennen 
wir ihr Kriimmungsma8 Null; wir nennen es Unendlich, wenn sie ober- 
halb aller dieser Parabeln liegt. Haben Integralkurven die Kriimmungs- 
ordnung 1, und beriihren sie die z-Achse, so ist ihr Kriimmungsma8 not- 
wendigerweise gleich Null (vgl. § 10, 1. Beispiel). 

Um nun festzustellen, welche Kriimmungsordnungen iberhaupt vor- 
kommen kénnen, gehe ich in die Differentialgleichung (2) ein mit dem 
Ansatz y= 2”), Dadurch erhalt man: 


dy 


P(z,z”) — vz”~1 Q(z, 2") 
(9) dz = yp’ = 


z”*Q(z,x")lgz 

Verzichtet man zuniachst einmal auf diejenigen Integralkurven der 
(x, y)-Ebene, deren Kriimmungsordnung sehr groB, also gréfer als eine 
feste Zahl N ist, so hat man die Differentialgleichung (9) zu untersuchen 
in einem Bereich 





l1srsN; 1OS2e58. 
Insbesondere soll festgestellt werden, ob es auf der »-Achse, die sich als 
Integralkurve ergeben wird, solche Punkte (0,¥,) gibt, durch die noch 
andere Integralkurven hindurchgehen kénnen. Diese Werte v, sind dann 
die méglichen Kriimmungsordnungen. 

Zu diesen Untersuchungen geniigen die urspriinglichen Voraussetzungen 
iiber P(z,y) und Q(z,y) nicht. Um nicht zu wenig vorauszusetzen, 
nehme ich zunachst an, daB P und Q in der Umgebung des Ursprungs 
in konvergente Potenzreihen entwickelbar sind. Es ist also: 


P(z,y)= Sa,2'y*; P(z,2°)= Sa,,2**, 
Q(z, y)= > 5,, 2% y*; Q(z, 2°’) = 5 b,, 2*t*. 


Unter diesen Voraussetzungen kann man den Quotienten der Differential- 
gleichung (9) mit einer bestimmten Potenz von z kiirzen. Zu diesem 
Zweck muB festgestellt werden, welcher Exponent der Summen P(z, 2”) 
und Q(z,2”) jeweils der kleinste ist. Diese Exponenten sind von der 
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Form ++ ky, haben also im Intervall 1<»<S ihren kleinsten Wert 
bei y=1, ihren gréBten bei »—N. Nun kénnen fir ein bestimmtes » 
dieses Intervalls nur diejenigen Exponenten den kleinsten Wert haben, 
deren Minimum kleiner ist als das Maximum M irgend eines Exponenten; 
es kommen also nur die in Betracht, fiir die 
t+k< WM, 
also nur eine endliche Anzahl (Fig. 14). Das ganze Intervall kann also 
in endlich viele Teilintervalle geteilt werden, die so beschaffen sind, da8 
man im Innern eines solchen Intervalls aus der Summe a,,2z‘t** eine 
bestimmte Potenz 2/:+%” heraus- , 
ziehen kann. Die Werte »,, die diese ) 
Einteilung bewirken, werden aus line- ye ‘ - 
aren Gleichungen erhalten; diese »; 
sind also rational. Ebenso erhalt man ¢ 
fiir S b;, 2***” eine solche Einteilung. 
Uberlagert man diese beiden Eintei- 
lungen, so erhalt man eine endliche 
Anzahl rationaler y,, die das Intervall fxm: ela 
Aleinster Aloinsier 
! 
| 


5 -3 





€y-2 








1 << Ninsolche Teilintervalleteilen, P Exponent \ Exponent 
in denen man aus 5’a,,x*t#” eine of erv ey 2 
Potenz 2% = 2/i:+£", aus Sb, xtt* F 
eine Potenz x® = a4:+%:” herausziehen r na. 
kann. Ich werde nun zeigen, daB es = 
im Innern eines solchen Teilintervalls héchstens einen Wert » geben kann, 
der Kriimmungsordnung von Integralkurven sein kénnte. Als tiberhaupt 
mégliche Kriimmungsordnungen haben wir dann die Menge dieser ratio- 
nalen Einteilungspunkte und die ebenfalls endliche Menge dieser noch zu 
bestimmenden inneren Punkte. 

Um den eben ausgesprochenen Satz zu beweisen, betrachte ich die 
Differentialgleichung (9) in einem solchen Teilintervall. Darin ist: 


P(z, 2’) = 2% Sa,rttbr-o; Q(x, £”) = 2% Sd, eitbee, 
Also: 
(10) y’ = 














® B a gitkr-e -» geatr-i m . bj, tthe % ; 

at” Ig x > bin gitkr—e 
Ist e,Se¢,--y»—1, so kann dieser Quotient mit x® gekiirzt werden, 
andernfalls mit z®+*-!. Dadurch erhailt man: 


re B(2,r) ° = ° g = 
v a, ke’ ge (0, v) b,x, +9. 
Ich werde nun zeigen, daB es nur an den Punkten (0,»), an denen 


8(0, ») = 0 ist, vorkommen kann, daB eine von der »-Achse verschiedene 
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Integralkurve Punkte mit derselben gemeinsam hat. Dies ist evident, wenn 
r >1 ist; denn in diesem Fall ist in allen Punkten, in denen §(0, v) +0 
ist, die Lipschitzsche Bedingung in bezug auf » als unabhingig Variable 
befriedigt. Ist dagegen r=1, so strebt die dabei auftretende partielle 
Ableitung nach x gegen Unendlich wie lgz. Trotzdem geht durch diesen 
Punkt keine von z = 0) verschiedene Integralkurve. 
Denn um diesen Punkt gibt es einen Bereich 
(Fig. 15) |» —»|<¢, OS e<6 <1, in dem 
1 


vA 


c z 
silez] ~ °TigeT 
Die Integraikurve durch einen Punkt P(z, 7) 


dieses Bereiches bleibt also zwischen den Kurven 
der beiden Scharen 


v’|> 
(4,4) 








y=C+elg|igz| und »=C—clg|igz , 

Fig. 15 die durch den Punkt P gehen, geht also nicht 
par durch den Punkt (0, »,). 

Es kénnen also nur in solche Punkte (0, ») Integralkurven einmiinden, 

fiir die 8(0,»)=0 ist. Nun verschwindet 8(0,¥) nicht identisch (die 

v-Achse ist also Integralkurve der Differentialgleichung (10)), denn es ist 
fiir é.<@+9—1 B(0, ») =ay,x, +9, 

fir e,>e,+r—1 B(0, +) = —vrby,x,+0 fir lors, 

fiir é.=e,+r—1 B(0, v) = ay, x, — vby,x,; 


a 27. R, 
8(0,7)=0 fiir °" ee” 





Demnach ist es nur im letzten Falle, wenn also 
é-, =J4,+ K,v=J,—1+%(K,+1)=¢+7-1, 
also J, =J,—1 und K, = K,-+-1 ist, méglich, daB 3(0,»%) eine Null- 
stelle im Innern des betrachteten Intervalls besitzt. Die so erhaltenen 
Werte von » sind rational im Bereich der Koeffizienten von P und Q, 
wahrend die anderen rational im Bereich der ganzen Zahlen sind. Jeden- 
falls gibt es auf der »-Achse nur eine endliche Anzahl von Punkten, in 
die Integralkurven einmiinden kénnen. Dies bedeutet fiir die (2, y)-Ebene, 
daB jede Integralkurve, die oberhalb der Parabel y= 2” bzw. unterhalb 
der Parabel y= — 2 lings der z-Achse in die singulire Stelle ein- 
miindet, eine eindeutig bestimmte Kriimmungsordnung hat. Die Anzabl 
der dabei méglichen Kriimmungsordnungen ist endlich 
Bis jetzt wurden nur diejenigen Integralkurven beriicksichtigt, deren 
Kriimmungsordnung unterhalb einer festen Schranke WN bleibt. Es fragt 
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sich nun, wie man eine solche Schranke N bestimmen kann. Da P und 
Q als teilerfremd vorausgesetzt wurden, enthalten nicht beide zugleich den 
Faktor y. Zwei Faille sind zu unterscheiden: 

1. P(x,y)= Sa,,x*y* enthalte den Faktor y nicht; dann gibt es 
in dieser Summe Glieder von der Form a,x’, und unter diesen ein Glied 
a,92°, dessen Exponent o von allen diesen Exponenten r der kleinste ist. 
Geht man in (2) ein mit der Transformation y—u(x)z¢+', so erhilt 
man, wenn man noch mit 2° kiirzt: 

Gott R(x, u) 

2Q(z,uret?) * 

Diese Differentialgleichung ist aber in bezug auf u als unabhangige Variable 
regular fiir = 0. Also gibt es in einem Bereich |u| < A keine Integral- 
kurven, die mit der w-Achse Punkte gemeinsam haben und nicht mit ihr 
zusammenfallen. Fiir die (2, y)-Ebene bedeutet dies, daB in einem Be- 
reich — Axet1< y< Azx?*? keine Integralkurven in die singulire Stelle 
einmiinden. Die obere Schranke N kann also gleich 9 +1 gesetzt werden. 

2. P(z,y) enthalte den Faktor y; dann enthalt ihn Q(z, y) 
= 5 b,,z*y* nicht. Also gibt es in dieser Summe ein Glied b,92%, wo 
g wieder die Minimaleigenschaft hat. Geht man nun mit derselben Trans- 
formation y= uxe+! in (2) ein, so erhalt man: 


u’ = 


,__ P(t, ux®*?)—(9+1)uz?Q(xz,ux?*?) 

oe 2°t1 Q(z, ux?t?) 4 

Nun enthalt Q(z, uax¢+*) den Faktor x2; also der zweite Bestandteil des 
Zahlers den Faktor x*¢. Der erste enthalte den Faktor 2’. Es sind nun 
drei Falle zu unterscheiden: 


a) 1>20; der Bruch kann mit x*¢ gekiirzt werden. Dadurch er- 
halt man: 


u 





’ —(e+1)u(b,,+2R, (x, u)) 
@(b,o+2R, (x,u)) 











Nach § 5 ist in der (x, u)-Ebene die x-Achse die einzige Integralkurve 
dieser Differentialgleichung, die in einem Bereich |u| < A Punkte mit der 
u-Achse gemein hat, ohne mit ihr zusammenzufallen. In der (z, y)-Ebene 
ist also die z-Achse die einzige Integralkurve, die aus dem Bereich 
— Axe+? < y< Ax®*' in die singulire Stelle einmiindet. Auch hier kann 
N=o-+1 gesetzt werden. 


b) 1< 20; dal=J+K(o+1) < 2¢ ist, ist notwendigerweise K = 1 
und J-+1<. Der Bruch kann mit x! gekiirzt werden: dadurch erhalt man: 


r a,,u+ucR, (x,u) 


_ = 2 
gte—f+1 (b,6 +R, (x,u)) 
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Diese Differentialgleichung kann nach § 5 in einem Bereich |u| < A, 
0<2<6 untersucht werden. Ist sit < 0, so erhalt man topologisch das- 


e0 
selbe Ergebnis wie im Fall a). Ist dieses Verhiltnis aber positiv, so miin- 
den alle Integralkurven durch den Rand des Bereiches — A x¢ti<y< Azet?, 
0 <2<6 in diesem Bereich in die singulare Stelle ein. Wendet man an- 
statt der Transformation y = ux¢+* irgendeine andere y= uze** (¢ >1) 
an, so findet man, da8 diese Integralkurven die Kriimmungsordnung Unend- 
lich besitzen, sich also der x- Achse naher anschmiegen als irgendeine Parabel. 
1 


(Beispiel: y= =f. Lésungen: y= ce *.) Setzen wir auch hier VN =o +1, 
so schlieBen wir nur Integralkurven unendlich hoher Kriimmungsordnung aus, 

c) L=20; also J=~o—1; K=1. In diesem Fall wende man die 
Transformation y= uze+* (¢ >1) an. Aus dem zweiten Teil des Zahlers 
kann dann der Faktor x*¢+*-' herausgezogen werden, aus dem ersten der 


Faktor 2/+et+?— z%et+i-1, Also kann mit diesem Faktor gekiirzt werden. 
Dadurch erhalt man: 


, 


u(a,,—(e +) b,9) + wR, (x, u) 
z(b,o+2R, (z,u)) 








—~(o+i)b 
Nun wahle man ¢ so groB, daB der Quotient iS ot 


e0 
dann treten dem Fall a) analoge Verhiltnisse ein. Die Zahl 9 +4 wihle 
man dann als obere Schranke N. 

Jetzt ist diese Schranke N in allen Fallen so bestimmt, daS nur 
die Integralkurven mit unendlich hoher Kriimmungsordnung ausgeschlossen 
werden. Aus diesen Untersuchungen sehen wir auch zugleich, da8 die An- 
zahi der iiberhaupt méglichen Kriimmungsordnungen endlich ist; denn 
unterhalb N sind es nur endlich viele und oberhalb N héchstens noch die 
Ordnung co. Wir kénnen nach dem Vorhergehenden auch immer fest- 
stellen, ob solche Integralkurven von der Kriimmungsordnung Unendlich 
vorkommen; es handelt sich also im weiteren nur noch um die Integral- 
kurven mit endlicher Kriimmungsordnung r. 


- negativ wird; 


Es sei nun », der Wert einer solchen méglichen Kriimmungsordnung. 

Um das Kriimmungsma8 der Integralkurven von der Ordnung », fest- 

zustellen, gehe man in die Differentialgleichung (2) ein mit dem Ansatz: 
y =u(xz)z”. Dadarch erhalt man: 
P (xz,uz”) u 

ees 2.9 Soe 
z"Q(2z,uz”') tz 


a (P, (u) +2” R, (2, u)) 
a> (P,(u)+2"R, (2, u))’ 


wobei P, und P, Polynome in wu sind. Es sind nun zwei Fille zu unter- 
scheiden: 


(11) u’ = 
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1. 1, >1,—1; die Bedingungen des § 2 (Sondertypus, vgl. Gl. (8)) 
sind befriedigt. Zu jedem Wert u, fiir den P,(u) +0 ist, gehért eine und 
nur eine Integralkurve. Da in den in §6 und §7 konstruierten Bereichen 
keine zur y-Achse parallele Feldrichtung vorkommt, ist in den jetzt zu 
untersuchenden Fallen P,(w) immer von Null verschieden. 
Dieser Fall tritt insbesondere immer dann ein, wenn die Zahl », 
nicht aus den Exponenten, sondern aus den Koeffizienten der Differential- 
gleichung berechnet wurde. Denn nach Seite 245/246 ist dann: 


P(x, wx”) = 2%(ay,g,u™ + 24R,(z,u)), 
Q(x, wx”) = 2% (by x. u™ + 2+ R,(z, u)). 
Setzt man diese Werte in (11) ein und beachtet dabei, daB e, —e,+-», — 1, 
Y= ar und K, = K, +1 ist, so erhalt man: 
2% (a), x, uXs — "1 7, x, et teh R,—2" y,uz”~* R,) 
28(by gw tae) 
a’ R,—2*», us”? R, 
a (by g uX+2R,) ; 


Es ist also: 1,—1=0, 1,=A, oder 1.—A,+%,—1. Folglich ist 
in diesem Falle stets: 1,>0, und damit 1,>J,—1. Ferner ist 
P,(u) = b;,z,u™, verschwindet also nur fiir w=0. Wir haben dem- 
nach das Ergebnis, da jedesmal, wenn eine Parabel mit irrationaler 
Kriimmungsordnung v, Schmiegungsparabel einer Integralkurve ist, lings 
jeder Parabel der Schar y=pz” (p+0) eine und nur eine 
Integralkurve in die singulare Svelle einmiindet. (Gleichzeitig sieht 
man, was fiir spiter wichtig ist, daB fiir e<|uj|<N, OSes die 
partielle Ableitung = einer Ungleichung: =| <= geniigt.) (Man ver- 
gleiche auch § 10, 8. Beispiel.) 

2. 1, <l,—1; nur lings der Parabeln y—wu;,2”, fiir deren Koeffi- 
zienten u; das Polynom P,(u) verschwindet, kénnen Integralkurven in die 
singulare Stelle einmiinden. Es gibt also nur eine endliche Anzahl solcher 
Parabeln, die Schmiegungsparabeln von Integralkurven sein kénnen. 

Ebenso wie vorhin diejenigen Integralkurven speziell behandelt wurden, 
deren Kriimmungsordnung Unendlich ist, werden nun auch diejenigen 
speziell untersucht, deren Kriimmungsordnung », zwar endlich, deren 
Kriimmungsma8 u aber Null oder Unendlich ist. Durch die Transfor- 
mation y=uz” wird eine Kurve y=c2x™ abgebildet in eine Kurve 
u=czx™-” und umgekehrt. Eine Kurve vom Kriimmungsma8 Null und 
der Kriimmungsordnung », wird demnach abgebildet in eine Kurve, die 


u’ = 
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durch den Punkt (0,0) geht, sich aber dort naher an die u-Achse an- 

schmiegt als irgendeine Parabel u=—czx’. Mit Integralkurven dieser Art 

haben wir uns aber vorhin beschaftigt und haben gefunden, daB es, so oft 

solehe auftreten, einen Bereich 0 < x < Au?t!, OS u< 6d gibt, der frei 

von Randsingularitaten ist. In der (xz, y)-Ebene begrenzen also in diesem 
1 


— 1 
Fall die Parabeln y=d2” und y= (4) er =cz2”*’ einen Be- 


reich ohne Randsingularitéten. Um also zu untersuchen, ob Integralkurven 
vom Kriimmungsma8 Null vorkommen, geniigt es, festzustellen, ob die 
Parabel y = dz” mit einer Parabel y = c2”** einen Bereich ohne Rand- 
singularitaten bildet (6 und « hinreichend klein). (Diese Feststellung wird 
nach unseren Voraussetzungen durch algebraische Methoden erledigt.) 
(Vgl. § 10, 1. Beispiel.) 

Um auf Integralkurven vom Kriimmungsma8 Unendlich zu untersuchen, 
wende man die Transformation y = = 2” an. Ohne weiteres erhalt man 


als entsprechendes Ergebnis, da8 solche Integralkurven nur dann vor- 
kommen, wenn die Parabeln y= Nz” und y=czx”~* (N hinreichend 
gro8 und « hinreichend klein) einen Bereich ohne Randsingularitaten bilden. 

Zusammenfassend haben wir das Ergebnis, da8 auch das Kriimmungs- 
map der Integralkurven eindeutig bestimmt, und zwar null, endlich oder 
unendlich ist. 

Mit der Bestimmung der Schmiegungsparabel kennt man die Ge- 
stalt der Integralkurven in den erledigten Sonderfillen (Sondertypus, 
Kriimmungsordnung Unendlich, Kriimmungsma8 Null und Unendlich). 
Es bleibt eine endliche Anzahl von Parabeln y= wu,” iibrig, die 
Schmiegungsparabeln von Integralkurven sein kénnen und in deren Um- 
gebung wir die Gestalt der Integralkurven noch nicht kennen. Zur 
weiteren Untersuchung gehe man nun in die urspriingliche Differential- 
gleichung ein mit dem Ansatz y = u,x” + 2”, bestimme wiederum die 
singularen Punkte (0, ¥,) der »-Achse und wende dann die Transformation 
y=u,2"-+ u(x)2” an, um die singuliren Punkte (0, u,) der w-Achse 
zu bestimmen. Dabei kénnen alle, aber auch nur die Faille wieder ein- 
treten, die bei den einfacheren Transformationen unterschieden wurden. 
Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden, wenn man nicht auf einen der 
obigen Sonderfille gefiihrt wird. In diesem Fall kennen wir aber die 
Gestalt der Integralkurven in der Umgebung der Schmiegungsparabel. 
Die andern Schmiegungsparabeln kénnen wir auf beliebig viele Glieder 
genau bestimmen. 


Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun an das eigentliche Ent- 
scheidungsproblem herangehen. Es handelt sich dabei darum, die Gestalt 
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= 6 


der Integralkurven in einem, die 2-Achse als ausgezeichnete Richtung um- 
gebenden Sektor, oder einem Teilbereich davon (siehe § 7), zu untersuchen. 
Zu diesem Zweck stelle man zuniichst fest, ob es im Innern dieses Be- 
reiches Parabeln gibt, an die sich Integralkurven anschmiegen kénunen. 
AuBerdem untersuche man, ob es Integralkurven von der Kriimmungsord- 
nung Unendlich oder auch vom KriimmungsmaB Null oder Unendlich gibt. 
Gibt es im Bereich eine unendliche Anzahl solcher Schmiegungsparabeln, 
so haben wir den Fall des Sondertypus; es miinden also in diesem Be- 
reich unendlich viele Integralkurven in die singulare Stelle ein. Andernfalls 


haben wir nur eine endliche Anzahl solcher Parabeln. Es sei 4 = Su,2" 
i=1 


eine davon. Um die Gestalt der Integralkurven in ihrer Umgebung zu 

finden, wendet man auf die Differentialgleichung (2) die Transformation 
n-1 

y= Su,x" + u(x)x an. Die Differentialgleichung der neuen (2, u)- 
i=1 

Ebene hat dann im Punkt (0,w,) eine singulare Stelle. Da aber die 

Parabel » im Innern eines Bereiches liegt, in welchem keine zur 

y-Achse parallele Feldrichtung vorkommt, gibt es einen Bereich 

0<2<4; |w—u,|<«, in welchem der Nenner der neuen Differential- 

gleichang nicht verschwindet. Diese Parabel 7 ist also das Analogon einer 


regularen, ausgezeichneten Richtung (vgl. § 5). Als neue Differentialgleichung 
erhalt man: 
n—1 
uae y’ — Suy,c-' — vy, were), 
i=1 


Die rechte Seite dieser Differentialgleichung ist aber die Funktion Feld- 
richtung minus Parabelrichtung, die in Anlehnung an das Vorhergehende 
mit Y(u,a) bezeichnet werden soll. Es ist also: 





wae W,(u, 2); wea 222) y (uy, 2), 
x n 
Nun sind drei Fille zu unterscheiden: 
1. TO 0)> 0; lings dieser Parabel miinden unendlich viele In- 
tegralkurven in die singulare Stelle ein (vgl. § 5). 
oy, 
2— 


a (u,,,0) <0; nach § 5 gibt es nur eine Integralkurve, die lings 
dieser Parabel einmiindet. 


< On oe : " 
3. 5 (u,,0)—=0; diese Parabel ist das Analogon einer mehrfachen, 


regularen ausgezeichneten Richtung. Deshalb versuche man, die Schmiegungs- 
parabel niher zu bestimmen. Ist dies nicht méglich, weil es kein weiteres » 
gibt oder das KriimmungsmaB Null oder Unendlich ist, so kann man nach 
dem Vorhergehenden die Gestalt der Integralkurven in der Umgebung 
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dieser Parabel ermitteln. Andernfalls sei 7, = 7 + u,,,2°*** eine Niahe- 
rungsparabel héherer Ordnung. Fiir die Umgebung dieser Parabel haben 
wir dieselben Fallunterscheidungen zu machen. Es ist nun zu zeigen, dab 
dieses Verfahren zum Ziele fiihrt, da8 man also nach einer endlichen An- 
zahl von Schritten zu einer Schmiegungsparabel kommen muB, die einer 
einfachen, reguliren ausgezeichneten Richtung entspricht. 





. OWn é 
Setzt man y’=f(z,y), 80 ist ve (u, 2) — sh 2 —»,. Ist nun 
“ye (u,0) in der Umgebung von uw, eine stetige Funktion von u, 
so ist 
lim a lim fe —»,, 
y= y= °¥ 
z7>0 z>0 


denn die Kurven », und » gehéren zu demselben Wert u,. Durch die 
Transformation y = 4 + u2’=+: erhalt man also eine Funktion y,,,(u,2), 
deren Ableitung 

OVn+1 

tt (041, 0)=% — Mass <0 
ist. Langs dieser Parabel miindet also nur eine Integralkurve in den 
Ursprung ein ($5). In diesem Falle fiihrt also schon der zweite Schritt 
zum Ziel. 


OWn 
bu 





Im andern Falle ist 
Nun ist 


(w,0) in der Umgebung von u = wu, unstetig. 


| (QP, — PQ,) = Z (2, y) 
oy Q* N(x, y)° 





n-1 
Setzt man y= Su,z"-+ u(x)x, so geht Z(x,y) tiber in x’ 3(z,u), 
i=1 
N(z,y) ina*R(2,u). Dabei sind 8 (2, u) und (2, uw) stetige Funktionen 
der Variablen, die fiir z= 0 nicht identisch verschwinden. Insbesondere 
ist (0, u,) + 0, und s unabhingig von n. Wenn also ee (u,0) bei uw, 


Ou 
unstetig ist, so mu8 notwendigerweise s >r und §(0, u,)=0 sein. Nun 





ist lim Leas. Da aber N(x, u) wie x° verschwindet, mu8 Z(z, 7) 
v=" 
z>0 


ebenfalls wie x° verschwinden. Es ist also |Z(x,)|< Cz". Man be- 
stimme nun in der (z,y)-Ebene diejenigen Gebiete im betrachteten 
Bereich, fiir die |Z(x, y)|< Cx" ist. In einem dieser Gebiete mu8 meine 
Naherungsparabel » liegen, vorausgesetzt, daB ich in hinreichender Nahe 
des Ursprungs bleibe. Die Kurven, die dieses Gebiet begrenzen, seien 
y, und y,. Dann ist | Z(xz,y,)|=—|Z(xz,y,)|—=Czx". Auf Grund dieser 
Gleichungen kénnen y, und y, in allgemeine Potenzreihen entwickelt werden. 
Dadurch erhalt man y, = Sa,x% und y, = 5'b,2%. Da y, und y, nicht 
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identisch sein kénnen, kénnen diese Entwicklungen auch nur in endlich 
vielen Gliedern miteinander iibereinstimmen. Man kann also n so groB 
wahlen, da8 fir i<n a,;=— 06, und 9, =o, ist, wihrend entweder og, und o, 
oder a, und 6, voneinander verschieden sind. Da nun zwischen y, und y, 
liegt, ist notwendigerweise u, = a, = b,; », = 0, = 0, firi<n. Es sei nun 
0, =4,. (Ist 0, >, resp. o, > 0,, 80 setze man a, = 0 resp. b, = 0.) 
Dann ist a, +6,. Ist nun », = 9,, so liegt u, zwischen a, und b,. Alle 


n—1 
Kurven y= 5 u,x”-+ ux’, deren Parameterwert u zwischen a, und b, liegt, 
é=1 ~ 
verlaufen also zwischen y, und y,; fiir sie ist also Z(x, y) —2* (2, u). 
Ist aber », > 0,, 80 liegen die Nachbarkurven von 7 = Sux" ebenfalls 
é=1 


zwischen y, und y,, weil die Differenz |7 — y,| oder |» — y,| klein wird 

wie x=, wahrend die Differenz zweier Nachbarkurven klein wird wie x”. 
-1 

Setzt man also y= Sue" + ue, wo n geniigend groB ist, so hat 


| 


Z(x, y) den Faktor z*. Also wird oye (uw, 0) in der Umgebung von u = wu, 


eine stetige Funktion von u. Nach dem Vorhergehenden entspricht dann 





n+l 
die Parabel » = )u,;x” notwendigerweise einer einfachen, regularen aus- 
i=1 


gezeichneten Richtung, lings der eine und nur eine Integralkurve in die 
singulére Stelle einmiindet. Damit ist nachgewiesen, daB man in allen 
Fallen nach einer endlichen Anzahl] von Schritten entweder zum Sonder- 
typus oder zu solchen Schmiegungsparabeln kommt, die einfachen, regu- 
laren, ausgezeichneten Richtungen entsprechen. 

Damit ist das Entscheidungsproblem gelést. Die Lésung erfolgt durch 
die Bestimmung der ,,Normalbereiche“. Darunter verstehen wir Bereiche, 
die durch Parabeln von der Form y = _S)u,x” begrenzt sind, und in denen 

a) alle Integralkurven, 

b) eine Integralkurve, 

¢) keine Integralkurven 


in die singulare Stelle einmiinden. Durch paarweises Zusammensetzen dieser 
Normalbereiche erhalt man die Brouwerschen Sektoren®) als topologisch 
invariante Grundelemente fiir das Integralkurvenfeld. Der Bereich c) hat 
dabei die Kigenschaft, daB er, mit einem andern Bereich zusammengesetzt, 
dessen Charakter nicht andert. Besteht die Umgebung der singularen Stelle 
nur aus Bereichen c), so liegt der ,zweite Hauptfall* vor. Wird der Be- 
reich a) mit einem gleichartigen zusammengenommen, so erhalt man den 
»elliptischen Sektor“ (Fig. 8); wird er mit b) zusammengenommen, so 
erhalt man den ,,parabolischen Sektor“ (Fig. 9); wird b) mit einem gleich- 
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artigen zusammengenommen, so erhilt man den ,hyperbolischen Sektor~ 
(Fig. 10). Es ist also méglich, die Reihenfolge und Anordnung der topo- 
logischen Grundelemente zu bestimmen. 

Da es sich bei der praktischen Durchfiihrung nur darum handelt, ob 
aus einem Bereich endlich oder unendlich viele Integralkurven in die 
singulare Stelle einmiinden, geniigt es also, nach Bereichen ohne Rand- 
singularitaéten zu suchen; denn nur in diesem Fall kann es nach obigem 
vorkommen, da§ aus einem Bereich unendlich viele Integralkurven in den 
Ursprung einmiinden. Die Begrenzungen sind Parabeln von der Form 
y= Suz”. 

Es wurde zunichst vorausgesetzt, dafS P und @ Potenzreihen sind, 
doch brauchte man fiir das Entscheidungsproblem nur ein endliches Polynom 
zu beriicksichtigen. Die Uberlegungen gelten daher fiir alle Funktionen 
P und Q, die in der Nahe des Ursprungs durch ein Polynom geniigend 
hohen Grades approximierbar sind. 


§ 9. 
Quantitative Auswertung der Methode. 


Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, daB man mit Hilfe der 
Methode der Randsingularitéten und der allgemeinen Transformationen 
jeweils die Gestalt der Integralkurven bestimmen kann. Ich werde nun 
noch zeigen, da8 diese Methoden auch eine analytische Darstellang der- 
selben erméglichen, wenn man voraussetzt, daB P(z,y) und Q(x, y) kon- 
vergente Potenzreihen sind. 


Es wurde schon darauf hingewiesen, daB man die Naherungsparabeln 
auf beliebig viele Glieder genau bestimmen kann, wenn nicht einer der 
.Sonderfialle“ eintritt. Als Sonderfaille wurden bezeichnet: 


1. Der Fall des Sondertypus, bei dem, mit Ausnahme einer endlichen 
1 

Anzahl, jede Parabel der Schar »(2z, p) = "Su, 2" + pa" Schmiegungs- 
i=! 


parabel einer und nur einer Integralkurve ist. Es ist ohne weiteres klar. 
da8 man auch hier von jeder Parabel das niachste Glied mit Hilfe der 
Transformationen 

nl 


n-t 
y= 24,8" +os™ +2" und go Fue" + oe” alae” ~ 
(‘= a1 


bestimmen kann. Dabei ist zu beachten, da8 sich die ,,singuliren“ Parabeln 
eventuell auf mehrere Arten fortsetzen lassen. Diese Schmiegungsparabeln 
lassen sich demnach auch beliebig genau bestimmen. 


2. Der Fall der unendlich hohen Kriimmungsordnung. 
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8. Der Fall des KriimmungsmaBes Null oder Unendlich, der aber 
auf den Fall unendlich hoher Kriimmungsordnung zuriickgefiihrt wurde. 


Wir haben demnach zwei Typen von Integralkurven zu unterscheiden: 


a) solche, deren Schmiegungsparabel » = Sux auf beliebig viele 
Glieder bestimmt werden kann; pn 

b) solche, die sich an eine Schmiegungsparabel y = Sy u;x” naher 
anschmiegen als irgendeine Parabel héherer Ordnung. i 


Betrachtet man nun Integralkurven vom ersten Typus, so wissen 
wir, daB man nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einer Parabel 
», = 5 u,x” kommt, die einer einfachen, reguliren, ausgezeichneten Rich- 

t=1 


tung entspricht. Geht man also in die Differentialgleichung y’ = veh 


n-1 
ein mit der Transformation y= S)u,;2”-+-(u(z)—u,)a%, so gehen P 
#=1 


und Q iiber in Reihen von der Form 5 f,(u)2, wobei die f, Polynome 
in w sind und die a, sich ganzzahlig linear aus den Exponenten »,,¥,,...,¥,, 
zusammensetzen. Da aber die Parabel , einer reguldren ausgezeich- 
nete. Richtung entspricht, wissen wir auBerdem, da8 in der Reihe 
Q(z, y)=2' {a,+a2"f,(u)+...} das erste Glied a, eine von Null 


verschiedene Konstante ist. Es ist demnach méglich, den Ausdruck 


es wiederum in eine Reihe zu entwickeln, in der die Ex- 
ao+a2™ f,(u)+... 


ponenten von x ebenfalls ganzzahlig linear aus »,,»,,...,¥, zusammen- 
gesetzt und deren Koeffizienten f(u) wiederum Polynome in w sind. 
Bildet man nun die Funktion ¥,(u,2), die die Differenz Feldrichtung 





minus Richtung der Parabel y = Sua" + (u(x) -- u,)a’ darstellt, so 
i=1 
erhalt man : 
Y (u, x)= af, (u)+ aoag (uw) + ah (u)+.... 

Die Differentialgleichung in der (w, z)-Ebene lautet dann 

uc =P (u,x)=— af, (uw) + ring (uw) + ah (u)+... 

oder , 

(12) u’ = 2% f (u)+ xrfag (uv) + xveh, (uw) +..., 


wobei auch die Exponenten o,f, ... ganzzahlig linear aus ¥,,¥,,..., ¥, 


zusammengesetat sind. Um», ,, zu erhalten, geht man in die Differential- 
gleichung (12) ein mit dem Ansatz w=va*. Dadurch erhilt man: 


vo’ xt + duxt-' = 2f (vat) + xg (vat) +armh (vaet)+.... 
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Da die Parabel y, einer einfachen regularen ausgezeichneten Richtung ent- 
spricht, beginnt f,(u) mit einem linearen Glied cu. Es ist also: 


(13) o' a# = —dvxt-14 curmt4 + 2efi(yxt) + xhag (vet) +.... 


Nach § 8 wird nun die Zahl d=¥v,,,—~», entweder aus den Koeffi- 
zienten von (13) oder aus den Exponenten bestimmt. Erhalt man sie 
aber aus den Koeffizienten, so wissen wir nach Seite 249, daB jede Parabel 
y=, +c¢2’+: (c+ 0) Schmiegungsparabel einer und nur einer Integral- 
kurve ist. 

Nehmen wir nun an, die Parabel 7, sei schon so beschaffen, daB sie 
die Schmiegungsparabel nur einer Integralkurve ist, so wird offenbar die 
Differenz d aus den in der obigen Differentialgleichung vorkommenden 
Exponenten berechnet und die Parabel y,., entspricht wiederum einer 
einfachen regularen ausgezeichneten Richtung, lings der nur eine Integral- 
kurve in die singulare Stelle einmiindet. Ist dabei y, nicht selber Lésung 
der Differentialgleichung, so gibt es in (13) Glieder von der Form a,2¥=, 
und unter diesen Gliedern ein Glied ax, dessen Exponent 2, von allen 
Exponenten 2;, der kleinste ist. Dann ist nach § 8 


d=4,—a,, wenn af< —1, 
oder d=4+1, . “—>—1 ist. 


Da sich nun 4 und a, ganzzahlig linear aus »,, »,,..., »,, zusammen- 
setzen, kénnen wir dasselbe iiber d und hiermit auch iiber »,,, aussagen. 
Weil aber die Parabel »,,, dieselben Eigenschaften hat, wie »,, so folgt 
hieraus, daB »,,, ganzzahlig linear aus »,,¥,,...,%,,, und damit aus 
¥1,¥%q>--->%, zusammengesetzt ist. Also sind alle Exponenten », der 


x 
Reihe j = u;x”' ganzzahlig linear aus »,,¥,,...,¥, zusammensetzbar. 


Sind nun »,,¥,,...,%, rational, so haben die Zahlen (1, , ...¥,) ein 


gréBtes gemeinschaftliches MaB 9. Alle Exponenten der Reihe Suz", 
‘= 


wo die y, monoton wachsen, sind also ganzzahlige Vielfache von 9; mit- 
hin ist lim »,= co. 
i-ax 

Sind aber die Exponenten »,,¥,,...,¥, nicht alle rational, so kann 
man annehmen, », sei die erste und damit die einzige irrationale Zahl; 
denn nach Seite 249 entspricht jede solche Parabel y = n,_, + cx” (c+0) 
einer einfachen reguléren ausgezeichneten Richtung, lings der nur eine 
Integralkurve in die singulare Stelle einmiindet. Also sind nach dem 


Vorhergehenden alle Exponenten der Reihe > u;x”' ganzzahlig linear durch 
i=1 
¥1>%»---»%, Garstellbar. Ist also 9 das gréBte gemeinschaftliche Mab 
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der Zahlen (1,¥,...%,_,), 80 ist », —to0-+ky,, wobei ¢ und k ganze 

Zahlen unabhangig von », sind. Setzt man fiir y, einen rationalen Nahe- 

rungswert ¥, ein, so erhalt man fiir »,, den rationalen Naherungs- 

wert ¥,,=to+ky%,. Da nun lim ¥, = co ist, ist auch lim », —oo. 
m>o m> 2 

Bis jetzt wurde vorausgesetzt, daB die Parabel », einer einfachen, 
regularen ausgezeichneten Richtung entspricht, lings der nur eine 
Integralkurve in die singulare Stelle einmiindet. Schmiegen sich nun 
an », unendlich viele Integralkurven an, so kann y, Integralkurve 
sein. In der Gleichung (13) gibt es dann kein Glied von der Form 
az; es ist also nicht méglich, die Zahl d aus den Exponenten zu 
berechnen. Wird sie aber aus den Koeffizienten berechnet, so schmiegt 
sich an jede Parabel y = y, +-cx’» (c¢ +0) eine und nur eine Integral- 
kurve an; dieser Fall ist also auf den vorhergehenden zuriickgefiihrt. 
LaB&t sich aber d auch nicht aus den Koeffizienten berechnen, so schmiegen 
sich nach § 8 die Integralkurven an die Parabel », naher an, als an jede 
andere Parabel. 

Ist aber 7, nicht Integralkurve, so wird »,,, entweder aus den 
Exponenten oder aus den Koeffizienten berechnet. Werden alle », aus den 
Exponenten berechnet, so ist nach der vorhergehenden Uberlegung »; ein 
ganzzahliges Vielfaches vom gréBten gemeinschaftlichen Ma8 @ der Zahlen 


(1,%,,%>--+,%,)- Ist aber », ein Exponent, der aus den Koeffizienten 
berechnet wird, so ist 


fir i<m v,=ko (k positive ganze Zahl), 
fir i>m »,=ko+ly,, (k und I ganze Zahlen). 


Also ist auch hier lim »,; =o, 
iva 


Die bisherigen Ergebnisse kénnen wir folgendermaBen zusammen- 
fassen: Wird die Schmiegungsparabel einer Integralkurve hinreichend weit 
bestimmt, so erhilt man eine Reihe SY u;2”. Mit zunehmendem i wachsen 
dabei die Exponenten », iiber jede Schranke und alle Exponenten », sind 
entweder ganzzahlige Vielfache einer rationalen Zahl g oder sind linear 
darstellbar durch eine Irrationalitat. 


Nun werde ich zeigen, daB, wenn die Reihe Sux konvergiert, die 
i=1 
Kurve p(x) = Su,x" Lésung der Differentialgleichung ist. Aus Glei- 
i=1 


chung (13) erhalt man durch Multiplikation mit x’ die Funktion Feld- 
richtung minus Parabelrichtung: 


Pi 41(0, 2) =o’ eraes = — dvgrr! + cogmte+,., 


me fas (0) + 2h Gusa(0) + o-e 


Mathematische Annalen. 99. 
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Daraus ersieht man, da8 


@43=%q4,—1 ist, wenn »,,,—lL<a,+d 
oder 
@.4,=a, +4, wenn »¥,,,—1l2a,+d ist. 


Hieraus folgt nun, daB der niedrigste Exponent «,, (m>n) in V,, (u, x) 


entweder y, — 1 oder «+», —-y, ist. Also ist lim a, =o. 
m-> 2 


Fiir die Feldrichtung lings der Parabel 7,, erhalt man aus der ur- 
spriinglichen Differentialgleichung y’ = f(z, y) eine Reihe, die nach den 
Voraussetzungen innerhalb der Konvergenzkreise von P und Q konvergiert, 
bis ,, die Kurve Q(z, y)=0 schneidet. Diese Reihe stimmt aber nach 
dem Vorhergehenden mit 7,, in allen Gliedern iiberein, deren Exponenten 
kleiner als a, sind. Da nun lim a, =o ist, ist auch lim V,,(n,,2)= 0, 


p' (x)= im ‘in = in [f( 2, Me) — Pn (ms 2) ] 
= f(z, lim 9,,)— lim P (nq, #) = f(z, lim 9) = f(s p(x). 


Die Integralkurve y(x) wird also in diesem Fall durch eine Reihe S u; x” 
dargestellt, die so lange konvergiert, bis g(z) den Konvergenzbereich von 
P und Q verlaBt oder die Kurve Q(z, y) = 0 schneidet. 


Da wir wissen, da8 in allen Fallen lim»; oo ist, so folgt, daB 
iro 


immer, wenn eine Integralkurve g(x) einer analytischen Differentialglei- 
chung y’ = f(z, y) von einer Unbestimmtheitsstelle aus in eine Potenz- 
reihe entwickelbar ist, p(x) die Grenzlage der Naherungsparabeln y,, ist 
und da8 die dadurch erhaltene Reihe fiir (2) innerhalb des Konvergenz- 
bereiches von P und Q so lange konvergiert, als g’(x) endlich ist. 

Wie nun aus einfachen Beispielen hervorgeht, lassen sich aber nicht 
alle Integralkurven von der singularen Stelle aus in Potenzreihen entwickeln. 
Ich werde nun zeigen, daB diese Entwicklung nach steigenden Potenzen 
nur ein Spezialfall einer analytischen Darstellung ist, mit deren Hilfe 
man alle in die singulire Stelle einmiindenden Integralkurven einer ana- 
lytischen Differentialgleichung erfassen kann. Es wird sich ergeben, daB 
man fiir die Lésungen der Differentialgleichung (12) Reihenentwicklungen 
angeben kann. Damit ist eine Méglichkeit gegeben, alle Integralkurven 
darzustellen, mit Ausnahme derjenigen, bei denen das Kriimmungsma8 
Null oder Unendlich auftritt. Wendet man in diesem Fall die Trans- 


n—1 n—1 
formation y= Su,2%-+-u(x)a2" baw. y= Su,2%+ 1 ao an (vgl. 
t=1 ° i=1 : u(x) 


8. 249/250), so erhalt man fiir 5 eine Differentialgleichung von der Form(12). 
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In diesem Fall erhalt man die Integralkurve der (z,y)-Ebene in der 
= | : -1 

Parameterform z= R(u), y= Sue" + um bzw. S uj2% 4+ Lar, 
t=1 ¢«=1 


Zu diesem Zweck nehme ich zunachst an, daB in der Transformations- 
gleichung y= u,2"-+ u,z%-+...+(u(z)—wu,)2”= alle Exponenten 
rational seien. Ist dann go das gréBte gemeinschaftliche MaB der Zahlen 
(1,%,,---,%,), und setzt man = 2, so erhilt man in der Differential- 
gleichung (12) nur ganzzahlige Exponenten. Schreibt man der Einfachheit 
halber statt Z wieder x und statt u wieder y, so lautet diese Differential- 
gleichung: 

y’ — AW, ow — f(x, y)- 
Dabei ist f,(0)=0; f/(0)=c +0; m2>1. Ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit kann man annehmen, da8 f,(y)=cy ist; denn ist dies bei 
Zugrundelegung der Differentialgleichung (12) noch nicht der Fall, so tritt 
es jedenfalls bei der Differentialgleichung (13) ein. Die zu betrachtende 
Differentialgleichung hat demnach die Form: 
(14) y' — 24 SEH _ F(z, y). 


z™-! 


Betrachtet man nun einen Bereich 86: 0< x<Sa; |y|< 5b, in welchem 
f,(z, y) regular ist, so geniigt darin die —_— Ableitung = h ~? Un- 
: . er aa . ¢ of ss 
gleichung: os <M. Also ist in ®: & — 5 Fe Pive x. Fir 
die folgende Untersuchung miissen wir @ noch Fs die Ungleichung 

|e| 


a<oM einschranken. 


Um nun eine Thtegralkurve durch den singulaéren Punkt zu erhalten, 
nehme man, wie bei der Methode der sukzessiven Approximation, eine 
Naherungskurve 7,(z), etwa 7,(2)=0. Dann wird eine Integralkurve y 
dargestellt durch y = 7, + u; also: 











ni tu’ =f (2, +0) =f (2) + ug! (z, n+ Me, ™)+.. 


Um die zweite Naherungskurve 7, zu ces kénnte man den Zusatz u, 
bestimmen aus der Differentialgleichung: 


mn + uy =f(z,n,)+4, ile, ")- 


Entwickelt man aber sf (z,,) nach Potenzen von z und begniigt sich 


auch hier mit dem ersten Glied, so erhalt man zur Bestimmung von wu, 
die Differentialgleichung: 
17* 
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(15) us = f(z.) — + 4S ™) 


Da die erste Niherungskurve im Ursprung die x-Achse beriihrt, enthalt der 
Ausdruck y,(z) sicher den Faktor x. Nach (14) ist dann fir 0< 2<a 


\f(z,n,)—a/S i . Man kann demnach die Zahl a so klein wihlen, 


daB sie den obigen Bedingungen geniigt, und daB auBerdem fiir 0< x <a 
, b 
| f(z, ”;) eat, < _ 


Betrachtet man nun das Paar von Geraden | u, |= R so sieht man 





ist. 





aus Gleichung (15), daB auf diesen im Bereich 8 u{ dasselbe Vorzeichen 
hat wie u,c. Nun sind zwei Fille zu unterscheiden: 
































us 
\ Aur 
jar 
6 ay ~~ Mie te b 3 4 
pte fe! / (4%) 
a 4 
= —>z 
os _j@ ~. sa el a 
i * at we 3 i 
i a 2 t ers sie 
H 
i ! 
re } a ee ee ; 
Fig. 16. Fig. 17. 


1.c<0. Der Bereich | u,|< 3; 0 <2<a besitzt auf seinem Rand 


zwei Quellpunkte (Fig. 16). Es gibt nur eine Integralkurve u,(x), die in 
den Ursprung einmiindet. Die Zusatzfunktion u, (x) ist demnach eindeutig 
bestimmt. Fiir sie gilt in 8 die Abschatzung: 


| w, (2) | <5. 


2. ¢>0. Der obige Bereich ist frei von Randsingularitaten (Fig. 17). 
Alle Integralkurven durch den Rand des Bereiches laufen durch den Ur- 
sprung. Es gibt demnach unendlich viele Zusatzfunktionen, die man mit n, 
zusammennehmen kann. Dies stimmt iiberein mit dem Ergebnis der quali- 
tativen Untersuchung, da8 unendlich viele Integralkurven in die singulare 
; f positivist. 


Stelle einmiinden, wenn in der Umgebung des Ursprungs — 


%) Diese Methode hat auch Bendixson zur quantitativen Bestimmung der Inte- 
gralkurven angewandt. 
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Um eine Integralkurve eindeutig zu bestimmen, mu8 eine weitere Rand- 
bedingung angegeben werden. Will man z. B. die Integralkurve durch 


den Punkt (a, y,) (\y, l< 3)» so bestimme man u, so, daB die Naherungs- 


kurve 7, durch diesen Punkt hindurchgeht. Alle weiteren Zusatzfunk- 
tionen werden dann so bestimmt, da8 sie fiir =a verschwinden. (Hat 


aber die zu bestimmende Integralkurve mit der Strecke z =a, | y, | <7 


keinen Punkt gemeinsam, so kann man durch Verkleinerung von a immer 
erreichen, daB sie diese Strecke schneidet.) 


Ist nun 7, = 0, so ist im Bereich 8 Iml<>- Die zweite Zusatz- 
funktion u,(x) erhélt man nun aus der Differentialgleichung 
(16) uy = f(2 My) — 4 + Mee 
und der Bedingung u,(0)=0, wenn c< 0, 
bzw. u,(a)= 0, wenn c> 0 ist, 
Nun folgt aus Gleichung (15): 
m= 5 + Uy =f (2, 1) + 

Also: 

f(s My) — 05 =F (2s M) — f(s 1) — Hy = 


= (, — m) Se (2, 7; ) —%5=% (He, i) <3) 


, M b M b aM ble 
M2 m)— 96] S%4| sei Sg wi Sg oe < gam 


Aus Gleichung (16) folgt jetzt, daB fiir 0< 2<a auf dem Geradenpaar 
| u, | = 7 das Vorzeichen von u, iibereinstimmt mit dem Vorzeichen von c u,. 
Die Zusatzfunktion u,(z), die gemaiB den obigen Bedingungen bestimmt 
wird, geniigt also der Ungleichung | u,(z)| < Le Folglich ist 


8b 
| ny (%)| = |ng(z) +4 (z)| Sz, 
bleibt also fir 0< 2<a im Bereich 8. 
Wird das Verfahren fortgesetzt, so findet man, daB | ,| <5 ist. 


Denn ist dies der Fall fir alle i<n, 00 ist [teerl sae. Die 


Kurve 7, ,, verlauft also fiir 0 << 2<a im Bereich 8. Den Zusatz u, ,, 
erhalt man aus der Differentialgleichung 


Ua —_ f(x, "n+1) — Mn+1 + Uns = 
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Nun ist: 
nevi = 14 + us = f(z, ttn) + tne 


c 
m 


f(%, Minti) — Mars = F(%, Mnt1) — £(%s In) — Up 


C] 
= (Mes a Me) oo (2 Tin) — &,, = 
= u, (SE (z, tin) —_— *): 
y xz 
Da nun 7,,, und 7, im Bereich 8 verlaufen, verliuft darin auch 7j,; also 
gilt fir tie, i,) die frithere Abschitzung. Es ist also: 


if (2+ +1) — Meer Sl sor Soe sear < eS 





=o" m1 < gti am 
Also stimmt fir 0<2<a auf dem Geradenpaar I e1| = sor das 
Vorzeichen von w,,; tiberein mit dem Vorzeichen von cu,,,. Die 
Zusatzfunktion u,,,(z), die gema8 den vorgeschriebenen Bedingungen 
bestimmt wird, geniigt also der Ungleichung 
b 
| Un+s (z) | s ontl 


gat 
Daraus folgt, daB fir 0 <2<a die Folge »,, 7,,...,;,..- absolut und 
gleichmaBig gegen eine Grenzkurve » konvergiert. Diese Grenzkurve ist 
notwendigerweise Integralkurve, denn es ist 

lim u; = 0; 

ive 
folglich ist fir x > 0 

jim (f(z, 9)-—1j)=0, im f(z, 0,) = f(z, 9) = 9° = Jim, . 
AuBerdem geniigt die Funktion (2) nach der Art ihrer Entstehung den 
vorgeschriebenen Anfangsbedingungen. 

Es wird also hier eine Integralkurve einer analytischen Differential- 
gleichung mit einer Unbestimmtheitsstelle im Ursprung nach Lésungen 
linearer Differentialgleichungen entwickelt, fiir die der Ursprung ebenfalls 
eine Unbestimmtheitsstelle ist, aber weiterhin im allgemeinen auch eine 
wesentlich singulare Stelle fiir einen der Koeffizienten. Das #-te Glied 
geniigt der Differentialgleichung 


, c 
“=f (2 9,) — 4 +4, 


jew | fe 


u; =e? * (f(z. 0) — aide. 


also ist 
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Dabei ist bei dem Hauptintegral die obere Grenze x; die untere Grenze 
ist fiir alle ¢ gleich Null, wenn c< 0 ist. Sie ist fiir alle ¢>1 gleich a, 
wenn c> 0 ist; fiir ¢ 1 muB sie so gewahlt werden, daB die Kurve », 
durch den Punkt (a, y,) geht, dessen Integralkurve man bestimmen will. 


Demnach ist 
s z 


Jee . 

” —|Se ; 

n=e! eee (f(z, 0,) — 0,) az, wenn c < 0 ist, 
0 


und 


fae —fSa i 
» =, +e" ey S(f(z.n)—n)dze fir e>0. 


Hieraus sieht man ohne weiteres, daB im Spezialfall m=—1 und c< 0 
alle Naherungskurven 7, und damit auch y durch Potenzreihen darstell- 
bar sind. 

Bis jetzt wurde vorausgesetzt, daB die Exponenten ¥,, 7, ..., %, 
rational seien. Ich werde nun durch die Methode der sukzessiven Ap- 
proximation nachweisen, daB jede Integralkurve (x), die sich an eine 


Naherungsparabel y = Suz" mit irrationalem », anschmiegt, als Reihe 
i=1 
nach Potenzen von x¢ und x” (9 gemeinschaftliches Ma8 von 1, v,, ..., ,,_,) 
darstellbar ist. 
Die Existenz dieser Integralkurve ist in § 8 nachgewiesen. Wir wissen 
ferner, daB man von der zugehérigen Naherungsparabel beliebig viele 
Glieder bestimmen kann, und daB in ihrer Umgebung fiir 0 < <a die 


partielle Ableitung af der Ungleichung 32 < s geniigt. Man kann also 
eine Naherungsparabel y, finden, so da8 fir 0S rida 


| y (x) — |< 2*™ 
ist. Setzt man dann 
ni =f (zx, 1.) 
80 ist 
’ , a - 
e — 1 =f (2, e) — f (2,1) =(~ — 1) 36 (2, Yo)» 
le’ —n{| <2 = Maen, 


22M 
le—1,|s>- 








264 M. Frommer. 


Daraus folgt 
2M 
|e ah 0; | s 
Also 
jim(y —1,)=9, 
yp = lim »,. 


Wird also bei der Bestimmung der Niaherungsparabeln ein Exponent 
aus den Koeffizienten der urspriinglichen Differentialgleichung berechnet, 
so sind die entsprechenden Integralkurven in Reihen nach Potenzen von 
ze und z* (o rational, 4 irrational) entwickelbar. Der einfachste Fall 
dieser Art ist die Differentialgleichung (14) fiir m=1. Es ist also: 


(17) ‘= 24 f(a, y). 


Ist ¢ <0, so kann die Schmiegungsparabel der die x-Achse beriihrenden 
Integralkurve beliebig genau bestimmt werden. Die dabei auftretenden 
Exponenten sind ganzzahlig. Die vorhergehende Uberlegung zeigt, daB im 
vorliegenden Fall diese Integralkurve als Potenzreihe in x dargestellt 
werden kann (siehe auch S. 263). 

Ist ¢c>0 und nicht ganzzahlig, so kénnen die Naherungsparabeln 
ebenfalls beliebig genau bestimmt werden. Dabei wird man notwendiger- 
weise zum Sondertypus gefiihrt, bei dem ¢ als Exponent auftritt. In diesem 
Fall sind also die Integralkurven in Reihen nach Potenzen von x und x° 
entwickelbar. 

Ist ¢>0 und ganzzahlig, so ist es méglich, daB die Naherungs- 
parabeln beliebig genau bestimmt werden kénnen. Die Integralkurven 


sind dann als Potenzreihen in x darstellbar (y’ = Set*. y=cex*+ x*) ‘ 


Bei der Bestimmung der Naherungsparabeln kann man aber auch auf den 
Fall unendlichen Kriimmungsmafes gefiihrt werden. In diesem Fall sind 


die Integralkurven in der Parameterform darzustellen (y’ wet, 
: : 


z=ce*, y=iz'). 

Aus Beispielen ist ersichtlich, da es auch im Falle m > 1 vorkommen 
kann, da8 einzelne Integralkurven durch Potenzreihen darstellbar sind; 
dies sind jedoch nur Spezialfaille der in diesem Abschnitt hergeleiteten 
Darstellungsméglichkeit. 

DaB es vorkommen kann, da8 eine nach der Methode von § 8 be- 
stimmte Potenzreihe keine Integralkurve darstellt, zeigt das Beispiel 


y’' =*% =, Fiir alle Integralkurven mit Ausnahme der y-Achse erhilt 





xz? 


man als n-te Naherungskurve die Parabel y = S(é-1)! x. 
t=2 
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o a) 


Die Voraussetzung, daB P(z,y) und Q(2z,y) Potenzreihen sind, 
wurde nur zur Bestimmung der Exponenten der Potenzreihen gebraucht. 
Zum Konvergenzbeweis fiir das hier angegebene Approximationsverfahren 
geniigt es, vorauszusetzen, daB die Funktion f,(z, y) die Lipschitzsche 
Bedingung 





ie | fa(*, 2) — fa(%, ¥s)| S (Ye — 9.) M 
befriedigt. 
§ 10. 
Beispiele “*). 
1. Beispiel. 


— y+ O(z,y) ‘ 
y t+y+H(z,y)’ 


O(x,y) at H (x,y) 
oss lei*+io 223 lor +isi” 
Charakteristische Gleichung y*=0; der Bereich OAB (|t]<«, 0<2<0) 
hat im Punkte A einen Quellpunkt. 


ps 2” (1—v»)—v2?"-14 @-—y92" 1H 


=; %>1. 





ly — 7” @)- 
 hiamieg : xz” lg2z(x+2"+H) 
Mégliche Kriimmungsordnung fiir 1<»<r, nur y=1. Also 
“ea Ad 
g=mes; S~ ~steste 


Mégliches Kriimmungsma8: u = 0 (wie auch auf Seite 244 fiir diesen Fall 
gefolgert wurde). 

Nun begrenzen die Geradecn y=—ex, x=6 und die Parabel 
y =—2* einen Bereich oane Randsingularitaéten. Also gibt es unendlich 
viele Integralkurven von der Kriimmungsordnung 1 und dem Kriimmungs- 
ma8 Null. 

Um die Integralkurven zu erhalten, deren Kriimmungsordnung gréBer 
als r, ist, wende man die Transformation y=u(z)a’ an. Dadurch 
erhalt man 

u(l1—4r,) — ty u* atm? gHins® 
u’ = a" i 
z+uze?+H 
Nach § 5 gibt es nur eine Integralkurve, die im Bereich |u| <1 in die 
singulare Stelle (0,0) einmiindet. Also miindet in der (x, y)-Ebene im 





11) In den folgenden Beispielen beschrinken wir uns auf die qualitative Be- 
stimmung der Integralkurven. Ihre analytische Darstellung ist meist kompliziert und 
uniibersichtlich. 
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Bereich | y| < x% (Fig. 18) nur eine Integralkurve in den Ursprung ein. 
Wenn iiber 9 und H nicht mehr vorausgesetzt wird, kann man nur aus- 
sagen, da8 die Kriimmungsordnung dieser Integralkurve gréBer als r, ist. 
Sind aber 6 und H Potenzreihen, so 1a8t sich dieses Integral am Ursprung 
in eine Potenzreihe nach z entwickeln. 

2. Beispiel. 
y(y—=*) (y+2*) _ y*—2ty 

—z* —_ 





y= 


Charakteristische Gleichung ry*=0. Die y-Achse ist einfache, regulire 
ausgezeichnete Richtung, 

langs der nur eine Integral- AY 
kurve in den Ursprung 
einmiindet (§ 5) **). Die 
z- Achse ist dreifache, regu- 
lare ausgezeichnete Rich- 
tung. Der Bereich OAB 
(2>0) hat zwei Quell- 
punkte(Fig.19),derBereich ~~ 
OA’ B’ (x <0) ist frei von 
Randsingularitaten. 





ys” 








& 








Fig. 18. Fig. 19. 


z** —z4+y27° 
j= ve. 
—ax*lgz 


Mégliche Kriimmungsordnung » = 2. 


.. 
y=u(z)2*; a u(u tess 





Mégliche KriimmungsmaBe u=0,+1. Nach § 5 gehen durch den 
Punkt (0,0) der (z, u)-Ebene unendlich viele Integralkurven, durch die 
Punkte (0, +1) dagegen auBer der u-Achse je nur eine. Also sind die 
Parabeln y = + x* Schmiegungsparabel je einer Integralkurve, wahrend sich 
an die z-Achse unendlich viele anschmiegen, deren Kriimmungsordnung 
unendlich ist. Fiir <0 schmiegen sich dagegen je unendlich viele Inte- 
gralkurven an die Parabeln an. 


8) In Fig. 19 und einigen der folgenden Figuren ist versehentlich die y-Achse 
nicht als Integralkurve eingezeichnet worden. 
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3. Beispiel. 
2 6 

r—tye 
Charakteristische Gleichung zy*=(. Langs der y-Achse miindet nach 
§ 5 nur eine Integralkurve in die singulare Stelle ein. Die x-Achse ist 
zweifache, regulaére ausgezeichnete Richtung, die sowohl fiir z>0 als 
auch <9 von einem Bereich mit einem Quellpunkt umgeben wird. 
Durch § = — 2, 9 = — y geht die Differentialgleichung in sich iiber. Die 
Integralkurven sind demnach zentrisch-symmetrisch. Es geniigt also, ihre 
Gestalt fiir «> 0 zu untersuchen. 























oa 
AY 
Ay A 
A N 
NN ~ 
r satay N 
“ ~ 
8 35 Ms 
Fig. 20. Fig. 21. 
= ’ aty +ax6—yzStr 
y =2 > c= zit+rigez 
Mogliche Kriimmungsordnung » = 3. 
u*—38u+a 


3. ee 
y=uz'; u r= 


Nun sind drei Falle zu unterscheiden: 
a) a>?; u*—3u-+a ist definit. 
Es gibt keine Schmiegungsparabeln, folglich keine Integralkurven, die aus 
diesen Bereichen in den Ursprung einmiinden (Fig. 20). 


b) a<4; y(u, 0) =u*—3u-+a hat zwei Nullstellen uw, und u,. 


Es sei dabei SY (u,,0)>0; dann ist [¥(u,,0)<0. Also schmiegen 
sich unendlich viele Integralkurven an die Parabel y= u,2* an und nur 
eine an die Parabel y = u, z* (Fig. 21). 
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9 


ce) @=7; u?—Su+f—(u— $y. 


2 
Die Parabel y = re entspricht einer doppelten ausgezeichneten Richtung; 


also wende man die Transformation y = Sa + 2” an; dadurch erhalt man 


r_ (8—»)+2""% 
zgz 2 


Mégliche Kriimmungsordnung nur y= 3. Daher 


¥ 


3 , wu 
y=(s+u)z*; u! = —; 
AY moégliches Kriimmungsma8 nur 


u=0. Nun begrenzen die Parabeln 
y= é +6)2 und y= pe +2‘ 
mit der Geraden x = 6, einen Be- 
reich ohne Randsingularitaéten. Also 


gibt es unendlich viele Integral- 
x kurven, die sich an die Parabel 


y= 52 anschmiegen (Fig. 22). 
(Da diese Parabel selbst Lésung 
der Differentialgleichung ist, han- 
delt es sich hier um eine iniegrier- 
Fig. 22. bare Riccatische Gleich-ung.) 





4. Beispiel. 

2? 
_ 
Charakteristische Gleichung y= 0. Die x-Achse ist singulire ausgezeich- 
nete Richtung. Die sie umgebenden Bereiche zerfallen durch y = 0 fiir 
zx > 0 in zwei Bereiche mit je zwei Quellpunkten, fiir <0 in zwei Be- 
reiche mit je einem Quellpunkt. 


y= 





Z ,. s*—9n*""3 
y=2'; > 2?” Igx 
Mogliche Kriimmungsordnung » = +: 
8 
=u; Mass. i (x > 0) 
y=uz?; w=—- 


Mogliche KriimmungsmaBe u = + y2 : 
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w (+75, 0)=—38; 


also miindet lings jeder dieser Parabeln eine Integralkurve in die singulare 
Stelle ein. 


Nun ist 





Fiir x < 0 setze man §=— 2; »=y; dann ist 
’ ow 3 
, eae 5, n=ué . “= ut 


Es gibt also keine Schmiegungsparabeln fiir x < 0, also auch keine Inte- 
gralkurven, die aus diesem Bereich in die singulare Stelle einmiinden. 


5. Beispiel. 


eed ah Sa, 
y y 


Charakteristische Gleichung y*=0. Die 2-Achse ist singulare, ausgezeich- 
nete Richtung. Die sie umgebenden Bereiche zerfallen in je zwei Bereiche 
mit einem Quellpunkt. 


BN of an ee 
y ° 2?” Igz 
Mégliche Kriimmungsordnung » = 2. 
aaah: wo Stee 
. ux 


Da der Zahler definit ist, gibt es fir « >0 keine Schmiegungsparabeln ; 
also gibt es auch keine Integralkurven, die fiir x >0O in den Ursprung 
einmiinden. Fiir z < 0 verhilt es sich ebenso, da durch § =— 2, n= y 
die Gleichung in sich iibergeht. Das Beispiel zeigt, daB die Figur des 
Wirbels oder des Strudels nicht ein charakteristisches Merkmal fiir den 
definiten Typus ist, sondern dap sie auch beim nicht-definiten Typus 
auftreten kann. 
§. Beispiel. 

»__ —(y—2*) (y+2*) (2y—x*) (2y+2*) _ —4y*+5y*x*—a* 

zy zy ; 
Charakteristische Gleichung z y*=0. Nach § 5 miindet lings der y-Achse 
nur eine Integralkurve in die singulire Stelle ein. Die z-Achse ist singu- 
lare ausgezeichnete Richtung; sie wird umgeben von Bereichen, die durch 
y=0 in je zwei Teilbereiche mit einem Quellpunkt zerfallen (Fig. 23). 


y 





—4a*” 45 att?” _ 28 _ 28” 
y=2"; = sori 
a?***lge 





Mégliche Kriimmungsordnung » = 4. 
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,_ —1—4u*+5uzt— 4utz? 


4. 
= & u 
y 2; — 


Da (—1— 44") definit ist, gibt es fiir 2 >0 keine Schmiegungsparabeln. 
Fir +< 0 verhilt es sich ebenso. Also miinden lings der x-Achse keine 
Integralkurven in die singulire Stelle ein. 


‘ad 





2 1 AY \? 
q 





Fig. 28. 
7. Beispiel. 
om (y—2*+2*) (y—2*— 2°) a y*—22*y+2*—2° 
(y—2*) (y—2*+22°)(y—2*—22*)  y*§—Baty*+ Bary —2*—42%y+42°° 
Charakteristische Gleichung 
zy*=0(. Langs der y-Achse 
miindet nach § 5 nur eine 
Integralkurve in die singulare 
Stelle ein. Die z-Achse ist 
singulére ausgezeichnete Rich- 
tung. Die sie umgebenden Be- 
reiche zerfallen fir z>0O in 
zwei Bereiche mit je zwei 
Quellpunkten und zwei Be- 
reiche mit je einem Quellpunkt; 
fir x<0Q in zwei Bereiche 
- ohne Randsingularitéten und 
zwei Bereiche mit je einem 


Quellpunkt (Fig. 24). 





y 
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’ Zz atthe 


98s ae 
Im Zahler kommen als Exponenten, die am kleinsten werden kénnen, nur 
in Betracht die Exponenten 2¥, 2-+-» und 4. Sie sind. einander gleich 
fiir » = 2; also ist » 2 die einzige mégliche Kriimmungsordnung. 


u*—2u+1+2R, (z, u) 


y=ur*s w= x*(u®—3u*+8u—1)—2*(4u—4) * 





Mégliches Kriimmungsma8 also nur w=1. Nun entspricht aber die 
Parabel y = z* noch einer singularen ausgezeichneten Richtung. Also wende 
man die nachst héhere Transformation an: 





y=2"4+2"; = (2” +2*)(x”—2*) _ 2e+r2"-" ‘ 
2°” (x” + 22°) (x” —22*) Igz 2” Igzx 
Mégliche Kriimmungsordnung » = 3. 


, ,_ __ (#+1)(w—1) 8+8ee 
y=2*+uz'; “= ur"(ut2)(u—2) a 





Mégliches Kriimmungsma8 u=+1. Als Naherungsparabeln erhalt man 
also y, = 2z*+2* und y,=2*—2z*. Diese Parabeln entsprechen ein- 
fachen, regulaéren ausgezeichneten Richtungen. Nach § 5 miindet fiir 
x > 0 langs jeder Parabel eine Integralkurve in die singulare Stelle ein, 
dagegen fiir z <0 lings jeder Parabel unendlich viele. 


8. Beispiel. 
ee y2y*+2° AY 
ea 


Charakteristische Gleichung 
(¥2—1)ay*—0. Langs der 
y-Achse miindet nach §5 nur a ‘A 
eine Integralkurve in die sin- 
gulare Stelle ein. Die z-Achse 
ist singulire ausgezeichnete 
Richtung. Die sie umgeben- 
den Bereiche zerfallen fiir 
x>O0O in zwei Bereiche mit 
je einem Quellpunkt, fiir 
xz <0 in zwei Bereiche ohne 








Randsingularitaten (Fig. 25). Fig. 25. 
eo , (¥2—»)2**+2° 
y=2'; 7 = a®?t+1i9 2 . 


Mégliche Kriimmungsordnungen » =; und » = 72, weil 1< y2< . ist. 
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(RAw 


uz 


y=uz'; u’ = 


Daher Kriimmungsma8 





u=+t : 


da aber die Parabeln 





yet! 

/3-% 

selbst Integralkurven sind, sind es nach § 5 die einzigen Integralkurven 
von der Kriimmungsordnung = 





— = —— . 
ux?V¥2 +1 - 





3. x® x (4-2v2) 


y=uz u’ = 


Diese Differentialgleichung ist in jedem Punkt (0, w+) regular. Also 
gehért zu jedem wu eine Integralkurve. Es gibt also Integralkurven von 
der Kriimmungsordnung ¥2, und zwar so, daS zu jedem von Null ver- 
schiedenen Kriimmungsma8 u eine und nur eine Kurve gehdrt (vgl.S. 249). 
In diesen Fall sind saimtliche Integrale am Nullpunkt in Potenzreihen 
entwickelbar. 


(Eingegangen am 19. 12. 26.) 


Die parabolische Kurve. 


Beitrag zur Geometrie der Beriihrungstransformationen, der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung und der Flachenverbiegung. 


Von 
Stefan Cohn-Vossen in Géttingen. 


Uberblick. 


Unterwirft man eine stetig gekriimmte Flache (im reellen Euklidischen 
dreidimensionalen Raum) einer Legendre-Transformation, so ist das Bild 
ebenfalls stetig gekriimmt dort, wo die GauBsche Kriimmung des Originals 
nicht verschwindet; dagegen geben parabolische Punkte des Originals 
singulare Bildpunkte. Etwas Analoges erscheint bei simtlichen Berihrungs- 
transformationen, soweit sie nicht bloB erweiterte Punkttransformationen sind. 

In vorliegender Arbeit soll im ersten Teil der geometrische Grund 
dieser Singularitéten und einiges iiber ihr Aussehen ermittelt und in Formeln 
gebracht werden. 

Diese Formeln werden gestatten, umgekehrt gewisse Singularititen 
auf Flachen, die bei der Integration partieller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung durch besondere Anfangsstreifen auftreten miissen, mittels 
passender Beriihrungstransformationen zu regularisieren. Hierdurch wird 
der Cauchy-Kowalewskasche Existenzsatz und der Integralbegriff iiberhaupt 
ahnlich erweitert, wie man in der Funktionentheorie durch Regularisieren 
der Pole vom Begriff der reguléren Funktion zu dem der meromorphen 
fortschreitet. Diese Erérterung ist der zweite Teil der Arbeit. 

Im dritten Teil wird die Regularisierungsmethode benutzt, um etwas 
iiber die singuliren Rander auszusagen, die bei der Verbiegung krummer 
Flichen in der Regel auftreten (man denke zum Beispiel an die Riickkehr- 
kanten der abwickelbaren Flichen und die Rander und Kegelspitzen der 
explizit bekannten Flachen konstanter GauSscher Kriimmung). Es ergeben 
sich sowohl iiber das Auftreten als auch iiber die Gestalt dieser Rander 
einige anschauliche neue Satze. 

Mathematische Annalen. 99. 18 
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Um den Gedankengang nicht durch Nebenbetrachtungen aufzuhalten, 
sind die vorkommenden geometrischen und analytischen Gebilde immer als 
regular analytisch angenommen, soweit nichts anderes bemerkt ist. In 
Wirklichkeit gelten die aufzustellenden Sitze auch unter schwicheren 
Voraussetzungen. Dies wird aber im Verlauf der Arbeit nicht mehr jedes- 
mal erwahnt. 

Die Formeln sind meist zu Systemen zusammengefaBt, die in den 
zwei ersten Teilen mit (A), (B), ..., im dritten Teil mit (I), (II), ..., 
bezeichnet sind; die einzelnen Gleichungen der Systeme sind 1., 2., ... 
numeriert. 

In der Literatur scheint die hier behandelte Frage noch nicht gestellt 
worden zu sein. Riickkehrkanten spezieller Flachen sind unter ganz anderm 
Gesichtspunkt schon von Monge’) eingehend untersucht worden. 


Erster Teil. 
$1. 


Auf einer stetig gekriimmten Flache im dreidimensionalen Euklidischen 
Raum hei®en bekanntlich diejenigen Punkte parabolisch, in denen die 
GauBsche Kriimmung der Flache verschwindet. Wenn die Fliache Stellen 
sowohl positiver als auch negativer GauSscher Kriimmung hat, bilden die 
parabolischen Punkte der Flache gewéhnlich Kurvenziige, die parabolische 
Kurve der Flache. 

Zum Beispiel betrachte man die ringférmige Drehflache eines Kreises 
um eine in seiner Ebene liegende Gerade, die den Kreis nicht schneidet. 
Diese Fliche hat einen Bereich positiver und einen negativer GauBscher 
Kriimmung. Die Bereiche werden getrennt durch die beiden Breitenkreise, 
die der héchste und der tiefste Punkt bei der Drehung beschreiben (wenn 
die Achse als vertikal angenommen wird). Diese beiden Breitenkreise sind 
die parabolisehe Kurve der Ringfliche. Die Fliche hat also lings beiden 
parabolischen Kurvenziigen je eine und dieselbe Tangentialebene; oder nach 
Lie: Die parabolischen Streifen der Fliche sind eben. 

Es soll nun gezeigt werden, da8 diese Erscheinung weniger speziell 
ist, als es zunachst scheinen mag. Es gilt namlich der Satz: 

Ein parabolischer Streifen einer Fldche ist eben, wenn seine Kurve 
Enveloppe der Asymptotenlinien der Flache ist. 

Beweis. Jede Asymptotenlinie einer Fliche geniigt bekanntlich der 
Enneperschen Gleichung 


1 =k (+ = Torsion ), 


1) Application de l’analyse & la géometrie. 5. Aufl. 1850 von Liouville. 
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und nach ihrer Definition ist ihre Schmiegungsebene Tangentialebene der 
Fliche. Wie man sich leicht iiberzeugt, folgen beide Eigenschaften aus- 
schlieBlich daraus, daB die zweite Fundamentalform*) der Flache in der 
Asymptotenrichtung verschwindet. Daher gelten beide Eigenschaften auch 
fiir die parabolische Kurve, die als Enveloppe von Asymptotenlinien stets 


Asymptotenrichtung hat. Auf ihr ist aber definitionsgemi8 K—0; also 


+ —0, d.h. ihre Schmiegebene ist fest. Diese ist aber gleichzeitig Tan- 


gentialebene der Flache, womit alles bewiesen ist. 

Wenn das Netz der Asymptotenlinien einer Flache andererseits iiber- 
haupt eine Enveloppe hat, so ist diese eine parabolische Kurve der Flache. 
Denn die Asymptotenlinien sind durch die Gleichung Ldu* + 2Mdudv 
+ Ndv*=0 definiert, die etwaige Enveloppe erfiillt also L N— M*=0, 
die Gleichung der parabolischen Kurve. 

Trivial ist die Umkehrung des eben Bewiesenen: Jeder ebene Streifen 
einer Flache ist parabolisch, und seine Kurve ist Asymptotenlinie der 
Flache. 

§ 2. 

Der eben bewiesene Satz ist ein Einzelfall eines allgemeineren, der 
zur Theorie der Flachenkomplexe und Beriihrungstransformationen iiber- 
leitet. 

Sei irgendein hinreichend stetiges System von oo® Flachen, ein Flachen- 
komplex (S) gegeben, ferner irgendeine nicht zu (8) gehérige Flache F. 
Dann gibt es, wie aus einer einfachen Konstantenabzahlung folgt, zu jedem 
Punkt P auf F genau eine Komplexfliche 8,, die F in P beriihrt; die leicht 
iibersehbaren Ausnahmefille, die durch das Verschwinden gewisser Funk- 
tionaldeterminanten bedingt werden, braucht man fiir das folgende nicht 
zu_beriicksichtigen. 

Beim Ubergang von P zu einem Nachbarpunkt P’ wird die zu- 
gehérige Komplexfliche §, in eine Nachbarfliche Sj iibergehen, die ge- 
wohnlich von S, verschieden ist. Es kann aber sein, daB es eine Richtung 
d durch P gibt, so daB S, auch in dem zu d gehérenden Nachbar- 
punkt P; noch F beriihrt. In diesem Falle nennen wir im folgenden P 
einen parabolischen Punkt von F beziiglich (S), und nennen d die Csku- 
lationsrichtung in P.*) Die Verbindungslinie der beziiglich (8) para- 
bolischen Punkte von F nennen wir die parabolische Kurve von F be- 
ziiglich (8). 





*) Bezeichnungen wie bei Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I, 
Berlin 1921. 

%) Hierbei und im folgenden bleibt der Fall unerértert, daB d unbestimmt ist, 
daB also S, in mehr alg einer Richtung F in P oskuliert. 


18* 
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Die gewdhnliche parabolische Kurve ist in dieser Definition enthalten; 
sie bezieht sich auf den Komplex aller Ebenen. In der Tat sind para- 
bolisch im gewoéhnlichen Sinne diejenigen Punkte, deren Tangentialebene 
die Flache noch in einem Nachbarpunkte beriihrt. d ist dann Haupt- 
kriimmungs- und Haupttangentenrichtung; bekanntlich fallen beide Rich- 
tungen in parabolischen Punkten zusammen. 

Der Satz aus § 1 legt es daher nahe, auch bei den allgemeinen para- 
bolischen Kurven zu unterscheiden, ob sie in jedem Punkt die zugehérige 
Oskulationsrichtung haben oder nicht. 

In der Tat: Im zweiten Fall wird die oskulierende Komplexflache 
beim Fortschreiten lings der parabolischen Kurve sich andern. Im ersten 
Fall aber folgt unmittelbar aus der Definition der Oskulationsrichtung, 
daB die Fliche F lings der ganzen parabolischen Kurve von einer und 
derselben Komplexfliche S§, beriihrt wird. Anders ausgedriickt: der para- 
bolische Streifen gehért ganz zu (8). 

Offenbar gibt § 1 einen Sonderfall dieses Satzes. Als neues Beispiel 
wahlen wir fiir (S) den Komplex aller Kugeln vom Radius a. Die para- 
bolischen Punkte beziiglich dieses Komplexes sind die, in denen eine der 


Hauptkriimmungen gleich 0 ist. d@ ist die zur Kriimmung gehorige 
Hauptkriimmungsrichtung. Es gilt also der (aus der Theorie der Kanal- 
flichen bekannte) Satz: Ist lings einer Kriimmungslinie die zugehérige 
Hauptkriimmung fest gleich =, so liegt der Kriimmungsstreifen auf einer 
Kugel vom Radius a. 


§ 3. 

Irgendwelche hinreichend unabhangige dreiparametrige Darstellung 
des Komplexes (8) definiert — die Parameter als Punktkoordinaten eines 
neuen Raumes gedeutet — eine Abbiidung der Komplexflichen auf Punkte. 
Bekanntlich wird durch jede solche Abbildung eine Bertihrungstransjfor- 
mation erzeugt, nach folgendem Lie’schen Verfahren: x, y,z seien karte- 
sische Koordinaten des Ausgangsraumes, den wir im folgenden als ,,2- Raum“ 
bezeichnen; &, 4, ¢ seien geeignete Parameter von (S). (S) werde durch 
die Gleichung bestimmt: 


f(z, y,2; &,9,¢)=0. 


Bezeichnet man dann in der iiblichen Weise ein Flachenelement des 
2z-Raumes durch z, y,z; p,q, und faBt man analog §,,¢; a,x als 
Flichenelement eines ,é-Raumes“ auf, in dem £,7,¢ kartesische 
Punktkoordinaten sind, so transformieren sich die Elemente durch die 
Formeln: 
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f(z, y, 2; &, > ¢)=0, 
f, + Pf, =9, 
f, ee qf,=0, (4, — eet bao) | as.) 
fe + xf=9, 

5. f, + * fe = 0. 
Mittels dieser Transformation geht die Fliche F des z-Raumes in eine 
Flaiche ® des §-Raumes iiber. Zs zeigt sich nun, daB die beziiglich (8) 
parabolische Kurve | von F in eine singuldre Kurve 4 von ® iibergeht; 
singular insofern, als die zweiten Ableitungen von ® bei Annaherung an 4 
unendlich werden, wenn die Ausgangsfliche und die Berithrungstrans- 
formation selbst in der Umgebung von / sich regular verhilt; diese An- 
nahme wird im folgenden stets gemacht. 

Wir erértern nun — vorlaufig beweislos — das Zustandekommen 
jener Singularitét; wir betrachten dabei erst die Transformation von 
Streifen, dann die von Flachenstiicken; diese kann man ja aus Streifen 
aufbauen. 

Ein Punkt P im z-Raum durchlaufe irgendeinen Streifen 7. Eine 
zum Flachenkomplex gehérige BT.*) fiihrt 2 gewéhnlich in einen Streifen 4 
iiber, und dem laufenden Punkt P entspricht ein Punkt J7, der 4 durch- 
lauft. Sei etwa die Bogenlinge s von / als Parameter auf / und 4 
gewahlt. Sei do das Bogendifferential auf 4 und dr das Bogendifferential 
des GauBschen spharischen Bildes von 4. Dann ist 4 und : beschrankt 
und nicht gleichzeitig do=—0, dr=—0. Eine Unstetigkeit der ,,Streifen- 
kriimmung“ = auf 4 findet daher genau da statt, wo do=0, wo also 
IT stillsteht, wahrend P iauft. J7 bezeichnet aber definitionsgemaB die 
Komplexflache, die jeweils durch das Element P hindurchgeht. Der Still- 
stand von J7 bedeutet also, daB zwei oder mehrere benachbarte Elemente 
von | auf derselben Komplexflache liegen. 

Das Bild eines Streifens | mittels einer zum Flachenkomplex (8) 
gehérigen BT. wird da singular, wo | eine Komplexflache oskuliert. 

Bekannter als dieser Satz ist der Sonderfall, daB 7 im ganzen auf 
einer festen Komplexflache liegt. Dann wird / auf ein Biischel von Ele- 
menten abgebildet, die alle durch einen festen Punkt gehen, den Bild- 
punkt von P. 

Die so gefundenen Singularititen werden, wie man nach Analogie 
zum Verhalten ebener Kurven erwarten darf, in zwei Klassen zerfallen, 
je nachdem J/ in dem stationaéren Punkt seine Wegrichtung umkehrt oder 


*) Berihrungstransformation. 


(A) 





PP? 
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nicht; nur Singularitéten der ersten Art werden, grob ausgedriickt, mit 
bloBem Auge sichtbar und vom Charakter von Riickkehrpunkten sein, 
entsprechend der Neilschen Parabel y=? im Nullpunkt. Die Singulari- 
taten der zweiten Art kann man mit dem Verhalten der Parabel y = x! 
im Nullpunkt vergleichen, die dort unendlich groBe Kriimmung hat, aber 
qualitativ nicht von der gewéhnlichen Parabel y = x* verschieden ist. 

Es gilt nun, wenn man auch die Oskulationen héherer, allerdings 
endlicher Ordnung beriicksichtigt, der einfache Satz — im folgenden 
»Spitzenregel* genannt —, daB genau die Oskulationsstellen ungerader 
Ordnung des Streifens durch die BT. in Riickkehrspitzen verwandelt werden. 

Betrachten wir nun im z-Raum ein Flachenstiick F mit einem in 
bezug auf (S) parabolischen Punkt P. Die Oskulationsrichtung in P sei d, 
L der durch P laufende parabolische Kurvenzug; dann haben wir zunichst 
ein Paradoxon. Einmal geht durch das Bild JJ von P sicher eine L ab- 
bildende singulire Linie des Bildes ® von F. Man erwartet, daB alle 
auf ® liegenden durch [7 gehenden Streifen eine Singularitaét in J7 haben. 
Diese Streifen sind aber Bilder von Streifen auf F, die durch P gehen. 
Von diesen Streifen kénnen nun nach dem vorigen nur diejenigen singulare 
Bilder haben, die in P die Richtung d haben. Es muB also doch nicht- 
singulare Streifen auf ® durch J7 geben, und offenbar kommen dafiir nur 
solche Streifen in Betracht, deren Kurve die singulire Linie durch J? nicht 
schneidet, sondern beriihrt. 

In der Tat lést sich das Paradoxon durch den Satz (im folgenden 
»Drehsatz“ genannt): 

Alle von d verschiedenen Richtungen in F durch P werden auf eine 
und dieselbe Richtung in ® durch 11 abgebildet. 

Diese Richtung ist die Richtung der singuliren Linie von ®, wenn 
eine solche iiberhaupt auftritt und die Singularitét nicht in einer Kegel- 
spitze besteht; denn auBer in diesem Fall hat L nach § 2 eine von d ver- 
schiedene Richtung. 


§ 4. 

Die heuristischen Betrachtungen aus § 3 sollen nun formal bewiesen 
werden, wobei wir in der Regel von der Darstellung (A) der BT. ausgehen. 

Bekanntlich gibt es eine wichtige Gattung von BT., die sich dieser 
Darstellung entziehen; es sind diejenigen, die man nicht aus Flachen- 
komplexen, sondern aus Kurvenkomplexen gewinnt. Diese Gattung ist im 
folgenden auBer Acht gelassen. 

Seien z= 2(t),...,qg—= q(t) die Gleichungen eines Streifens / im 
x-Raum. Dann ist z= pi+qy (é on ae usw.). 





dt 
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Wir wollen die Gleichungen des transformierten Streifens 4 im 
&-Raum berechnen, insbesondere die Ableitungen £,%,¢,2,%. Hierzu 
miissen wir (A) nach? ableiten. Das gibt fiinf Gleichungen a ey a 
die in den zehn Ableitungen z,...,@; &,..., # homogen linear sind mit 
Koeffizienten, die von den 2 x 5 Shteneethoebelinsien ES ee 
abhangen. Da wir die BT. selbst an der betrachteten Stelle als nicht- 
ausgeartet annehmen, miissen die Gleichungen bei gegebenen 2, ¥, z, p, 7 
eindeutig nach é,..., % auflésbar sein. Eine Singularitat des Bildstreifens 4 
kann nach § 3 nur darin bestehen, daB sich § = 7 —¢ =0 ergibt (Still- 
stand von J7). 

Nun kommen aber x, x in den Gleichungen 1., 2., 3. gar nicht vor, 
daher mu8 sich aus diesen Gleichungen allein schon = —{=0 er- 
geben. Anders ausgedriickt: 1., 2., 3. miissen erfillt sein, wenn man bei 
der Differentiation der linken Seiten von 1.,2.,3. nach ¢ die &,,¢ als 
Konstanten betrachtet. Deuten wir diese Art der Differentiation durch 
Klammern {...} an, so haben wir die Gleichungen: 


1. {ff =O=f,2+f,9+f2=(+Phet+(t,t+of)y, 
(B) 2 {f+ pf} =9, 


(B) gibt das Kriterium dafiir, daB eine Stelle eines Streifens durch die 
BT. singular gemacht wird. (B) bedeutet aber nichts anderes, als da8 
der Streifen / im z-Raum im betrachteten Punkt die Komplexfliche 
f(x, y,2;&,,¢)=0 oskuliert in mindestens erster Ordnung. Die Osku- 
lation ist genau erster Ordnung, wenn nicht gleichzeitig auch noch 
{f.+ pf,}°=9, {f,+9f,}°=0; sonst ist sie mindestens zweiter Ord- 
nung. Im ersten Fall ergibt die doppelte Differentiation von (A) 1., 2.,3., 
wenn man nachher é = 7 = ¢ = 0 einsetzt, offenbar, daB nicht gleichzeitig 
—E=—iHj=—f=—0. Dagegen ist £=%j—f=—0 im zweiten Fall. Wie aus 
den Anfangsgriinden der Flaichentheorie bekannt, bedeutet die Aussage: 

»£=9=C=0; nicht gleichzeitig ~=—ij—f—=—0%, daB die Kurve 
& = &(t), 7 =(t),¢ = (t) im betrachteten Punkt eine Spitze hat. Da- 
mit ist die Spitzenregel fiir den einfachsten Fall bewiesen. Der Beweis 
fiir Oskulationen beliebig hoher Ordnung soll hier nicht ausgefiihrt werden; 
wenn man (A) 1.,2.,3. weiterdifferentiiert und das Verschwinden der 
niederen Ableitungen beachtet, gewinnt man leicht eine geeignete Rekursions- 
formel fiir den allgemeinen Fall. 

Wir betrachten nunmehr ein Flachenstiick F im x-Raum in einem 
Punkt P. Um das Vorige anwenden zu kénnen, denken wir uns das 
Stiick aus irgend oo’ Streifen aufgebaut, die in allen Richtungen durch 
das Element P laufen. 
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Fiir alle diese Streifen gelten in P die Streifenrelationen 


l. z= pt+qy, : 
(C) 2. p=ri+ey, 

8. d=st+ ty, 
wobei r, 8, ¢ die in der iiblichen Weise bezeichneten zweiten Ableitungen von z 
auf der Flache nach z, y sind. 

Auf der Bildflache ® von F miissen in Bild 7 von P die entsprechen- 
den Formeln gelten: 

1. f= ni+x9, 
(C’) 2. a= e§ +0%, 
3. e—ob +19. 

Um zu verfolgen, wie 0, 0,1 sich aus x, ¥y,2; p,q; 7,8, berechnen, 
gehen wir auf die fiinf Gleichungen (A) i., 2., 3., 4., 5. zuriick. Mittels (C) 
kann man z,p,qg aus jenen Gleichanges eliminieren. Dann sind die 
Koeffizienten von z, 9 linear abhingig von r,s,t; die Koeffizienten von 
&,...,% héangen nur von den Elementen J7, P ab, die Gleichungen miissen 


wegen des reguliren Verhaltens der Transformation in P, IJ nach é, .. 
auflésbar sein. Dies gibt ein Schema 


1. §=a,2+5,9, 


~~ 


2. n=a,%+ 5,9, 
(D) 8. $=aetdy, 
4. a=a,2+b, 9, 
5. x=a,%+b, 9. 


Die a,, b, (¢ = 1,...,5) hingen linear von r,s,t ab. Ist 


rad = A(r,8,t) +0, 








so lassen sich (D)1.,2. nach @, 9 auflésen: 
Die «, 8 sind gebrochene Funktionen von r,s, ¢ mit linearen Zahlern und 
dem Nenner 4, der in r,s8,¢ quadratisch ist. Die Gleichnngen (D) 4 
5. erhalten somit die Gestalt 

a = (a,a, + b,a,)& +{a, 8, +5, By) 9, 
% = (a, a, + b,a,)& + (a, B, + b, B,) 7. 
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Hieraus folgt aber (wegen der Willkiirlichkeit von 2,9, %, p,q bzw. von 
E, 9, ¢, p, %) mach (C’) 

1. a,¢,+b,a,= 0, 
(E) 2. a8, + 6,8, =a, a, + b,a,—<a, 

3. a, 8, + 6, p,=t. 
@,9,t sind also gebrochene Funktionen von r,s, ¢ mit dem quadratischen 
gemeinsamen Nenner 4 und quadratischen Zahlern; die in (E)2. enthaltene 
Gleichung zwischen den a, 6 muB identisch in r,s, ¢ gelten. Da® dies der 
Fall ist, liegt bekanntlich im Wesen jeder BT. 

Die Abbildung wird dann und nur dann singular, wenn 4=0. Wir 
miissen diese Gleichung als Oskulationsgleichung deuten. In der Tat be- 
sagen (D) 1. 2.im Falle 4=0: Es gibt in P eine Flachenrichtung 2, : y,, 
so dab j 

Mot b1% 0; hh Eu xé + nh = 0. 

G,%,+6,9=0; 7=0; 
Jeder Streifen der Flaiche, der in P die Richtung ¢,:y, hat, oskuliert 
also dort die durch das Element P gehende Komplexflache. P ist para- 
bolisch, die Oskulationsrichtung d ist durch ¢,:y, gegeben. Unsere An- 
nahme, da8 es nur eine Oskulationsrichtung in P gibt, besagt, daB in P nicht 
a, = b,=a,=b,=0; in der Tat wiirde nur dann @,: 9, unbestimmt werden. 

Ist ¢:9 + 4%,:9, in P, so ergeben (D) 1.2. nicht mehr & = 4 = 0; 
aber offenbar ist dann wegen 4=( das Verhiltnis é: 9 unabhingig von 
z,y. Damit ist der Drehsatz bewiesen: Alle Richtungen durch P, die 
von d verschieden sind, werden auf eine und dieselbe Richtung durch J7 
abgebildet; insbesondere ist diese die Richtung der singularen Linie durch J7, 
die ja als Bild der parabolischen Kurve 4 = 0 durch P nur auftritt, wenn 
diese Kurve in P nicht die Oskulationsrichtung d hat. 

Wie aus dem Friiheren klar ist, kann die singulare Linie durch J7 
entweder eine Riickkehrkante oder eine unsichtbare singulare Linie sein. 
Beispiele beider Typen erhalten wir, indem wir einerseits die Neilsche 
Parabel y = x!, andererseits die Parabel y= at durch Parallelverschie- 
bung aus ihren Ebenen heraus zu Zylinderflachen machen. 

Es zeigt sich nun, da8 der Fall der unsichtharen singuliren Linie 
dann und nur dann eintritt, wenn 4 =0 auf F Doppelkurve bzw. 2n- 
fache Kurve ist, d. h. wenn 4 zu beiden Seiten der Kurve 4=0 auf F 
gleiches Vorzeichen hat. 

Der Beweis soll hier nicht ausgefiihrt werden. Er beruht darauf, dab 
genau n-fache Oskulation von F mit der Komplexflache durch P statt- 
findet, wenn 4 in P genau von n-ter Ordnung verschwindet. 
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»im allgemeinen“ wird also die parabolische Kurve durch die BT. 
in eine Riickkehrkante verwandelt. AuBSerdem kénnen, abgesehen von 
Kegelspitzen und unsichtbaren singuliren Linien, noch kompliziertere Sin- 
gularitéten durch die BT. erzeugt werden, wenn die parabolische Kurve 
der Ausgangsfliche z. B. Doppelpunkte oder Spitzen hat (siehe § 12). 
Endlich treten isolierte singulare Punkte als Bilder isolierter parabolischer 
Punkte auf (§ 14). Da die Determinante 4 in der Umgebung einer iso- 
lierten Nullstelle nicht das Vorzeichen wechseln kann, sind isolierte Sin- 
gularitéten immer unsichtbar. 


§ 5. 

Im vorigen Abschnitt ist die Transformation der zweiten Ableitungen 
ihrem formalen Charakter nach erst sehr oberflichlich beschrieben worden. 

@,0,t sind gebrochene quadratische Funktionen von r,s,t. Da man 
auch r,s,¢ in derselben Weise aus 9, 0,1 erhalt, indem man é-Raum 
und x-Raum vertauscht, so mu8 die Transformation der zweiten Ablei- 
tungen eine Cremonatransformation sein. 

Die genauere Betrachtung zeigt nun, da8 diese Cremonatransformation 


von folgendem einfachen Charakter ist: Man setze r= “1, s= “2, $= “ ; 
5 5 5 


fr. 0. : 
rt —e° =; analog e= tom F r= 2, er— ata, so daB in den 
6 5 <5 5 


r;, 0; die Relationen gelten: 


a ? 2 ai 
1,1, —T; —1,7,=0; 0; 03 — Og — 0,0, = YU. 


Dann erhalien die Transformationsgleichungen der zweiten Ablettungen 
den Charakter homogener linearer Transformationen in den r,, 0;: 


5 
(@) = Sete, (@=1,...,5); 
k=1 


|e |+ 0 an allen reguléren Stellen der BT. 


Dieses Resultat ist von Engel und seinem Schiiler Spitz®) gewonnen 
worden. Man kann es offenbar durch Ausfiihrung der in § 4 angedeuteten 
Rechnungen bestiitigen. Der eigentliche Grund dafiir wird vielleicht aus 
der folgenden geometrischen Deutung klarer. 


z,9, Pp, q seien irgendwelche projektiven homogenen Koordinaten eines 
dreidimensionalen Raumes (R); £, i, x, * entsprechende Koordinaten eines - 
andern Raumes(P). Die BT. bestimmt (fiirz = p#+qy, 6=2§+ 7%) 
mittels (A) 2.,3.,4.,5. eine projektive Abbildung (R)—+(P). Eine Ge- 








®) Engel, Die héheren Differentialquotienten, Leipz. Ber. 1894 u. 1902. Spitz, Zur 
Theorie der Elemente héherer Ordnung in der Ebene und im Raum, Diss. Greifswald 1912. 
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rade (r) in (R) kann stets durch zwei Gleichungen folgender Gestalt 
gegeben werden: 
1p —1,%—1,y=0, 
1,9 —%¢%—1,9 =0. 
Bestimmt man ein r, durch die Gleichung 
1,1; — 7% — 1,7, = 0, 


so erkennt man leicht, daB die r,,1r,, 73, 73, 1,, 1%, Kleinsche Linienkoordt- 
naten der Geraden (r) sind; d.h. bei der Abbildung (R)—-(P) geht (r) 
in eine Gerade (g@) iiber, die durch die Gleichungen 


0,%— 0,-0.9 =0, 

0, * — 035 — 0,9=0 
gegeben wird, wobe: die 0, sich homogen linear aus den 1; transformieren; 
wenn man noch g, durch die Gleichung einfihrt, . 


0, Os — 0, 0, — 0,0, = 9, 
so driickt sich auch go, durch die r; linear aus, desgl. umgekehrt die r; 
durch 
O1> Ox» Oar Qs» Q4> Qs: 


Eine homogene lineare Gleichung zwischen den r, bestimmt einen 
linearen Geradenkomplex in (R). Ein solcher wird durch (R)—(P) auf 
einen linearen Geradenkomplex in (P) abgebildet. Bringt man das in Zu- 
sammenhang mit der Bedeutung der Z,..., g; é,...,% im 2-Raum und 
im §-Raum, so kann man sagen: 


I. Einem System zweiter Ableitungen r,s,¢ im x-Raum entspricht 
im (R)-Raum eine Gerade (r) des Komplexes r,—=r, mittels der Glei- 
chungen 
" T; "3 . 


r. 
8s SS -,—>? =; rt—s?*=—. 
‘s Ts; Ts; ‘5 ‘5 


II. Jede projektive Abbildung (R)-—+(P), die einer BT. entspricht, 
fiihrt den Komplex r,= 1} in den Komplex 9,= , tiber, und der aus 
(r) transformierten Geraden (og) entspricht dabei das aus r,s,¢ trans- 
formierte System zweiter Ableitungen 9,0,t im &-Raum mittels der 
Gleichungen 


“7 


o=— =, om f= S, c=—_8. ot—ot?= &. 


Qs Qs Qs Os 


Damit ist der formale Charakter der BT. in den zweiten Ableitungen, 
insbesondere der Sinn des Systems (G), soweit aufgeklart, wie im folgen- 
den erforderlich. 
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Offenbar muB sich die Gleichung 4 = 0 aus § 4, die die singular werden- 
den Elemente des z-Raumes gibt, in die Form 9, = 0 bringen lassen. 
Wenn die BT. keine erweiterte Punkttransformation ist, mu8 4=0 auch 
nichtsingulare Elemente (r, + 0) des z-Raumes enthalten; wie aus §§ 3, 4 
und dem vorigen hervorgeht, ist 4 = 0 eine Monge-Ampéresche Gleichung 
im z-Raum. Nur fir erweiterte Punkttransformationen kann also das 
System (G) die Gleichung 9,= 1, enthalten; fiir erweiterte Punkttrans- 
formationen mu8 diese Gleichung aber auch wirklich gelten, weil durch 
eine Punkttransformation, soweit sie nicht ausgeartet ist, stetig gekriimmte 
Flachen in stetig gekriimmte Flachen iibergehen. 

Daraus, daB rt—s* mit r,s, ¢ gleichberechtigt in den Transforma- 
tionsgleichungen auftritt, folgt, daB rt — s* in der Nahe der hier behan- 
delten Singularitéten schwicher unendlich wird, als ein allgemeiner in 
r,8,¢t quadratischer Ausdruck; nimlich von gleicher Ordnung wie ein in 
r,8,t linearer Ausdruck. 

Zum SchluB seien der Deutlichkeit halber die Hauptformeln der 
vorigen Paragraphen noch einmal fiir den besonders einfachen Fall der 
Legendre-Transformation aufgestellt, die im folgenden hauptsichlich ange- 
wandt wird. 
f(z,y,2;€,9,0)=2+0—x2i—yn=0; 
—E+p=0; 

—yn+q=0; 
—z+a=0; 
—ytx=0; 
t—pi—qy+f—néi—x9=0; 
—§+p=0; 
—1+q=0; 
—z+a=0; 
—y+x=—0. 


(Ay) 


EY rrr FP RPP 


(B,) 2. p=0; 


P=rét+ey; 4=rt—s?; 
H= 8i+ty; : “>e: p 





(Dy) 


E=(ertys)e+(zetyty, ~~ 8 e~a—#™ 
x =z, 


x= 9; 


Fr PPS 


. ex oy 
hag ~ aap tae 
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(E,) nao sito wean 


rt—s*’ rt—<s*’ rt—s** 


O,= 1s, 

Os = — 1%, 
(G,) Cs= 7, 

Qa=7s> 


0, = %- 


Zweiter Teil. 


§ 6. 

Wir benutzen die Ergebnisse des ersten Teils, um das Cauchysche 
Problem der Integration partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
in solchen Fallen in einem erweiterten Sinne zu lésen, in denen man es 
bisher als unlésbar bezeichnete, und in denen es auch im gewdhnlichen 
Sinne unlésbar bleibt. 


Es sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
O(E, > C3 7m, %; 0,9,t)= 0 

vorgelegt, sowie ein analytischer*) Streifen erster Ordnung /: 
F=E(t), n=n(t), CHC(t), a=a(t), x— x(t); Ca né+x9. 
Es soll eine Integralfliche ¢ = ¢(£, 7) der DFGL.’) durch den gegebenen 
Streifen gelegt werden; darin besteht bekanntlich das Cauchysche Problem. 
Die drei partiellen Ableitungen 0, 6, t haben auf dem Streifen den drei 
Gleichungen zu geniigen: 

1. @=0, 
(H) 2. t— ot --o7=0, 

3. x —o&f —tH=—0. 
Drei Gleichungen mit drei Unbekannten kénnen 1. abzahlbar viele, 2. kon- 
tinuierlich unendlich viele, 3. gar keine Lésungen haben. Tritt in(H) der 
erste Fall ein, so hat bekanntlich das Cauchy-Problem so viele Lésungen, 
wie (H) Lésungssysteme 9,0,1 hat; zu jedem dieser Lésungssysteme 
gehért genau ein Integral, das in 4 die betreffenden 0, 0, t aufweist. 
Im zweiten Fall ist 4 charakteristischer Streifen der DFGL., und die 


Lésung ist nur bis auf eine willkiirliche Funktion einer Veranderlichen 
bestimmt. 


*) Zu dieser Annahme vgl. die Einleitung. 
") Der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 











286 St. Cohn-Vossen. 


Im dritten Fall hat das Problem keine Lésung im gewéhnlichen Sinn. 
Diesen Fall wollen wir nun mittels der Ergebnisse des ersten Teils auf 
den ersten Fall zuriickfiihren. 


Ersetzt man nimlich 9, 0,1 gemaB §5 durch 9,,...,0,, so trans- 
formiert sich ®(f,...,%; 9,0, t) =O in eine in den 9; homogene Gleichung 
P(E, sees 03> Oz, Og, O4> 0; ) — 0, 
und das Cauchy-Problem wird nunmehr durch die vier homogenen Glei- 

chungen gegeben: 
1. P=90, 
2. 0,93 — o} — 0, = 0, 
3. 0, % cnt 0,€ ae Qs” =0, 
4. 0,% —0,&— 0,9 =0. 
Vier homogene Gleichungen mit fiinf Unbekannten haben immer Lésungs- 
systeme, in denen nicht alle Unbekannten verschwinden. In den beiden 
ersten Fallen von (H) hat (J) Lésungen mit 9, +0; im dritten Fall ist 
offenbar stets 0, = 0. *). 

Angenommen nun, wir haben eine BT. 


(J) 


E—-2z, 


so da8 auf dem aus / transformierten Streifen / das aus (J) transformierte 
System (J’) eine Lésung mit r,+0 hat*). Dann kann man zur gewohn- 
lichen inhomogenen Form (H’) von (J’) iibergehen, indem man durch rf, 
(bzw. durch eine Potenz von r,) iiberall dividiert und r, eliminiert. 
(H’) verwirklicht also nicht mehr den dritten, sondern den ersten oder 
zweiten Fall des transformierten Cauchy-Problems. Offenbar kann aber 


*) Wegen des nichtlinearen Charakters von (J) 2. ist folgende Fehlerquelle zu 
vermeiden: 9,=0 lést meistens (J) auch in solchen Fallen, wo 0, + 0 die allein sinn- 
vollen Lésungen liefert. In der Tat sind (J) 2., 3., 4. erfillt durch 9,=0; o,=7%?, 
o,=—&%, o,=&*. Wenn in (J) 1. explizit », vorkommt, kann man jene Werte 
VON 0,, Og, 03, @; in (J) 1. eintragen und (J) 1. durch passende Wahl von 9, erfiillen. 

Dieses System ist aber fiir das Folgende unbiauchbar, weil es, wie man am Bei- 
spiel der Legendre-Transformation leicht sieht, nicht invariant gegen BT. ist; das 
transformierte System wird die aus (J) transformierten Gleichungen im allgemeinen 
nicht lésen. Etwas Invariantes erhilt man erst, wenn man zu (J) noch die Gleichungen 


5. 04 & —0,% + 0% =0, 

6. 0697 +0,%—0,% =0 
hinzunimmt, die tiir 9, +0 aus (J) 2., 3., 4. folgen, fiir 0,= 0 aber nicht; die Deutung 
der o; als Linienkoordinaten klart diese Erscheinung auf und zeigt auch, warum man 


zur Ergainzung von (J) gerade Gleichungen von der Form 5., 6. braucht. 
*) Bezeichnungen x,...,q; 7, 8, ¢; %,,...,7, Wie im ersten Teil. 
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nur der erste Fall verwirklicht sein. Denn der zweite, der die charak- 
teristischen Streifen kennzeichnet, ist gegen BT. bekanntlich invariant. 
Da er in (H) nicht eintrat, kann er auch in(H’) nicht eintreten. Zu (H’) 
gehéren also abzahlbar viele Integrale z = z,(z, y). Indem wir nun durch 
die zu +2 inverse BT. 2—+€é wieder in den urspriinglichen §-Raum 
zuriickkehren, verwandeln wir die Flachen z=z,(z,y) in Flachen 
¢=C,(&,). Diese Flaichen erfiillen die urspriingliche DFGL. ®=0 
und gehen durch den urspriinglichen Streifen 2. Wir bezeichnen sie daher 
als die Lésungen des gegebenen Cauchy-Problems; von der BT. E—=2x 
sagen wir, sie ,regularisiert* das Problem. 

Damit hatten wir den dritten Fall des Cauchy-Problems in dem Sinne 
gelést, daB wir durch den Streifen eine Integralflache legen kénnen, die 
dort singular wird nach Art des in §§ 3, 4 Besprochenen. Dabei bleiben 
aber noch drei Fragen, von denen in diesem Abschnitt nur die beiden 
ersten gestellt und beantwortet werden sollen. 

1. Ist die Methode immer anwendbar? D.h. gibt es im dritten Fall 
des Cauchy-Problems immer regularisierende BT.? 

2. Ist die Methode eindeutig? D.h. ist das Integral, das durch irgend- 
eine Regularisierung gewonnen wurde, unabhangig von der zu dieser Re- 
gularisierung benutzten BT. ? 

Beide Fragen sind zu bejahen. 

Um im allgemeinen dritten Fall eine regularisierende BT. in einfacher 
Weise zu finden, versuche man zunichst, durch Legendre-Transformationen 
zu regularisieren; nach (G,), §5 gelingt das nur dann nicht, wenn aus 
(J) nicht nur 9, = 0, sondern auch oe, = 0 folgt. In diesem Fall gibt es 
aber sicher irgendeine lineare Kombination a, 0, + 2a,0,-+ 4,0, mit kon- 
stanten reellen «,, @,, @, die lings eines beliebig groBen Stiickes von 4 
nicht verschwindet. Macht man nun die Punkttransformation § — £: 


E=§, f=, $=0+f8—aint sn’, 

so erhalt man fiir die Ableitungen : 

A=A+OE—a,n, H*=x—O,+ 4,7; 

6=o+a,, G=o-—a,, t=1t+4a,. 
drei letzten Gleichungen geben in homogener Schreibung (weil nach 
0, = 05): 
9, =O: 4505, O2=O2—% 0,5, 03 = 03 + % 053 

Oy = 04 + 10, + 2G, Og + Oy Og + (a, Hy — Hy) O, - 
Fiir das transformierte Cauchy-Problem im £-Raum ist auf 4, dem Bild 


A, wegen 0,=0,=0: 0,=«,0,+ 20,0, -+0,0,+0. Man kann 


Di 


= 
@ 


a 
ur 











288 St. Cohn-Vossen. 


also dieses (wegen $, = 0, natiirlich noch singulare) Cauchy-Problem nun- 
mehr durch Legendre-Transformation (£ —> x) regularisieren. 

Die aus §—- £, +x zusammengesetzte Transformation ¢— z ist 
offenbar eine BT.; sie regularisiert das gegebene Problem. 

Man erkennt dabei, daB jedes Cauchy-Problem dritter Art sogar durch 
»fast jede* BT. regularisiert wird. 

Um die zweite — scheinbar schwerere — Frage zu bejahen, geniigt 
eine einfache Betrachtung von (J). Alle Integrale, die mittels beliebiger 
Regularisierung durch 4 gelegt sind, erfiillen (J) in 4 mit 09, =0; das 
System der iibrigen o, ist durch (J) auf einen festen Vorrat beschrinkt, 
der nichts mit Regularisierung zu tun hat. Sei (o) ein System aus diesem 
Vorrat. J,,J, seien zwei durch verschiedene Regularisierungen gewonnene 
Integrale, deren homogene zweite Ableitungen in 4 beide die Werte (Q) 
haben. Dann ist zu zeigen, da8 J, mit J, identisch ist; das ist aber 
klar; denn eine beliebige Regularisierung fiihrt (9) auf dem Bilde 7 von 
4 in ein — von J,,J, vollig unabhiangiges — System (r) mit r, + 0 
iiber; J,, J, gehen iiber in zwei Integralflachen einer und derselben DFGL. 
durch einen und denselben Streifen 7 und haben in / dieselben endlichen 
zweiten Ableitungen r,s,¢. Wie oben bewiesen, ist / nicht charakteristisch. 
Nach dem Eindeutigkeitssatz von Cauchy-Kowalewska ist daher J, mit J, 
identisch, w. z. b. w. 


§ 7. 


Der Leser erprobe die 1m vorigen gegebene Methode an der einfachen 
DFGL. o=0. Als Streifen dritter Art ergeben sich nur Streifen 4, auf 
denen §=0, a2+0, oder j= 0, «+0. Man kann durch Legendre- 
Transformation regularisieren. Aber man erhalt dadurch im &-Raum gar 
keine Flache, sondern einen (nach Lie) ,,ausgearteten Elementverein“, der 
ganz auf der Kurve des Streifens 4 liegt. Man erkennt leicht, daB auch 
fiir solche ausgearteten Integrale der in § 6 bewiesene Satz gilt, daB sie 
unabhangig von der Art der Regularisierung herauskommen. 

Die in § 6 angekiindigte dritte Frage ist nun: Wann artet der dritte 
Fall aus? D.h. welche Streifen dritter Art geben ausgeartete Element- 
vereine als Integrale ? 


Sei 4 die Tragerkurve eines solchen ausgearteten Integrals; es enthilt 
nur Streifen, die auf 4 liegen. Alle diese Streifen miissen nun zweiter 
oder dritter Art sein. Denn zu einem Streifen erster Art wiirde nicht das 
ausgeartete Integral, sondern eine gewéhnliche, durch den Streifen regular 
hindurchgehende Integralfliche gehéren; auch zweiter Art kénnen nicht 
alle Streifen des Integrals sein, sondern offenbar sind ,,fast alle“ dritter Art. 
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i 


Nehmen wir umgekehrt an, ein Streifen dritter Art gehére zu einer 
Schar + von Streifen auf der Kurve 4, die ebenfalls dritter Art sind. 
Jede regularisierende BT. §—+2 fiihrt S in eine Flache S iiber; man 
erkennt nun leicht, daB S der transformierten DFGL. geniigt; denn dritter 
Art ist ein Streifen auf der Kurve 4 offenbar genau dann, wenn wir in 
(J) die gegebene DFGL. (J)1. durch die Gleichung 0, = 0 ersetzen kénnen. 
Die Bildflache S von = erfiillt die aus 0, = 0 transformierte DFGL. Also 
auch die aus (J) 1. transformierte. 

Dafiir, daB ein Streifen dritter Art ein ausgeartetes Integral ergibt, 
ist notwendig und hinreichend, daB er zu einem Biischel von Streifen 
dritter Art gehért, die mit thm auf derselben Trdgerkurve liegen. 


§ 8. 

Im nicht-ausgearteten dritten Fall liefert die Methode von § 6 eine 
Parameterdarstellung des Integrals, die den Namen ,,Regularisierung* erst 
rechtfertigt. Das in A singulare Integral ¢=(¢(&,) geht durch §—2 
ja tiber in eine Flache z=2z(z,y), die in der Nahe des Bildes von 4 
regular ist. Die BT. §-—-2 liefert nun &,7,¢ allgemein als regulire 
Funktionen von z, y,2, p,q; setzt man hier z=—2(z,y), p= 92 (2,9) 


ox 
= ad y) ein, so ergeben sich drei Gleichungen =, (x, y), n=, (x,y), 


C = p, (x, y), mit reguliren p,(z, y), ~.(2, ¥), g(x; y); diese Gleichungen 
stellen offenbar die Fliche ¢=¢(&,7) dar, bezogen auf z, y als Para- 
meter. Hierdurch wird es erleichtert, die Fliche ¢=¢(&, 7) in der Nahe 
des singuliren Streifens zu diskutieren, insbesondere den Verlauf der Cha- 
rakteristiken zu verfolgen. 

Dieses und weitere allgemeine Erscheinungen, die mit der Regulari- 
sierung zusammenhingen, meist Anwendungen des Drehsatzes und der 
Spitzenregel aus §§ 3, 4, sollen erst im folgenden Teil am konkreten Fall 
der Biegungsgleichung zur Sprache kommen; die systematische Reihenfolge 
wird dadurch verwischt, dafiir das Verstindnis hoffentlich erleichtert. 

Die Diskussion des allgemeinen Falls soll hier abgebrochen werden, 
um die Arbeit nicht mit abstrakten Einzelfragen zu iiberladen. Folgendes 
wire naturgemaB anzuschlieBen: 

1. Behandlung der Kegelspitzen als singulirer Vorgaben. 

2. Betrachtung singulirer Charakteristiken’®). 

3. Einteilung der DFGL. nach dem Verhalten ihrer Streifen dritter 
Art. (Z. B. liefert jeder Streifen dritter Art ausgeartete Integrale bei 





10) Man erkennt leicht, daB 9,=0 auch auf Streifen zweiter Art, d. h. auf charakte- 
ristischen Streifen, erfiillbar ist, aber natiirlich noch keine Integralfliche eindeutig be- 
stimmt. 

Mathematische Annalen. 99. 19 
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allen DFGL. der Form: «, 09+ a,0+,1-+a,=0, wo a,,a,,@, nicht 
von a,x abhingen; dazu gehért das Beispiel o = 0 aus § 7.) 

4. Veraligemeinerung des Vorstehenden auf Differentialgleichungen 
héherer als zweiter Ordnung; 9, = 0 ist dabei als Vorgabe auf dem Anjangs- 
streifen (zweiter oder héherer Ordnung) aufzufassen; das nichstliegende, 
bei endlichen zweiten Ableitungen erst die dritten oder héheren unendlich 
werden zu lassen, st68t auf Schwierigkeiten; denn nach einem bekannten 
Satz von Backlund") gibt es die verallgemeinerten BT. nicht, die dieses 
Problem regularisieren wiirden. 


Dritter Teil. 
§ 9. 

Eine Fiache kann ,,in sich“ regular sein, d. h. ein regulires, beliebig 
fortsetzbares Linienelement haben, und kann doch als Gebilde im Raum 
Singularitéten aufweisen. Die Kegel und Torsen sind die einfachsten Bei- 
spiele dafiir. Als weitere Beispiele sind alle Dreh- und Schraubflachen 
konstanter GauSscher Kriimmung — auBer den Kugeln — zu nennen, die 
z. B. Darboux**) ausfiihrlich beschreibt. 

Nach den Ergebnissen des Friiheren kénnen wir jetzt das Auftreten 
und Aussehen singulérer Rinder auf reellen Flaichen regularen Linien- 
elements allgemein erértern. Dabei werden wir Siatze erhalten, die selbst 
fiir den Sonderfall der Torsen und jener Dreh- und Schraubflaichen ver- 
mutlich neu sind, aber viel mehr umfassen als diesen. Wir beschranken 
uns auf die einfachsten Fragen, insbesondere bleibt der Fall der Kegel- 
spitzen bis auf einen kurzen Hinweis (§ 13) auBer Betracht. 

Bekanntlich**) wird das Biegungsproblem, genauer das Problem, eine 
Flache des gegebenen Linienelements ds* im Euklidischen Raum (£2) (é, n, ¢) 
zu finden, nicht in der in &, 7, ¢ symmetrischen Form behandelt, in der 
es sich zuerst darbietet; sondern man bestimmt zunichst eine Koordinate, 
z. B. ¢ als Integral ¢=¢(u,v) einer DFGL. vom Monge-Ampéreschen 
Typ, inbezug auf die unabhingigen Veranderlichen u,v, die irgendwelche 
regularen Parameter des Linienelements sind. Dadurch ist die gesuchte 
Flaiche bis auf Bewegungen in der (£, 7)-Ebene schon bestimmt, und die 
Berechnung der beiden Koordinaten = §(u,v), » = (u,v) erfordert nur 
noch die Integration gewohnlicher Differentialgleichungen. 

Das Cauchy-Problem in ¢(u,v) ist zunachst ohne geometrische Be- 
deutung, weil abhingig von der Wahl von u,v. Es ist aber folgendem 


11) Math. Annalen 9, 8. 297. ° 
18) Théorie des Surfaces 1, 1. Buch, Kap 9. 
13) Zum folgenden Bericht vgl. Darboux, loc. cit. 3, 7. Buch, Kap. 5. 
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geometrischen Problem fquivalent: In ds* sei eine Kurve i gegeben"), 
und in (EB) eine Raumkurve L. Durch L ist eine Flache F des Linien- 
elements ds* zu legen, so daB L, in F gemessen, mit i tibereinstimmt'’). 
Die drei Fille des Cauchy-Problems (§ 6) entsprechen dabei folgendem: 
1. Fall. Die Kriimmung von L und die geoditische Kriimmung von 4 
in ds* sind in entsprechenden Punkten verschieden. Es gibt genau zwei 
Flachen der verlangten Art. 
2. Fall. 
8. Fall. 


2. Fall. Die Torsion — auf Z und die Gaufsche Kriimmung K von 
ds* auf 4 erfiillen in entsprechenden Punkten die Ennepersche Gleichung 


\ Diese Kriimmungen sind gleich. 


5 +K=0. 
L ist Asymptotenlinie auf F, F ist bei festem ZL noch verbiegbar. 
3. Fall. Die Ennepersche Gleichung gilt nicht. 
Eine allgemeinere Erscheinung wird sein, daB auf der Vorgabe (A, L) 


Bégen erster Art mit Punkten dritter oder zweiter Art abwechseln. Dar- 
auf wird in § 14 eingegangen. Zunichst untersuchen wir den dritten Fall. 


§ 10. 


In diesem Abschnitt wird die Biegungsgleichung aufgestellt, das geo- 
metrische (4, L)-Problem auf die iibliche Form des Cauchy-Problems ge- 
bracht, dessen dritter Fall aufgesucht, und festgestellt, wann er ausartet. 

Da keine allgemeinen Formeln, sondern geometrische Ergebnisse 
erstrebt werden, kénnen wir iiber die Parameter u,v von ds* im Hin- 
blick auf 4, und iiber die kartesischen Koordinaten &,,¢ von(#) im Hin- 
blick auf Z willkiirlich verfiigen. Die Parameter u,v von ds* nehmen 
wir als ,GauBsche Koordinaten*: u—0 ist die Gleichung von 4; v ist 
Bogenlange auf wu = 0; v = konst. sind geoditische Linien senkrecht u = 0; 
u = konst. sind geodiatisch parallel, also senkrecht v = konst.; u ist die 
Bogenlinge auf v = konst. Dann hat ds* bekanntlich die Gestalt: 


1. ds* = du*® + G(u, v) dv’, 
(1) @(0,»)—1; ,(0,0)—0; @,(0, 0) = —2, 
g 
‘ 2 1 72 1 
3. @*K=763-766,,. 


14) Etwa Anfangspunkt und -richtung, und von da ab die geodiit’sche Kriimmung 
als Funktion der Bogenlinge. 

46) Offenbar ist die Zuordnung eines Punktpaares von 4, L, sowie die Zuordnung 
der Richtungssinne in diesem Paar allein willkirlich, alles iibrige dadurch bestimmt, 
daB die von dort aus gemessenen Bogenlingen auf 4 und LZ gleich sind. 

19* 
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Dabei ist . die geoditische Kriimmung von 4, K die GauBsche Kriim- 
mung von ds*. 

Die Biegungsgleichung fiir ¢(u,v) erhalt man nach Darboux*) 
folgendermaBen: Wir haben ds* = d&* + dy? + d¢*, also 
(II) ds? = ds* — df*=dé* + dn’. 

Auf der gesuchten Flache ist ¢ = ¢(u,v); dt =xdu-+xdv;**) ds? wird 
dadurch auf u,v als Parameter bezogen: 
(III) ds? = (1 — 2*)du* — 2axdudv+(G—x*)dv* 

= E,du*+2P,dudv+ G,dv*. 

K,(£,, Fy, Go), die GauBsche Kriimmung von ds?, muB wegen (II) 
verschwinden. Da E,, F,,G, von a,x abhingen, gibt das eine Gleichung 
fiir ¢; das ist die Biegungsgleichung. Sie heiBt explizit: 

l. a,o+ 2a,0+a,(o1 — o*)+a,=0, 
a, = (GG, a— G,x), 


to 


(IV) 3. a, = =34, x, 
4 


=G, 


ge 7s .(@(1—2*) —x*]— 


or 


+ G5 (1 — 2*). 


Unser Cauchy-Problem bez. 4 vereinfacht sich dadurch, daB 4 durch 
u=0 gegeben ist, also u=0. Indem wir >= 1 nehmen, erhalten wir 
nach § 6 das Cauchy-Problem in der Gestalt 


1. 4,0, + 24,0, + 4,0, +4;,0,=9, 
2. 0,0, —03 — 040s =0, 
3. — Qs +2o,=0, 

(V) 4. — Os +xo,=0, 
5. —%0, +20, +, =0,°) 
6. — %0, +20, =0,°) 
7. ¢—x=0. 


(V)1.,3.,4.,5. sind in den 9, linear; der dritte Fall wird also nach der 
elementaren Theorie linearer Gleichungen (entsprechendes gilt fiir alle 
Monge-Ampéreschen DFGL.) geliefert durch 


“) Anders als in den ersten beiden Teilen der Arbeit setzen wir von jetzt ab 
Cu=%, Co =, Cuu=0, Cuv=6, Cop =t. Die homogenen o,,..., 0, entstehen dann 


aus 9,6,t nach § 5. 
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a,, 2a,, 0, a a,, 2a,, 0, a, 

0, —1, 0, O 0, —1, 0, a 
= 0; .| oO. 

0, Oo, -—1, 0 a. Sarre 

—%, &, os —%, 8, 0, 0 


Indem man das ausrechnet und die Werte der a; auf 4 einsetzt, erhalt 
man schlieBlich als Formeln fiir den dritten Fall 


gr moh 
1. 6 ait toothy 


(v1) 2. a*+ = xt + K(1— 2x? x) + fant +0, 

3. == =9, 

4. @- 2 =0. 
Der zweite Fall wiirde eintreten, wenn in (VI)2. nicht +0, sondern = 
stande *’). 

Um Anschlu8 an §§ 1—8 zu gewinnen, haben wir u,v, ¢ als Koordi- 
naten eines ,,u-Raumes“ aufzufassen, der dem -Raum aus §§ 1—8 ent- 
spricht. w(t)=—0, o(t)—1, C(t) bestimmen die Kurve 4 im u-Raum, 
auch x(t) ist wegen (V)7. schon durch die Kurve 4 festgelegt. Die ver- 
schiedenen Streifen dieser Kurve werden also durch verschiedene Wahl der 
Funktion 2(t) festgelegt. 

Nun erkennen wir, wann unser Problem dritter Art ausartet. Dies 
ist nach §7 genau dann der Fall, wenn auf der Kurve 4 verschiedene 
Streifen dritter Art liegen; d.h. wenn (VI) bei festem ¢ =x, = % durch 
mehr als eine Funktion 2(t) erfiillt wird. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist nach (VI) 1. 
x =0; dh. d geoditisch. Von der zugehérigen Raumkurve L in (£) 
wissen wir aus § 9, daB ihre Kriimmung verschwindet. L ist also (wenn 
wir von gewissen imaginaren Kurven absehen), notwendig eine gerade Linie. 

Das Problem, eine geoddtische Linie auf ds* durch eine Gerade auf 
F in (2) zu verwirklichen, langs der die Ennepersche Gleichung nicht 
gilt, spielt unter den singuldren Biegungsproblemen eine Sonderrolle; es 
ist durch Regularisierung nicht lésbar. 








1”) Von hier aus kann die geometrische Interpretation des Cauchy-Problems in 
§9 leicht bewiesen werden. Fiir 1=1 ist £ identisch mit der Kriimmung — von L 
L 
in (B), und (VI)1. wird =~. Fir s=x=0 geht die linke Seite von (V1)2. 
L 
iiber in x +K. Die Relationen miissen aber ihrer Invarianz wegen auch bei beliebigen 
2, gelten, womit alles gezeigt ist. 
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Hier dringt sich dje Frage auf, ob eine andere Methode nicht dennoch 
eine ,,Lésung* des Problems liefern kénnte, die in (4, L) vielleicht starker 
singular wiirde, als nach Art von §§1—5. Auf den allgemeinen Sinn 
dieser Frage wird am Schlu8 der Arbeit eingegangen. 


§ 11. 

DaB 4 geoditisch ist, = 0, schlieBen wir im folgenden aus. Ferner 
ear en wir unsere Betrachtung zunachst auf ein kleines Stiick von 4 
mit + +0, das also keinen geodatischen Wendepunkt in ds* hat, sondern 
glsicheinnig gekriimmt ist. 4 soll im folgenden nicht die ganze Kurve, 
sondern nur dies kleine Stiick bezeichnen; LZ bezeichne das zugehdrige 
Kurvenstiick in (HZ); ebenso wird spaiter F nur ein kieines Stiick der 
Lésungsflache bedeuten, das an (4, LZ) anschlieBt. 

Wir wissen aus §§ 6, 7, da8 unter unseren Voraussetzungen eine nicht- 
ausgeartete Lisung ¢ =¢(u,v) des Problems im u-Raum existiert. DaB 
sie, wie im regularen Fall, durch passende ¢, 7 zu einer Lésungsfliche F 
durch Z in (#) erganzt werden kanu, kénnen wir noch nicht sagen. 

Um das klarstellen und die Geometrie von F nahe (4, ZL) untersuchen 
zu kénnen, brauchen wir eine explizite regularisierende Darstellung von 
¢={(u,v) nahe A (vgl. § 8). 

Versuchen wir sie durch Legendre-Transformation zu erhalten. Das ist 
nach § 6 méglich, wenn (VI) mit 9, + 0 erfiillt ist; wenn also nach (VI) 4.: 
a+0 auf 4. Das diirfen wir voraussetzen; denn durch Drehung des 
Koordinatensystems in (#) kénnen wir, wie man leicht sieht, iiber a auf 4 
weitgehend verfiigen. 

Wir bilden nun durch Legendre-Transformation u—-2 den u-Raum 
auf einen z-Raum ab, dessen Koordinaten wir wie in §§ 1—8 mit z, y,z; 
P, 4; 7,8, t; 7,,..., 1%, bezeichnen. J sei das Bild von 4. J ist also durch 
=a, y=%*; p=t =—0, g=v—1 bestimmt. (IV)1. und (VI) werden, 
inhomogen geschrieben : 


1. a, ¢— 2a,8+ a, (rt —8*)+a,=0, 
2. y= —e. 


(VII) 3. a? + Sye+ K(1—2*—y*)+ cy +0, 


4. r=s=ri—s*=0, 
@ it 
5. San 5 ee ; 
z==2z(z,y) sei die Lésungsflache von (VII), also das Bild von 
¢=C(u,v) im u-Raum. 
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Aus (VII) 4. folgt, daB 7 auf z(x,y) parabolische Kurve im gewéhn- 
lichen Sinne ist, was natiirlich auch aus §§ 2, 3 hervorgeht. 

Nach §§ 3,4 wird die Feststellung wichtig sein, ob / einfache oder 
mehrfache parabolische Kurve auf z(z, y) ist. Zuniachst aber wollen wir, 
um den Drehsatz aus §§ 3,4 anwenden zu kénnen, sehen, wie auf 7 in 
z(x,y) die Oskulationsrichtung zur Richtung von / und zu den charakte- 
ristischen Richtungen von (VII) 1. liegt. Die Charakteristiken auf z(z, y) 
sind ja die Bilder der Charakteristiken von ¢(u, wv); diese aber entsprechen 
nach Darboux**) den Asymptotenlinien der gesuchten Flache F in (2). 
Die Charakteristiken von z(z, y) haben also geometrische Bedeutung. 

Die Oskulationsrichtung d in einem Punkt von / auf z(z, y) ist nach 
§ 2 die Richtung, in der die zugehérige Normalkriimmung auf z(z, y) 
verschwindet. Nun ist in 7 nach (VII)4. r= 0; d ist also durch 9 = 
gegeben. Lings / ist y +0 nach (VII)2., weil n. V. t+ 0, c=—a+0. 

| hat nirgends Oskulationsrichtung. , 

Die charakteristischen Richtungen x’:y’ von (VII)1. auf z(z, y) 
geniigen bekanntlich der Gleichung 


(VIII) (a, +a, 7)2’* + 2(a,-+a4,8)2’y’+a,ty’*=0. 

Wire d charakteristisch, so wiirde aus (VIII) folgen a, +a,r=0, 
also nach (VII) 4. a, =0, also "= 0 auf 4, was nicht der Fall ist. 

Die Oskulationsrichtung ist nicht charakteristisch. 

Nach (VIII) fallen die charakteristischen Richtungen auf z(z, y) in | 
genau dann zusammen, wenn +47, +45) 6 auf l. Das ist, wie 


G+a,s, at 
die Rechnung ergibt, gleichbedeutend mit 


K(i—2?—y*)=0. 
Uber 1 — 2* — y*? = 1 — a* — x* kénnen wir durch Koordinatendrehung 
in (Z) so verfiigen, daB 0<1—2?—y*<1. 
Die charakteristischen Richtungen fallen in genau den Punkten von 1 


zusammen, in deren Originalpunkten auf 4 ds* verschwindende GauBsche 
Kriimmung hat. 


Nach diesen Vorbereitungen konstruieren wir die gesuchte Flache F 


in (Z). Nach der Integrationstheorie gewdhnlicher Differentialgleichungen 
1aBt sich (II), (IIT) 


dé* + dn* =ds?= E,du*+ 2F,dudv + G,dv’, 


wegen K,(E,, F,,G@,)=0, durch Funktionen = (u,v), »=7(u, v) 
lésen, die iiberall da in der (u,v)-Ebene regular sind, wo £,, F,, G, 
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regular sind und Z,G,—F) +0. Unser Integral ¢={(u,v) bewirkt 
fiir Z,, F,,G, beide Bedingungen in der Nahe von 4, aber nicht in 4 
selbst; 2 ist Rand des Definitionsbereichs von &(u,v), 9 (u,v). 


é — E(u, v), 
n= (u,v), 
C=C(u, v) 


bestimmen jedenfalls in (2) eine Fliche F des Linienelements (I) in einem 
Bereich dieses Linienelements, der an 4 anschlieBt. 

Nun mu8 aber noch gezeigt werden, da8 4, der Rand von F in (£) 
mit Z zusammenfallt bzw. mit einer Kurve, die aus Z durch Bewegung 
in der (&, )-Ebene entsteht. Ich wei8 dafiir leider keinen einfacheren 
Beweis als folgenden: 

I, sei die Projektion von L auf die (¢, 4)-Ebene; s,, ~ Bogen- 


lange und Kriimmung von L,; s die Bogenlinge von ZL. Dann ist die 


Gestalt von L auf dem Umweg iiber L, bestimmbar durch die Funktionen 


~ (4) 8(8); 8(8 ) miBt namlich die Steigung von L iiber L,, womit L 
° 


festgelegt ist, wenn L, es ist; L, wird durch = (8,) festgelegt. 
Andererseits sei ~ (v) die geodatische Kriimmung der Linien 
u=c =konst. beziiglich ds2(u,v). Angenommen, fiir c—+0 konvergiert 
. gleichmaBig gegen eine Funktion 33 (v). Dann miBbt aa(”) die Kriim- 
mung der Projektion des Randes von F auf die (f,)-Ebene. Damit 
dieser Rand die gewiinschte Gestalt habe, ist notwendig eat) = ga (te) 


fir v=s,. Ebenso mu8 notwendig in u=0 den Wert haben, der 
0 

der durch (LZ, L,) definierten Funktion s(s,) entspricht. Das Eintreffen 

dieser beiden Bedingungen ist aber auch hinreichend, denn die Gestalt des 


Randes von F ist durch s(8,), +(v) vollig bestimmt, sie ist also die 
“0 


richtige, wenn 8(8,), = (v) die richtigen Funktionen sind; das mu8 nun 
gezeigt werden. / 


Fiir te ist das klar, denn es ist in u = 0 


ds __ 1G a 1 


te ne BE per 








Diese Funktion hangt nur von den vorgegebenen StreifengréBen ab, hat also 
von selber die richtigen Werte. 
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Fir ~ (0) findet man nach den iiblichen Regeln: 


ae ae 
Qe (Vv) VE, G@,— F; G2 
1 


1 x 7 
~ V@G—a*)—x(G—x9t [- Gar — 5 GG,+ 3 (*G,+ 2G@,)|. 


[5 Fo %, — G, Fy, + 5% Gox| 





Das einzige Glied dieses Ausdrucks, das sich in der Nahe von 4 méglicher- 
weise nicht regular verhalt, ist Gat. Wir benutzen an dieser Stelle unsere 


Regularisierung; durch u—+ x haben wir ja t =— 


halten dieses Ausdrucks in der Nahe von / auf z(x,y) zu untersuchen. 


—. a) @s geniigt, das Ver- 


Auf J ist nach (VII) 4.: r=s=0, also r=“ __, wo dr, de Zu- 


wiichse in einer nicht an / tangentialen Richtung mit z(z,y) sind. In 
§ 12 werden wir zeigen, daB J nicht parabolische Doppelkurve auf z(z y) 
ist, und damit dr+0 nachweisen. Indem wir dies Resultat vorweg- 


nehmen, haben wir limt = 


Das ist aber die ,,richtige* Funktion, wie man nach den Regeln des Proji- 


zierens erkennt. (arccos )1 — x? bzw. arccos 1 — 2* — x® sind die Winkel 
der (£,)-Ebene mit der Tangente der Randkurve von F bzw. der Nor- 
malen von F in der Randkurve. ) 

Damit ist die Existenz der gesuchten Flache gesichert. 


Wir beweisen nun: Statt u,v kann man neve Parameter a, f auf 
ds* einfiihren, so daB F dargestellt wird durch 


E=9¢,(«, 8), 
n = ,(«,8), 
c = p,(«,B), 


WO %,, P,, 9, in A reguldr von a, f abhangen; die Singularitét auf F in 
4=L wird nur dadurch bewirkt, da8 die Determinante von ds* beziiglich 
«,f8 in 4=L verschwindet; die Determinante tritt bekanntlich in den 
Nenner der Kriimmungsgré8en von F. Die Singularitét in L entspricht 
also in dieser gesuchten Darstellung genau den Pollinien analytischer Funk- 
tionen mehrerer Verinderlicher. Jedes Netz a = konst., 6 = konst. der 
verlangten Art nennen wir im voraus ein ,,regularisierendes“ Netz von F; 
wir beweisen dann sogar: 


1. Die Kriimmungslinien sind auf F ein regularisierendes Netz. 
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2. Die Asymptotenlinien sind auf F ein regularisierendes Netz, wenn 
K+ 0 in i. 

3. Beide Scharen der Asymptotenlinien und eine Schar Kriimmungs- 
linien haben 4 = L zur Hinhiillenden. 

3. folgt leicht aus dem Drehsatz § 4. Wie schon bemerkt, entsprechen 
die Asymptotenrichtungen auf F den charakteristischen Richtungen auf 
C(u,v) und auf z(z,y). Wir haben bewiesen, daB diese letzten von der 
Oskulationsrichtung in / verschieden sind. Ihnen entspricht also nach dem 
Drehsatz die Richtung von 4 auf ¢(u,v) und auf F, womit der Satz fiir 
die Asymptotenlinien bewiesen ist. Die Kriimmungslinien halbieren die 
Winkel der Asymptotenlinien; eine Schar muB also / beriihren, eine auf 
4 senkrecht stehen. 

Um 2. zu beweisen, gehen wir von § 8 aus. Die Fliche ¢=¢(u,v) im 
u-Raum wird in 4 mittels w—+z in regulirer Parameterform dargestellt: 


becca f,(%,y), 
(IX) v= f,(z,y), 
C= fy(#,y). 


Wir nehmen nun an, K+ 0 in 4,1. Dann fallen die charakteristischen 
Richtungen auf z(z,y) in J nicht zusammen, wie wir bewiesen haben. 
Sind also «, 8 passende Parameter des Charakteristikennetzes auf z(2.y), 
so kann man in / z,y durch @,f umkehrbar regular ausdriicken: 
a2=2(a,B), y=y(a,f). (TX) geht iiber in 


1. u=g,(e,), 
(X) 2. v=g,(a, 8), 
3. C=g,(a,B), 


WO 9, 9s,9, in 4 regular sind. Eine Koordinate in (Z), ¢, hiangt nach 
(X) 3. regular von «, 8 ab; also aus Symmetriegriinden auch &,y, wenn 
man schlimmstenfalls «, 8 dureh passende Funktionen @(«), 8() ersetzt; 
denn « = konst., 8 = konst. ist, wie wiederholt bemerkt, das Netz der 
Asymptotenlinien auf F, also etwas von den Koordinaten Unabhangiges. 

1. ist offenbar véllig entsprechend 2. bewiesen, wenn man von dem 
Bildnetz «’ = konst. 6’ = konst. der Kriimmungslinien von F auf z(z, y) 
weiB, daB seine Richtungen in / nicht zusammenfalien. Da die Kriimmungs- 
richtungen auf F nicht zusammenfallen, kénnten es nach dem Drehsatz 
ihre Bildrichtungen d,,d, auf z(x,y) in J nur tun, wenn sie auBerdem 
beide in die Oskulationsrichtung d fielen. Die Kriimmungsrichtungen auf 
F liegen harmonisch zu den Asymptotenrichtungen. Also liegen d,, d, auf 
z(x,y) harmonisch zu den charakteristischen Richtungen. Fielen daher 
d,,d, mit d zusammen, so miiBte auch eine charakteristische Richtung 
mit d zusammenfallen, was nicht der Fall ist. 
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§ 12. 


Wir untersuchen jetzt, ob 4 auf ¢(u,v) im u-Raum stets Riickkehr- 
kante ist, oder auch ,,unsichtbar“ sein kann (§3). Das Ergebnis haben 
wir auf die Geometrie von F in (HZ) anzuwenden, wodurch einige weitere 
Satze herauskommen werden. 

Wenn / ,,unsichtbar“ auf ¢(u,v) sein soll, muB nach § 4 | auf 
z(x,y) 2n-fache parabolische Kurve sein, also mindestens Doppelkurve; 
d. h. auBer r#—s* miissen auf 7 auch Z(rt— 8s"), iy (rt — 2") ver- 
schwinden. Wir beweisen nun, daB das nie eintritt, wenn nur A, wie wir 
voraussetzen, gleichsinnig geodiétisch gekriimmt ist. 

Zur Abkiirzung setzen wir fiir die dritten Ableitungen von z(z,y): 
T,=%&; %1=8,=—%; 8=—t—a, t=—4,; 
also: 
4 (rt —s*) =a,t+ra, — 20a. 
Langs / wird das: 
C7) 
az 
Auf 1 ist ¢+ 0 nach (VII) 5.; wir haben also nur a, +0 auf J nachzu- 
weisen (damit wird offenbar auch die in §11 gemachte Annahme dr +0 
bewiesen sein). Indem wir (VII) 1. nach 2 ableiten und r=s =¢7=& = 0 
auf / benutzen, erhalten wir fiir «,,«,, a, auf / drei lineare Gleichungen: 


(rt—8*)=a,t. 


l. ¢a,+ ga, = (Q(=*f), 
(XI) 2. to,+ ya,=—0(=8), 
3. a, ta, — 2a, a, + a, 0, = — t(a,), —(a%),- 


Die Determinante D der «, in (XI) ist, wie aus der allgemeinen Theorie 
der DFGL. bekannt, die linke Seite der charakteristischen Gleichung von 
(VII) 1.; daher ist D + 0 auf 1; denn J ist nichtcharakteristisch auf z(z, y), 
weil 4 nichtcharakteristisch auf ¢(u,v) ist (§ 6). Also: 
—g? 
m1 Ggtg*+ eT Ee (¢(a,), + (@)z]- 

Um (a,),, (a,), zu berechnen, ist eine Bemerkung niitzlich, die auch spiter 
gebraucht wird. Es ist allgemein fiir i —1,..., 5: 





(2 = Fu da + Gy ox" x On" 

Ox Oe _ 7 ae; a ee 
Nun ist aber = — = — ee apgeestn: r=0, 
p 8 
== “¢ _ s—0); also einfach: 
s ex 


(a, \y 





_ + a,(u, v, 1, %). 
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Demnach findet man aus (IV): (a,),—0, (a,),=—— ~: Also nach (VII) 
1 1 
wegen t 2 e 
1 1 Ae. 

ve 1g gata B eH 

Zunachst folgt daraus «, + 0, was zu beweisen war. A ist Riickkehrkante 
auf ¢(u,v). Projiziert man daher im u-Raum ¢ = ¢{(u,v) auf die (wu, v)- 
Ebene, so gibt 4 (w= 0) eine Randkurve 4, der Projektion. Eine Seite 
von 4, bleibt unbedeckt, eine wird doppelt bedeckt. Daraus folgt: 

Die Fliche F in (BE) hat in 4=L eine Riickkehrkante; beide in 
i= L zusammenstofenden Blatter von F verwirklichen bez. ds* nur eine 
und dieselbe Seite von i. 

Das ist die Verallgemeinerung einer bei den Torsen bekannten Er- 
scheinung. Sei etwa A, ein gleichsinnig gekriimmtes Kurvenstiick einer 
Ebene ®,. @ sei eine Torse mit der Riickkehrkante A. A sei in @ 
gemessen kongruent A, in ®,. Dann bildet ® den Teil von ®, zweimal 
isometrisch ab, der auf der AuBenseite**) von A, liegt. Der Innenseite 
von A, auf ®, entspricht kein (reeller) Punkt von ®. 

DaB die Torse immer gerade auf der Aufenseite ihrer Riickkehrkurve 
liegt (in der Torse gemessen), ist wiederum Sonderfall eines allgemeinen 
Satzes. Er lautet (natiirlich im Reellen gemeint): 

1. Ist auf 4=L: K>0, 80 liegen beide Blatter von F auf der 
AuBenseite von 4 (in F gemessen). 


2. Ist auf A= L: K=< 0, 4+K>0, 8o liegen beide Blatter von 
F auf der AuBenseite von i. 

3. Ist auf i=L: K<0, +K<0, 80 liegen beide Blatter von 
F auf der Innenseite von i. 

Unanschaulich, aber kiirzer kann man sagen: F liegt auf der AuGen- 
seite von 4, wenn 44+K>0, auf der Innenseite, wenn 5+K<0. 
5 + K=0 fallt aus, denn das ist die Ennepersche Gleichung, die ja n. V. 
(§9) auf 4= ZL nicht gelten soll. 


Wir beweisen den Satz in letztgenannter Form. Er folgt unmittelbar 
aus (XII). Es ist nimlich a, =r,—u,,. Ind ist aber u=0, u,—r=0. 


**) ,AuBenseite“ einer gleichsinnig geoditisch gekriimmten Kurve in einer Flache 
nennen wir die Seite, die von den geoditischen Tangenten der Kurve iiberstrichen 
wird; die andere also Innenseite. Diese Unterséheidung wird gewohnlich durch ,konvex“, 
»konkav“ bezeichnet, deren Bedeutungen aber bei verschiedenen Autoren miteinander 
vertauscht werden. 
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Daher in der Nahe von A: 


(XIII) sign u = sign «,. 
Bekanntlich bezeichnet stets 
{ AuBenseite ~ <0 
(XIV) uw>O0 die von u=0, wenn “ auf u—0. 
| Innenseite = >0 
g 


Damit ist alles auf das Vorzeichen von a, in (XII) guriickgefiihrt. Nun 
ist aber fir »—-0, x—-0: 


1 
HT ae mn ay om Te 


Also ist wegen der Invarianz der hier erérterten Fragen auch fiir be- 
liebige 2, x: 

N>0 5+K<0, 
(XV) fiir : 

N<0 awtK>0. 


(XII), (XIII), (XIV), (XV) beweisen alles Verlangte. 

Die bekannten Drehflachen positiver und negativer fester GauSscher 
Kriimmung geben Beispiele des eben bewiesenen Satzes. Die auftretenden 
singularen Streifen sind ebene Streifen, und in der Tat liegen die Flachen 
K>O auf der AuBenseite, die K< 0 auf der Innenseite ihrer Rander. 
Gleichzeitig erklirt unsere Betrachtung die zunichst iiberraschende Er- 
scheinung, da8 langs der singularen Streifen immer zwei Exemplare jener 
Drehflachen aneinanderkleben. Sie sind eben die beiden Blatter eines und 
desselben Integrals ¢(u,v) der Biegungsgleichung. 

Wenden wir unsere Ergebnisse auf stetige Biegungsvorginge an. Denken 
wir uns z.B. die oben erwahnte Ebene ®, stetig in die Torse ® ver- 
bogen, so daB A,—- A. Dann bekommt ®, offenbar auf der Innenseite 
von A, einen RiB, der bei der Verbiegung vorriickt; in der Endlage ®, ~ ® 
ist die ganze Innenseite von A, ~ A weggerissen. 

Ganz dasselbe tritt bei stetiger Verbiegung beliebig gekriimmter 
Flachenstiicke F auf. Dem Biegungsvorgang entspricht eine Folge von 
Integralen ¢(u, v) baw. z(2, y) von (IV) 1. baw. (VII) 1. Der stetigen Folge 
der parabolischen Kurven auf den z(x,y) entspricht ein vorriickender 
Ri8 auf den F. 

Nur kurz sei angedeutet, was eintritt, wenn man, anders als bisher, 
Wendepunkte auf 4 zula®t. Um in diesem Fall durch Legendre-Trans- 
formationen regularisieren zu kénnen, mu8 man vorher v durch 6(v) 
ersetzen, so da8 fiir die neuen Koordinaten im Wendepunkt von /: 
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26 +0; a,+0. Regularisiert man dann durch u—z, so erhilt man 
wieder eine Flache mit einer parabolischen Kurve / als Bild von 4; dem 
Wendepunkt von 4 entspricht ein Punkt auf 7, durch den auBer / noch 
ein zweiter parabolischer Kurvenzug von z(z,y) lauft; man zeigt das, 
indem man das Vorzeichen von rt — s* zu beiden Seiten von 4 verfolgt. 
Die Lésungsflache in (HZ) hat demnach zwei Riickkehrkanten, die im 
Wendepunkt von 4 zusammenstoBen. 

Der Leser betrachte diese Verhiltnisse am Beispiel der Torsen, deren 
Riickkehrkante einen Wendepunkt hat. Die Tangente der Riickkehrkante 
im Wendepunkt ist dann selbst zweite Riickkehrkante der Torse, die 
Ebene wird in der Nahe des Wendepunktes vierblattrig isometrisch ab- 
gebildet usw. 

Durch stetige Verbiegung kann man eine Flaichenkurve mit geoddti- 
schem Wendepunkt nicht in ihrer Gesamtlange zur singuldren Linie machen; 
die Fliche bekommt bei der Verbiegung einen Rif, der durch jenen Wende- 
punkt hindurchgeht. 

§ 13. 

Wir beschranken unz jetzt wieder auf gleichsinnig geodatisch ge- 
kriimmte 4. 

Die beiden Hauptkriimmungen von F in (#) werden co und 0, wie 
man iiberlegen oder nachrechnen mag. Man kann aber, wie jetzt gezeigt 
werden soll, ,reduzierte* Hauptkriimmungen auf F nahe / einfiihren, die 
aus den urspriinglichen durch Multiplikation mit einfachen Funktionen 
hervorgehen, die in 4 0 bzw. co werden; diese reduzierten Haupt- 
kriimmungen sind in der Nahe der Riickkehrkante endlich und stettg und 
erlauben in die Gestalt der Flache ebensolche Einsicht wie die gewéhn- 
lichen Hauptkriimmungen anderswo. 

P sei ein Punkt nahe 4= LZ auf F. s sei die in F gemessene Ent- 
fernung der Riickkehrkante von P. x sei die gréBere, 1 die kleinere 
Hauptkriimmung von F in P. %). Dann beweisea wir die merkwiirdige 
Formel : 

(XVI) tm ome (i+c); tm —_*.. 
s>0 R, od s>0 26R, en (5+ ) 


Beweis. Wenn man in z(z,y) auf irgendeinem regularen Weg in 
einen Punkt von / geht, ist, wie leicht nachzurechnen, stets 
pt* 1 


(rt —8*)? rd 2a, 











> 





%®) Nabelpunkte gibt es auf F nahe 4 = L nicht. 





f 
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ferner trivialerweise: 


ee OE | a 
(rt—s*)* ™ (rt— 3%)? 

Dementsprechend ist auf F, wenn man auf irgendeinem regularen Weg in 

einen Punkt von 4 geht (also u— 0): 


lim uo? = — — 
aoe 2a,’ 


lim uo? = lim ut? = 0. 

u>o0 u+>0 
u ist nach Definition von (1) die geodatische Entfernung des auf F wan- 
dernden Punktes von der Kurve 4 (w= 0). Wenn also u= u(t), v= v(t) 
der betrachtete Weg in F nach 4 ist, hat man: 


(XVII) lim Ys (ou? + 206+ 16) = = lim wi? 
s>0 8 

Aus (XVII) leiten wir (XVI) durch den SchluB ab, den wir schon 
mehrfach anwandten; wir driicken beide Seiten von (XVII) fir 2 =x =0 
durch invariante geometrische GréBen aus; die so entstehende Gleichung 
gilt dann fiir beliebige z, x. 

Sei ¢ die Bogenlinge des betrachteten Weges auf F, also u*+-0°G =1. 
Dann wird (XVII) fiir 7 = x = 0, wie leicht nach (XII) zu verifizieren: 
(XVI*) lim 720 = w2)/0, (44+ X) (ti, = lim w gesetat ). 

so u->0 
Dabei ist _ die Normalkriimmung von F im wandernden Punkt in der 
Wegrichtung. 
In (XVI*) ist aber (XVI) enthalten. Das Maximum von Z| ist ja 


die gréBere Hauptkriimmung; dies erhalt man fiir u4,—+1, %&=0. 
Damit ist die erste Formel von (XVI) bewiesen, die zweite folgt aus ihr 

1 > 
wegen pe K. 

Ferner ist der Satz aus $11 erneut bewiesen, daB die eine Schar 
Kriimmungslinien 4 senkrecht trifit; denn % = +1, % = 0 ist, wie eben 
gezeigt, Kriimmungsrichtung in u; u,=— +1, % = 0 steht aber nach (I) 
auf «= konst. senkrecht. Nun wissen wir auch (was aus § 11 nicht folgt), 
da8 jene Schar zur gréferen Hauptkriimmung gehért; das hatte man aber 
auch mit einfacheren Mitteln beweisen kénnen. 

Bei verinderlichem %,,%, ist (XVI*) das Analogon zu der bekannten 


. 1 cos? @ sin® p 
> 
Eulerschen Formel Ee 
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M, die Windung der Riickkehrkante, ist das einzige, was auf den 


rechten Seiten von (XVI) nicht von der inneren Geometrie von da, i, 
sondern von der raumlichen Gestalt der Riickkehrkante abhaingt. Man kann 
daher eine anschauliche Anwendung von (XVI) auf stetige Biegungsvor- 
gange machen, indem man fragt, wie sich F andert, wenn man L ,,ver- 
windet“, d. h. die Windung von L bei gleichbleibender Bogenlinge und 
Kriimmung stetig andert; nach § 9 bleibt ZL dabei Riickkehrkante von F, 
wenn nur die Windung nicht den Enneperschen Wert hat. Nach (XVI) 
biegt F bei wachsender Windung von L immer scharfer vom Streifen L ab. 
Besonders schén sieht man das an Modellen von Torsen. Verwindet man 
deren Riickkehrkante starker, so spreiten die beiden Blatter der Torse sich 
auseinander, umgekehrt falten sie sich ja zu einem Stiick Doppelebene zu- 
sammen, wenn man die Windung der Riikkehrkante zum Verschwinden bringt. 

(XVI) schligt ferner eine Briicke zur Theorie der Kegelspitzen, deren 
systematische Betrachtung in dieser Arbeit unterblieben ist. Man betrachte 
zunachst eine Folge von Torsen mit Riickkehrkanten, deren isometrische 
Bilder in der Ebene konzentrische Kreise von abnehmendem Radius sind; 
148t man die Windung dieser Riickkehrkanten verkehrt proportional zum 
Kreisradius wachsen, so konvergieren die Torsen bei verschwindendem Radius 
gegen einen Kegel; die Windung der Torsen geht in die Seitenkriimmung 
des Kegels iiber. Dasselbe gelingt nun im allgemeinen Fall, wie hier nur 
angedeutet sei; man hat die Folge der Vorgaben 4, L bei gleichbleiben- 
dem ds* genau wie bei den Torsen zu wihlen. Die Konvergenz der 
Flachenfolge beweist man auf dem Umweg iiber die zugehérigen z(z, y). 
Man erhalt dann aus (XVI) folgende Satze: 

1. Die Kriimmungslinien auf F in der Umgebung einer Kegelspitze S 
verhalten sich wie die Meridiane und Breitenkreise gewohnlicher Drehkegel. 


2. Zu den Meridianen gehért die kleinere Hauptkriimmung R auf F. 


Bezeichnet s die Entfernung eines Punktes auf F von 8, - die Seiten- 
kriimmung des Kegels 8, so ist 


(XVI**) lim <p = V2 K7. 


Man sieht, daB Wendelinien (y =0, T= 00) des Vorgabekegels eine 
Ausnahmerolle spielen im Falle K +0, im Falle K=0 dagegen nicht. 
Die wiederholt bemerkte Analogie beliebiger Flachen zu den abwickelbaren 
besteht also an dieser Stelle nicht. 

Die in § 10 bewiesene Sonderstellung geodatischer Vorgaben (9, = 00) 
kommt in (XVI) wieder zum Ausdruck, ebenso die Sonderstellung der 
Wendepunkte (9, =o). 

















Parabolische Kurve. 


§ 14. 


Wir gehen nun zu dem Problem iiber, das am Schlu8 von §9 an- 
gedeutet wurde: Auf einem Vorgabestreifen (4, L) liegt ein Punkt dritter 
Art auf einem Bogen sonst erster Art. Dann kann man nach Analogie 
zur Physik fragen, ob die so vorgegebene Singularitat sich fortpflanzt oder 
nicht, d. h. ob durch den Punkt dritter Art eine Riickkehrkante der Lésungs- 
flache liuft, oder ob der Punkt ( bei geeigneter Wahl der Vorgabe) isoléerte 
Singularitét auf der Lésungsflache sein kann; wir stellen also nun los- 
gelést von der Vorstellungsweise des Cauchy-Problems die Frage, ob 
Flachen regularen Linienelements isolierte singulére Punkte haben kénnen. 
Dabei sind natiirlich nicht Kegelspitzen gemeint (die als entartete Kurven- 
streifen aufzufassen sind), sondern Punkte, in denen die Kriimmungs- 
gréBen unstetig werden, die Tangentialebene sich dagegen stetig 
verhilt. 


Die Antwort lautet: 


Punkte K <0 kénnen isolierte Singularitdten sein, Punkte K > 0 
dagegen nicht. 


Der Beweis dieser Einzelfrage soll ausfiihrlich dargestellt werden. Er 
14Bt sich némlich von der Biegungsgleichung auf Monge-Ampéresche Glei- 
chungen viel allgemeineren Typs iibertragen; die Unterscheidung K 2 0 
entspricht der Unterscheidung, ob die Charakteristiken der Flache in der 
Umgebung der fraglichen Punkte reell oder imaginar sind. Der Fall K = 0 
bzw. zusammenfallender Charakteristiken la8t sich nicht so leicht erledigen 
und bleibt deshalb hier unerdértert. 


Wir geben den Beweis gleich fiir die allgemeinere Form des Problems 
(unter méglichster Beibehaltung der Bezeichnungen), damit das Wesent- 
liche nicht durch die Besonderheiten der Biegungsgleichung verdeckt wird. 
Der Leser iiberzeuge sich, da8 alle Voraussetzungen, die im folgenden 
gemacht werden, fiir die Biegungsgleichung erfiillt sind. 

Es sei die DFGL. vorgelegt: 


1. 4,0 + 2a,0+a,1-+a,(91 —o*)+a,=0, 


(XVIII) 
2. a,t—2a,8+a,r+a,+(rti—s*)a,=0, 


wo 2. aus 1. durch die Legendre-Transformation u—» 2 hervorgeht und 
nur der Deutlichkeit halber noch einmal angefiihrt ist. Wir untersuchen, 
ob durch ein Flaichenelement J],,,.,:;«,.) des u-Raums ein Integral von 
(XVIII) 1. geht, das in J7 einen isolierten singularen Punkt hat. Von den 
a, setzen wir in JT voraus: 


Mathematisthe Annalen. 99. 20 
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oa, _ Oa, 


1. a = = O, a,+0, 
2. nicht a, =a, =a, = 0 
(XIX sf Ses : 
3. @,,@,,@, linear in a, x, 
0a; ae — 
4, 3 = 9 (fm 1,..., 5). 


Das Element P sei das Bild von JJ mittels u—-2z. Dann ist P 
isolierter parabolischer Punkt eines Integrals z= z(xy) von (XVIII) 2, 
1=rt—s* muB also, auf z(xy) betrachtet, eine isolierte Nullstelle in P 
haben. Wir haben zu zeigen, daB das eintreten kann, wenn auf z(zy) 
die Charakteristiken von (XVIII) 2. in P reell sind, dagegen nicht, wenn 
sie dort imaginar sind. 

Die Oskulationsrichtung in P kann nicht unbestimmt sein. Denn dies 
wiirde in homogener Schreibung bedeuten r,=r,=—7r,—0. AuBerdem 
wire aber 4=0, also r,=0. Dies gabe nach (XVIII) 2., (XIX) 1. 
r,=0; das geht nicht, weil nicht alle r, gleichzeitig verschwinden kénnen. 

Durch Drehung der (2, y)-Ebene, der bekanntlich bei xu eine 
Drehung der (u, v)-Ebene entspricht, kénnen wir also erreichen, da8 in // 
r=s=0,t+0. (XIX) ist gegen solche Drehungen invariant; wir 
diirfen daher der Kiirze halber annehmen, da die Koordinatensysteme in 
u, x von vornherein die gewiinschte Orientierung haben. (XIX) 2. ist 
dann offenbar zu ersetzen durch a,+0. Da8 P isolierter parabolischer 
Punkt ist, schreibt sich jetzt einfach (wenn wir die vierten Ableitungen 
von z mit 


b= «4,,, By = %, = 4%, Bs = Uy = %y, Pyp~=% = %,, B= %,, 
bezeichnen ): 
l. r=s=0, a,+0, a,+0, t=— 2 +0. 
(XX) 2. 4,=4,=«,=«,=0, 
3. Azz Ayy — 43, = D =(B, B, — By) t*— 2B, ta, >0. 
Um a, und eine Gleichung zwischen f,, £,, 8, zu erhalten, leiten wir 


(XVIII) 2. zweimal nach x ab; die auftretenden totalen Ableitungen 
(a;),, (a). kann man dann, wie in § 12, durch die partiellen a,_, a; 


i/z? ize 


ersetzen, wie der Leser iiberlegen mége. Man erhalt wegen (XIX), (XX): 
l. a,a,+a,,t=0, 
2. a, By — 2a, 8, + (a, + a, t) p, = — 2a,4,,. 


Dies gibt nach einiger Umformung: 


(XX1) 


(XXII) D ~— 19 S%—%% 5? _ 9g, fp, + fr). 
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D ist eine quadratische Form in £,, £,; thre Determinante ist bis auf 
einen positiven Faktor die Determinante der charakteristischen Gleichung 
von (XVIII) 2. in P. Sind also die Charakteristiken von (XVIII) 2. in P 
auf z(xy) reell und voneinander verschieden, so ist D indefinit; durch 
geeignete Wahl von f,, f, erreicht man daher D>0 in P. &8,, B,, B, 
werden dann in P durch (XXI)2. und die andern beiden zweiten Ab- 
leitungen von (XVIII) 2. gegeben. Alle Integrale von (XVIII) 2., die in 
P diese p,q; rst; a,...%,; B,...8, haben, besitzen P zum isolierten 
parabolischen Punkt. Sie sind willkiirlich von den fiinften Ableitungen an. 
Thre Bilder im u-Raum haben in JI eine isolierte Sigularitét. Damit ist 
der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 

Sind die Charakteristiken in P aber imaginar, so ist D negativ definst. 
Wire P dann isolierter parabolischer Punkt auf z(2zy), so miiBte in P 
jedenfalls 8, = £,—0 sein, und D=0. In hinreichender Nahe von P 
miiBte aber D positiv sein, wie aus den Elementen der Extremums- 
theorie folgt. 

Es 148t sich nun beweisen, daB D um P in Wirklichkeit negativ ist, 
wenn man die Integralflache als analytisch regular in P voraussetzt; da 
das Integral in P elliptischen Charakter hat (imaginare Charakteristiken), 
so ist diese Einschrankung nicht unnatiirlich. 

Nach dieser Annahme kénnen nicht alle héheren Ableitungen von 
B,, 8, nach x verschwinden, wenn P isolierter parabolischer Punkt sein 
soll. Es gibt also ein n>1, so daB 


(k) 
A =p’ =0 fir ko n—1 ( e — - By usw.), 
a* 
aber nicht 
a” ae ~* a, 
Eine nicht schwierige, aber etwas umstindliche Rechnung zeigt nun, daB 
dann in P: 


D® =0 fir k<2n—1, 
p®™—— 2% 2 | @, dy — 4, (8)? — 242 5 =) 


L a? 


Pr 
Bis auf den positiven Faktor 2" (der als Polynomialkoeffizient herein- 
kommt) ist D®” bez. 6”, pi” dieselbe quadratische Form wie D bez. 
B,, By. Also D®°” <0, da nicht p™ = ps” = 0. 

Hieraus folgt nach dem Mittelwertenta, da8 D auf z(z, y) zu beiden 
Seiten von P negativ ist in der Flachenrichtung y= 0; P ist also nicht 


isolierter parabolischer Punkt, was zu beweisen war. 
20* 
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Schlu8bemerkung. 

Die in dieser Arbeit gegebene Erweiterung des Integralbegrifis liegt 
in folgender Richtung: 

Die Cauchysche Definition geht von der Vorgabe aus und erzeugt das 
Integral durch Differentiationen in dieser. Hier dagegen treten Integrale 
auf, die man in der Vorgabe gar nicht differentiieren kann, die aber mit 
hinreichender Stetigkeit gegen die Vorgabe konvergieren. Wenn man — 
ganz abgesehen von unserer Regularisierungsmethode — iiberhaupt als 
Lésung des Cauchyschen Problems jedes Integral ansieht, das in irgend- 
einem naher festzusetzenden Sinn gegen die Vorgabe konvergiert, versagt der 
Cauchy-Kowalewskasche Eindeutigkeitssatz; vielleicht gehen durch Streifen 
erster Art auBer den analytischen Integralen des Eindeutigkeitssatzes noch 
unendlich viele Integrale jener erweiterten Bedeutung; natiirlich miiBten 
solche Integrale in der Nahe der Vorgabe wesentlich starker singular werden, 
als die in dieser Arbeit untersuchten. 

Fiir gewdhnliche Differentialgleichungen ist jene erweiterte Integral- 
definition bekanntlich bereits untersucht; wenn die Lipschitz-Bedingung 
erfiillt ist, dann ist das iibliche Integral auch bei der erweiterten Kon- 
kurrenz das einzige eines regularen Anfangswertproblems. Die entsprechende 
Untersuchung fiir partielle Differentialgleichungen steht meines Wissens 
noch aus. 


(Eingegangen am 4. 3. 1927.) 











Uber die Summen durch den Zufall bestimmter 
unabhingiger GréBen. 


Von 


A. Kolmogoroff in Moskau. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 
We) = die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses e. 
%., (e,) = die relative Wahrscheinlichkeit von e, in bezug auf e,. 
D(y) =die mathematische Erwartung der GréBe y. 
D.(y) =die mathematische Erwartung der GréBe y in bezug auf 
die Hypothese e. 


Se(y) = We) De(y). 


Die Rechnungsregeln fiir das letzte Symbol sind analog denjenigen 
fiir iiber Mengen erstreckte Integrale. Zum Beispiel gilt, wenn die Ereig- 
nisse e, und e, einander ausschlieBen, die Formel 


e+e, (¥) _— Se, (¥) + Se, (y)- 
Bezeichnen wir noch mit 1 ein notwendig eintretendes Ereignis, so 


gilt offenbar 
D(y) = 3 (y)- 
Fiir die endliche Folge von GroBen 
Wi Yo --+ Un 


setzen wir 


k 
$= 2M = 8; 


v = Max |s,|; 
z= 4, — D(y); 


k 
i= 22, t=t,; 
i=1 
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u = Max |t, |; 
M = Max |z, |; 
D* = D(t*). 


Dabei ist vorausgesetzt, daB D(y,) und D(zj) fiir jedes & existieren. 
Offenbar ist 
D(z.) = 0; 


t, = 8, — D(s,). 
Im Falle der gegenseitigen Unabhangigkeit der GréBen y, gilt auBerdem 


® (t?) = 39(2!). 


§ 2. 
Einige Satze iiber finite Summen. 
Im folgenden setzen wir die GréBen y, gegenseitig unabhangig voraus. 
Satz I. R sei eine positive Zahl. Dann ist 
W(u>R)< zi : 


Satz IL e sei eine positive, m eine natiirliche Zahl und 


R=eD++ UM. 
Dann ist 


W (u> mR) <—,. 
Satz Ill. R set eine positive Zahl. Dann ist 
Biv sk) <4MtB 





D 
Satz IV. 
Bit>o>% a 
Satz V. 
B(t> —3M)>z. 
Satz VI. 


1 (4M+R)* 
®(|o| > B)>7,[1— 4 A]. 


Beweis des Satzes I. Wir bezeichnen mit e, den Fall, wo folgende 
Ungleichungen erfiillt sind: 


lt |<R, ick; 
\t,|2>R. 
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Offenbar ist 
BW(uS> R)= SBWie,). 
k=1 


Da die GréBen z, fiir ¢ > k in der Definition des Falls e, nicht auftreten 
sind sie auch in der Hypothese e, voneinander und von ¢, unabhangig. 
Deshalb ist 


Ye, (#2) = Ye, (#2) + ES Ye (22) > Wee) De, (#2) > Wee) R*. 
i=k+1 
Folglich: 
D? =3,()> Y3.,(t?) > B(uS R)R®. 


Aus der letzten Ungleichung folgt unser Satz unmittelbar. 


Zusatz. Die bewiesene Ungleichung verwandelt sich in eine Gleichung 
im folgenden Falle: 
n=l, 
, D* : b* D* 
(2, = R)= BW (z, = : R)= > BW(z,—0)=1- rR 
Beweis des Satzes II. Wir bezeichnen mit e;, den Fall, wo fol- 
gende Ungleichungen erfiillt sind: 


\t|<tR, j<k; 


t.|=>tR. 
Wir setzen ferner 
n 
, = > Cin: 
k=1 
Im Falle e,, haben wir: 
it, | <tR+ M. 
Offenbar ist 
Pp in 7 
B. (C+) = Bu luz (6+1) 2] SB, [Max| F zl" Sed! 
. j=k+1 \p=k+1 J 


Hier ist aber der Satz I anzuwenden, da die GréBen z, fiir 7 > & in der 
Definition des Falles e;, nicht auftreten. Somit erhalten wir: 
D 1 
We, (Ce4+1) S 


cr. 
e* D*® e 


und folglich: 
1 
W., (Ci+1)S Pu 


Wu > MR) = BW (em) = Ben, (Cm) Wey. Cm—r) -» + We, (er) S a 


Damit ist aber unser Satz bewiesen. 
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Beweis des Satzes III. Wir bezeichnen mit f, den Fall, wo |s;;< R 
fiir jedes i < & gilt. Ferner setzen wir 


f=f.=(°S8);, 


{= fe-a 7 fe 


Offenbar ist 
(1) (f) + 3 Be) =1. 
Wir setzen 


ed Di, (te). 
Dann erhalten wir im Fealle j,: 
|t, — ay| =| 8 — Dy (se)| SIR; 
| a — @;-;| = | Dix (Ze) | < M. 
Nun betrachten wir den Ausdruck: 
(2) Sie-. (te — Ge)” = Sin (te— ae)? + Beg [te-a — Ge-1 — (Ge — Qe-1) + %)* 
< Sin (te — ax)? + Ble) 4(R + MY’. 
Da die Gréfe z, in die Definition des Falles f,_, eingeht, haben wir 
andererseits : 
(3) Sa. (& — a,)° = Die-.[(4-1 — %-1) — (@ — &~-1) + 2,]° 
= Jn_. Mh. — a + (a, —a@_,)+ 2] 
= Se-. (4% -s aa a,_,)° + B(f)D (zp). 
Vergleichen wir (2) und (3), so ergibt sich 
Da-» (t-2 7? a,_,)° + W (f) D (ze) 
S Hult. — a,)° + W(e,)4(R+ M)’. 
Setzen wir in der erhaltenen Ungleichung k = 0,1, 2,..., m und addieren, 
so ergibt sich wegen (1): 


B(F)D* < State — an)* + 3 WB(eq) 4 (B+ M0)" 


SB(f) 4B + YBWe,) 4(R+ M)* S4(R+M)*, 
1 
was offenbar unseren Satz beweist. 


Zusatz. Insbesondere kénnen wir yj = z, setzen; dann wird v’ = u 
Deshalb gilt unser Satz auch, wenn v durch u ersetzt wird. 


Beweis des Satzes IV. Wir bezeichnen mit e,, den Fall, wo 
mR <t<(m+1)R, 
R=8D+M. 


\ 




















Ferner setzen wir: 





In = 2: 
Offenbar ist 
fo = (t > 0). 
Wegen Satz II erhalten wir 
D (fn) < ata 


Fu(t) = 3’ Sea(t) SD! (m+1) BBE) 


- RB, )< (m0) +3 a] 
< R[F.) + 35]: 


Andererseits ist leicht zu beweisen, daB 
%.(t)> 5D. 
So ergibt sich 
3D <R{B(f.) + g5| = (8D + M)[ Bh) + 3]: 


D 1 D—-M 
Bho) S ppm ~ aSiD +H’ 





w. z. b. w. 
Beweis des Satzes V. Es sei 


D>5M 
so ist wegen Satz IV: 








B(t*>o)> Dee 
Es sei 
D< 5M, 
so ist wegen Satz I: 
D* 1 
B(\t|<3M)< <1. 


In beiden Fallen ist unser Satz erfiillt. 
Beweis des Satzes VI. Bezeichnen wir durch w 
Max \s _ dz, , 
i=k 
so erhalten wir wegen Satz III: 


B(e)— B(w > R+3M)>p1—4 EMERY 
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und durch die Anwendung des Satzes V auf die Summen 
s 2; 
i=t 





ist leicht zu beweisen, daB 
W.(s>R)= iB: 


Daraus aber folgt unser Satz unmittelbar. 


§ 3. 
Konvergenz von Reihen. 

Wir beweisen hier wieder die notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Konvergenz einer Reihe von unabhangigen durch den Zufall be- 
stimmten GréBen, die wir in einer friiheren gemeinsamen Arbeit mit 
A. Khintchine festgestellt haben’). 

Betrachten wir zwei Folgen durch den Zufall bestimmter GréBen: 

Yr Yo +++ Un ees> 
a a ee 

Wir wollen diese Folgen im Falle der Konvergenz der Rethe 
(4) EF B(y, + I.) 
dquivalent nennen *). 

Im folgenden setzen wir die GréBen jeder Reihe voneinander unab- 
hangig, aber die entsprechenden GréBen der beiden Rethen, im allgemeinen, 
voneinander abhangig voraus. 

Satz VII. Die Wahrscheinlichkeit P der Konvergenz der Rethe 
(5) 2 Yn 


ist gleich Hins, wenn eine der Folge [y,,| dquivalente Folge [ij,,| existéert, 
fiir welche die Rethen 


(6) SD(9,) 
und - 
(7) D(z) 


konvergieren; P ist gleich Null, wenn es keine solche dquivalente Folge gibt. 
Beweis der ersten Halfte des Satzes. Wegen Satz I haben wir 
fiir jedes positive 7: 


(8) 8 | Max 


N me 
_21|sa DDH). 


k=n 


y,, 


k=n 








1) Rec. Math. de Moscou $2, 2 (1925), 8S. 668. 
*) Diese Definition gehért A. Khintchine. 
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Da die Reihe (7) konvergiert, gibt es fiir jedes positive e ein so groBes m, 
daB, wenn m <n < N ist, der Ausdruck (8) kleiner als ¢ sein wird. Nach 
Definition *) bedeutet das, daB die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz der Reihe 


(9) Si, 

na=1 
gleich Eins ist. Da die Reihe (6) konvergiert, so gilt dasselbe fiir die Reihe 
(10) 3 In: 

n=1 


Da endlich die Wahrscheinlichkeiten der Konvergenz zweier aquivalenter 
Reihen einander gleich sind, ist auch P= 1. 


Beweis der zweiten Halfte des Satzes. Wir setzen 


J,= Yn, wenn |y,| <1; 


11) 
(11) yj, = 0, wenn ly,|>1. 


Wir betrachten zuerst den Fall der Aquivalenz der Folgen [y,] und [7,] 
oder, was dasselbe ist, der Konvergenz der Reihe 


(12) SB [|y,| > 1). 


In diesem Falle mu8 eine der Reihen (6) oder (7) divergieren. Wenn die 
Reihe (7) divergiert, erhalten wir, wegen Satz III, fiir jedes 7 und jedes n 


we {Max| 3" y, 


k=n 





N 2 
<1] <4-G+2" 9 
sities > D(z?) 
k=n 


fiir N—-co. Das bedeutet, daB die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz 
der Reihe (10) gleich Null ist. Wegen der Aquivalenz der Folgen [y, | 
und [9] folgt daraus, daB P=0 ist. Wenn aber die Reihe (7) konver- 
giert, so ist, nach der bewiesenen ersten Hilfte des Satzes, die Wahrschein- 
lichkeit der Konvergenz der Reihe (9) gleich Eins, und wegen der Divergenz 
der Reihe (6) gilt auch P= 1. 

Nun betrachten wir den Fall der Divergenz der Reihe (12). In diesem 
Fall erhalten wir unmittelbar, da fiir jedes n 


(Max |v, |, <1) = 71 — B (I > 1) +0 


fiir N—oo, und daB folglich P=0 ist. Damit ist unser Satz in allen 
méglichen Fallen bewiesen. 


%) Wir definieren 





? 


N 
P= lim lim tim ®(Max} ¥ | <1]. 


720 n>e2 Noo | k=n 
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Zusatz. Wenn eine den Bedingungen des Satzes gentigende Folge | jj, | 
tiberhaupt existiert, so bestimmen insbesondere die Formeln (11) eine 
solche Folge. 

§ 4. 
Verallgemeinertes Gesetz der grofen Zahlen. 

Wir betrachten ein System zufilliger GréBen 

Yia Yig +> Yim,» 
Yor Yoo --- Yam,» 


oe e+ & eS SS 


welches kurz mit ||y,,|| bezeichnet wird. Wir setzen die GrdBen jeder 
einzelnen Zeile voneinander unabhdngig, die GréBen verschiedener Zeilen 
aber im allgemeinen voneinander abhdngig voraus. 

Wir sagen, daB die Mittelwerte 


P Yni + Yng t---+Ynm, 





7 My 
stabil sind, wenn es eine solche Zahlenjolge 
_ ae ae 


gibt, daB fiir jedes positive n 
B(\o,—d,|>)— 0 

fiir n—+co. Wir wollen nun eine notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir eine solche Stabilitét der Mittelwerte o, geben. 

Wir werden die Systeme ||y,,|| und ||%,,|| dquivalent nennen, wenn 

m,, - m,, 
und 
B (0, + 3,) + 0 


fiir n—-co. Es ist offenbar, daB aquivalente Systeme die Stabilitat der 
Mittelwerte entweder zugleich besitzen oder zugleich nicht besitzen. 


Satz VIII. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Sta- 
bilitdt der Mittelwerte o, besteht in der Existenz eines mit ||y,, || dqui- 
valenten Systems || 7,,\|, fir welches 


1 Mn 
(13) 5) D (Ear) + 0 
fir n— co. es 
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Beweis, daB die Bedingung hinreichend ist. Wegen Satz I 


haben wir fiir jedes positive 7 


Mn 
® (|3,— D(4,)|2 1] = B| | Sh, 
Somit folgt aus (13), daB cy 
B [|6, —D(¢,)| 20) 9, 
und aus der Aquivalenz der Systeme ||y,, || und |} 7,,||, da8 
(14) B[|o,—D(6,)| 27) +9. 


Also ist unsere Bedingung hinreichend. 








= mn| S53) D(H. 


Beweis der Notwendigkeit der Bedingung. Wir nehmen an, daB 
die Mittelwerte o, stabil sind. Fiir jedes y,, existiert eine Konstante y,,, 
die folgenden Ungleichungen geniigt: 


By, > fax) S 


_ 


2? ) 
, 1 
B (Yr < fax) < 3° 
Es ist leicht zu beweisen, daB fiir jedes positive 7 


(15) 


™n 
(16) Bl Yun — faxl 2 ™a7) — 0 
=1 
fiir n — oo. 
Wir setzen nun 


be wenn | ¥%x—fax| SM; 
Juer=fax» Wenn |y,,— fx] > ™,; 
Fux(7)=Yne» Wenn | ¥,,— fy | $7; 
Gar(n)=fayx» wenn |y,,—fyx| > ™,7- 


Wegen (16) sind die Systeme ||y,,||, || %,,|| und || 9,,(7)|| aquivalent. 
Also sind auch die Mittelwerte 6, und 6,(7) stabil. Bemerken wir, daf 


lZnx(7)| S2m, 
ist, so ergibt sich wegen Satz VI: 


|4,(1) — | >] = | | S'Haa(n)— md, 
>1 j - pee 
PRO) 


48 
Fiir jedes positive 7 konvergiert die linke Seite dieser Ungleichung gegen 0 
fiir n—+oo. Folglich erhalten wir 


(17) 





inal 


m, =1 


(18) lim sup aD yy [Zan (n)] < 324 n°. 
k 
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Fiir 7 <1 gilt aber 


|D (Zax) — D [Fae (n))} | S 8m BW(| Yui — fax | > me) 
und wegen (16) auch 





Mn 
1, S'|D (he) — Dlzhe(n)]| +0. | 


nk=1 
Deswegen folgt aus (18) unsere Bedingung (13). 


Zusatz. Wenn ein den Bedingungen des Satzes geniigendes System 
|| %,,,|| wberhaupt existiert, so bestimmen insbesondere die Formeln (15) 
und (17) ein solches System. 

Wir sagen, daB die Mittelwerte o, normale Stabilitdt besitzen, wenn 
fiir jede positive 7 

B(\o, —D(o,)| =) + 0 
fir n— co. 

Satz IX. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die nor- 
male Stabilitat der Mittelwerte o, besteht in der Existenz eines dquivalenten 
Systems || y,,/|, fiir welches (13) und 

. D(o,) —D(4,) + 0 
gilt. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Formel (14), welche fiir jedes 
stabile System festgestellt ist. 


Zusatz. Im Falle der normalen Stabilitat koénnen wir statt (15) 
und (17) auch 


| 
Yank = Yar? wenn \2.%|™,> 


Tnx = D(Ynx)> wenn |Z,y| > m,, 
setzen. 


§ 5. 
Gesetz der grofen Zahlen. 


Die Bedingung der Stabilitét der Mittelwerte 
Yi t+Yot---+Yn 


0 


n n ’ 


wo die zufalligen GréBen 


Y1 Ya -++ Yn -s- 
unabhangig sind, wird als ein Spezialfall der Saitze VIII und IX erhalten, wenn 
mM, =n, 
Ynk “53 4x 


gesetzt wird. Gewéhnlich formuliert man die normale Stabilitat solcher 
Mittelwerte als Gesetz der groBen Zahlen. In diesem Falle gilt folgender Satz: 
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Satz X. Damit fiir jedes pig n 
(19) B[|o, —D(o,)| > 9] 


. fiir n —» co gegen Null Pairs ist - Existenz eines solchen Systems 
| |_| notwendig und hinreichend, dap 


0. mi —n, 


1 SB Gun) > 0 


k=1 


2. 1 S19 ~D(y,)] + 0, 


1 Sa (eh) +0. 
k=1 


Zusatz. Wenn es ein den vorigen Bedingungen geniigendes System 
| J,» || gtbt, so bestimmen die folgenden Formeln ein solches System: 
Vax = Veo wenn |\2,| Sn; 
In. = D(y,), wenn | 2, | >n. 


Satz XI. Damit (19) gegen Null konvergiert, sind auch die folgen- 
den Bedingungen notwendig und hinreichend: 


n 
1. Y'B(\24| >n)—0, 


k= 


1 ~ 
2. > Di jexisn) ( z,)—- 0. 


‘ 1 1 . 
3. 52 (len] sn) (Ze) 0. 


Moskau, 24. Dezember 1926. 


(Eingegangen am 27.12. 1926. Abgeindert am 8.10. 1927.) 











Berichtigung 


zu der Abhandlung von H. Brinkmeier: Uber das Ma8 der Bestimmtheit 
des Wachstums einer ganzen transzendenten Funktion durch die absoluten 
Betriige der Koeffizienten ihrer Potenzreihe, Math. Annalen 96, 8. 108—118. 


Herr Brinkmeier hat das Hauptergebnis seiner Arbeit, das durch die 
Formeln (8) und (10) gegeben ist, ausfiihrlich bewiesen, dagegen den Be- 
weis der durch die Formeln (8a), (10a) und (10b) wiedergegebenen weiter- 
gehenden Behauptungen lediglich in einer Schlu8bemerkung skizziert. Wie 
ich aus einem Brief von Herrn M. Plancherel entnehme, hat ihn Herr R. Jungen 
(Ziirich) darauf aufmerksam gemacht, daB der Beweis. von (10b), wie ihn 
Brinkmeier andeutet, in den Fallen versagt, wo die Exponenten y,, “,,.. 
simtlich verschwinden oder der erste nichtverschwindende unter ihnen 
negativ ist. Der durch (8a) gegebene Satz wird durch diese Einwendungen 
nicht betroffen. Da Brinkmeier inzwischen das Opfer eines Unfalles ge- 
worden ist, la8t es sich nicht mehr feststellen, ob sein Beweis fiir (102), 
iiber den er keine Aufzeichnungen hinterlassen hat, durch den Einwand 
von Herrn Jungen ebenfalls beriihrt wird. 

Die Frage, ob es ganze Funktionen gibt, die (10a) oder (10b) be- 
friedigen, ist also offen. 


Kiel, im September 1927. 


O. Toeplitz. 














Uber analytische Abbildungen einer Klasse 
von vierdimensionalen Gebieten. 
Von 


N. Kritikos in Miinchen*). 





1. Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zum Problem der Ab- 
bildung von vierdimensionalen Bereichen vermittels zweier analytischer Funk- 
tionen zweier komplexer Veranderlicher liefern. Sie beantwortet, mit 
Hilfe der von Herrn Carathéodory*) fiir dieses Problem erdachten Methoden, 
die Frage nach den Abbildungen gewisser spezieller Gebiete, zu deren Er- 
klarung wir jetzt iibergehen wollen. 


2. Im vierdimensionalen Raum der reellen Veranderlichen 


%, Le, Y> Yo: 
die zu den Verbindungen 


=2,+42,, y=y,+ty, 
zusammengefaBt werden, heiBe Kreisgebiet mit dem Mittelpunkt =a, 
y= 6 eine beschrinkte, offene, zusammenhingende Punktmenge, die mit 
jedem Punkt 
Mi é ’ j= 
auch alle Punkte 
z=a+éu, y=b+nu 
mit dem komplexen Parameter wu fiir 


|u|<1 


) Fellow of the International Education Board. 

*) C. Carathéodory, Uber das Schwarzsche Lemma bei analytischen Funktionen von 
zwei komplexen Verinderlichen, Math. Annalen 97 (1926), S. 76—98. Diese Arbeit ent- 
halt nur den ersten Teil der Untersuchungen von Herrn Carathéodory, ich durfte aber 
auch andere, noch in Verdffentlichung bogriffene Teile benutzen. Fiir dieses freund- 
liche Entgegenkommen und die Anregung, die mir Herr Carathéodory zuteil werden lieB, 
méchte ich ihm an dieser Stelle meinen Dank aussprechen. 

Mathematische Annalen. 99. 21 
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enthalt. Diese Punkte fiillen im Falle (a, b) +(€, 7) eine Kreisflaiche aus, 
die auf der durch (a,b) und (&,) gehenden, eindeutig bestimmten charak- 
teristischen Ebene 
n(x —a)— &(y—b)=0 

liegt. Ein Kreisgebiet mit dem Mittelpunkt (a, 6) ist also ein Gebiet, aus 
welchem jede durch (a,b) gehende charakteristische Ebene des Raumes 
eine (offene) Kreisflache herausschneidet. Das Kreisgebiet mit seiner Be- 
grenzung werde in iiblicher Weise ein abgeschlossenes Kreisgebiet genannt. 
Ferner verstehe man unter charakteristischem Kreise eine in einer charak- 
teristischen Ebene des Raumes enthaltene Kreislinie, und unter analytischer 
Abbildung eines Gebietes G, des Raums der x, y auf ein zweites G, eine 
umkehrbar eindeutige, durch zwei in G, regulare analytische Funktionen 
von x,y vermittelte Beziehung der Punkte von G, zu denen von G,. 

3. Unter den speziellen Kreisgebieten, deren analytische Abbildungen 

bisher allein naher untersucht worden sind, sind der Dizylinder 
|je—a|<1, ly—b\<1 
und die Hyperkugel 
2 3 
|ja—a| +|y—56| <1 
zu nennen. Neben denselben kann man sich als einfachste und wichtige 
Kreisgebiete die folgenden denken. 

Auf zwei verschiedenen charakteristischen Ebenen durch den Punkt 
(a,b) nehme man je einen Kreis mit nicht verschwindendem Radius und 
dem Zentrum (a,b). Die konvexe Hiille dieser beiden Kreise, d. i. der 
kleinste konvexe Bereich im vierdimensionalen Raum, der beide Kreise ent- 
halt, ist dann ein abgeschlossenes Kreisgebiet mit dem Mittelpunkt (a, b). 
Man sieht es am einfachsten ein, indem man eine affine analytische Trans- 
formation des Raumes, d.h. eine ganze lineare Transformation von z, y 
vornimmt, die die obigen Kreise in die beiden 

|jzj|=1, y=0 
bzw. 

z=0, |y|=1 

iiberfiihrt. Eine solche Transformation fiihrt offenbar Kreisgebiete mit dem 
Mittelpunkte (a,b) in solche mit dem Mittelpunkte (0,0) iiber und um- 
gekehrt. AuBerdem muB8 sie, als lineare Beziehung, die konvexe Hiille 
der beiden ersten Kreise in die konvexe Hiille der beiden letzten trans- 
formieren. Letztere ist aber der Bereich 


(1) KK: |«#|+\y|/S1, 
und dies ist ersichtlich ein abgeschlossenes Kreisgebiet mit dem Mittel- 
punkt (0,0). Das zugehdrige (offene) Kreisgebiet wollen wir mit K be- 


; 
‘ 
7 
' 





>> 
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zeichnen, also 

(2) K: ja|+l|y|<1. 

Es kann als die Normalform der oben erklarten Kreisgebiete angesehen 
werden. 

Was wir nun behandeln wollen, ist die Frage der analytischen Ab- 
bildungen dieser Kreisgebiete, welche die konvexe Hiille zweier charakte- 
ristischer Kreise bilden — also im wesentlichen des Kreisgebietes K — 
auf beliebige Kreisgebiete. 

4. Ein Teil der aufgeworfenen Frage wird durch folgenden Satz er- 
ledigt : 

Satz 1. Jede analytische Abbildung des Kreisgebietes 


|z|+ly|<1 
auf ein beliebiges Kreisgebiet G mit dem Mittelpunkt (a,b), bet welcher 
die Mittelpunkte der beiden Gebiete einander entsprechen, ist eine Affinitdat: 


X—a=px+qy, 
Y—b=r2z+ey. 


Dieser Satz ist zum Teil in einem Ergebnis von Herrn Reinhardt*) ent- 
halten. In seinem obigen Umfang ist er durch Herrn Carathéodory be- 
wiesen worden. Wir geben in den §§ 16—17 diesen Beweis in einer teil- 
weise vereinfachten Form wieder. 

5. Durch Satz 1 kennen wir alle diejenigen analytischen Abbildungen 
von K auf Kreisgebiete, die die Mittelpunkte ineinander iiberfiihren. Es fragt 
sich jetzt, ob es analytische Abbildungen gibt, die das nicht tun. Gibt 
es insbesondere analytische Abbildungen von K auf sich selbst, die den 
Mittelpunkt verriicken? 

Wir werden zeigen, daB diese Fragen zu verneinen sind, in Bestati- 
gung einer dahingehenden Vermutung von Herrn Carathéodory. Das in 
der Hauptsache zu Beweisende formulieren wir im 

Satz2. Bei jeder analytischen Abbildung des Kreisgebietes |x| -+-|y| <1 
auf sich selbst bleibt der Mittelpunkt fest. 

Aus diesem letzten Satz in Verbindung mit Eatz 1 folgt leicht das 

Korollar. Die einzigen analytischen Abbildungen von |x| -+-|y|<1 
auf sich selbst werden durch die Drehungen gegeben: 


X=e"z, 
(3) ip 
Y=e"y 
*) K. Reinhardt, Uber Abbildungen durch analytische Funktionen zweier V erinder- 


licher, Math. Annalen 88 (1921), S. 243, Satz 1. 
21* 








324 N. Kritikos. 
oder 


(4) 
mit reellem « und f. 

Dieses Verhalten von K steht in einem hervorstechenden Gegensatz 
zu demjenigen des Dizylinders und der Hyperkugel, welche beide bekannt- 
ich analytische Transformationen in sich zulassen, durch die ein beliebiger 
jhrer Punkte in den Mittelpunkt gebracht werden kann. 

6. Anderseits ergibt sich aus Satz 2 der 

Satz 3. Bet jeder analytischen Abbildung von |x|+\y|<1 auf 
ein Kreisgebiet entsprechen die Mittelpunkte einander und die Abbildung 
ist eine Affinitat. 

Beweis. Gabe es namlich eine analytische Abbildung A von K auf 
ein Kreisgebiet G mit dem Mittelpunkt (a, 6), bei welcher die Mittel- 


punkte nicht ineinander iibergingen, so bilde man weiter G auf sich selbst 
ab durch die Abbildung 


B: z —a=(x—a)e, y¥ —b=(y—b)e®®, 


X=e“y, 
Y=e"%x 


in der @ einen festen reellen Wert zwischen 0 und 22 hat. Die zu- 
sammengesetzte analytische Abbildung ABA™* bildete dann K auf sich 
selbst ab, ohne den Mittelpunkt festzulassen, was gegen Satz 2 verstéBt. 
Das weitere folgt dann aus Satz 1. 

7. Zusammenfassend werden wir also folgendes sagen kénnen. Die 
Kreisgebiete, die zusammen mit threr Begrenzung die konvexe Hiille zweier 
konzentrischer, aber verschiedenen charakteristischen Ebenen angehdrender 
Kreise ausmachen, bilden unter den Kreisgebieten eine Klasse fiir sich; 
ste kénnen auf keine anderen Kreisgebiete analytisch abgebildet werden, 
und die einzigen analytischen Abbildungen, die sie aufeinander oder auf 
sich selbst abbilden, sind die Affinitdten, welche die Paare der die Gebiete 
festlegenden Kreise ineinander iiberfiihren. 

8. Was nun den Beweis von Satz 2 betrifft, so konnten wir ihn unter 
der Annahme, da8 die Abbildungsfunktionen noch auf dem Rande von K 
regular sind und dort eine von Null verschiedene Funktionaldeterminante 
besitzen, sehr kurz und mit gelaufigen funktionentheoretischen Mitteln 
fiihren*). Ohne diese sehr einschriankende Annahme ist er uns aber nur mit 
Heranziehung der neuartigen Begriffsbildungen und Ergebnisse von Herrn 
Carathéodory gelungen. Wir wollen daher in den §§ 9—15 kurz zusammen- 
stellen, was wir daraus brauchen werden. 


*) N. Kritikos, Uber analytische Abbildungen des Gebietes | x| + | y| <1 auf sich, 
Bull. de la Soc. Math. de Gréce 8 (1927), S. 42—45. 
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9. Es sei G@ ein beschranktes Gebiet des vierdimensionalen Raums 
der xz, y. Wir denken uns in @ die Carathéodorysche Metrik durch die 
Distanzfunktion Dg (A, B) erklart*) und fassen einen Punkt P, (x,, y,) von G 
ins Auge. Es sei 


P,: =(t), y=y(t) (O<S#3S1) 


ein regulires Kurvenstiick, das von P, ausgeht; dividiert man den fiir hin- 
reichend kleine positive ¢ gebildeten Vektor 


e—Z = (t)— (0), y—%m=y(t)— (0) 
durch Dg(P,, P,) und geht man zur Grenze t= 0* iiber, so erhalt man 
einen Vektor ; 

: t)— 
a= lim 

‘ t)—y(0 
a ie eon ay ‘ 
der in die Richtung der Tangente an der Kurve im Punkte P, fallt und den 
wir uns von diesem Punkt aus aufgetragen denken. Jetzt variiere man die 
Kurve, so daB sie alle méglichen Richtungen durch P, annimmt. Der 
Vektor (5) beschreibt dann eine Punktmenge Ig(z,,y,), die Herr 
Carathéodory als die Indikatrix des Gebiets G im Punkt P, bezeichnet. 
Von derselben beweist er, daB sie ein abgeschlossenes, konvexes Kreis- 
gebiet mit dem Mittelpunkt P, ist. Ist G ein Kreisgebiet, so wird auBer- 
dem gezeigt, daB seine Indikatrix im Mittelpunkte mit der konvexen Hiille 
von G zusammenfiallt. 


10. Wegen der Invarianz der Distanzfunktion bei analytischen Ab- 
bildungen*) gilt nun folgendes. 
Das Gebiet G mége auf G* durch 


(5) 


a*=f(z.y), y°=9(z,y) 
analytisch abgebildet sein, der Punkt P,(z,,y,) gehe in Pp (xo, yo) tiber. 
Dann hingen die Indikatrizen Ig (x,, y,) und I'g-(xo, yo) affin zusammen 
durch die Gleichungen 
g* — 2g = p(§ — %) +4(— Yo)» 
n* —yo = 1(§ —%) + 6(n—%), 
wobei die Transformationskoeffizienten die Werte 


P=f,(%,Yo), T=, (%» Yo)» 


r=9, (2, Yo)» 8 =9,(%q; Yo) 
haben. 


5) § 4, 8S. 78 der in FuBnote *) zitierten Carathéodoryschen Abhandlung. 
*) Satz 1, 8S. 81 der Carathéodoryschen Abhandlung. 
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11. Um also Satz 2 zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB die Indi- 
katrizen von K im Mittelpunkt und in einem beliebigen andern seiner 
Punkte keine solche affine Transformation der einen in die andere gestatten. 

Nun ist, nach § 9, die Indikatrix eines konvexen Kreisgebietes in seinem 
Mittelpunkt identisch mit dem abgeschlossenen Kreisgebiet selbst. Also 
kennen wir die Indikatrix von K im Mittelpunkt (d. i. K nach unserer 
Bezeichnung (1)), und es handelt sich weiter darum, ausreichenden Auf- 
schlu8 iiber die Indikatrix von K in einem beliebigen andern Punkt zu 
erlangen, um den Nachweis der Unméglichkeit eines affinen Zusammen- 
hangs zwischen beiden fiihren zu kénnen. 


12. Die Lésung der letzten Aufgabe wird durch den Begriff der 
metrischen Ebene erméglicht. Darunter wird folgendes verstanden. 

Es seien 

z=f(u), y=g(u) 

zwei im Einheitskreis |u| <1 regulire analytische Funktionen, die z. B. 
eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der Punkte eines beschrinkten 
Stiickes F einer charakteristischen Flache im vierdimensionalen Raum der 
x,y zu den Punkten des Einheitskreises |u| < 1 vermitteln. Die Gesamt- 
heit der analytischen Funktionen von z,y, die in den Punkten von F 
regular und absolut genommen <1 sind, erzeugt, genau wie bei einem 
vierdimensionalen Gebiet, eine Metrik auf F vermége der analog zu de- 
finierenden Distanz D y(P;, P;) zweier Punkte P; und P; von F. Wie 
Herr Carathéodory zeigt, ist diese Distanz gleich der nichteuklidischen 
Entfernung H(u,,u,) der entsprechenden Punkte im Kreis |u| < 1: 


(6) Dp( Pi, P2) = E(u, Ue). 
Man setze jetzt voraus, F liege innerhalb des Gebietes G. Dann gilt 
offenbar, fiir zwei beliebige Punkte von F, 

Dy(Pi, Ps) = De( Pi, Ps).’) 


Besteht nun in dieser Relation das Gleichheitszeichen durchweg fiir alle 
Punktepaare, so hei®t F nach Herrn Carathéodory eine metrische Ebene 
von G. Die Kenntnis einer metrischen Ebene liefert uns die Metrik von G 
wenigstens fiir die Punkte dieses Gebietes, die auf dem zweidimensionalen 
Flachenstiick liegen. 

13. Eine Methode, um metrische Ebenen zu konstruieren, gewinnt 
Herr Carathéodory durch folgende Betrachtungen. 

Es werde mit Z der Dizylinder 


jaj<1, |yl<1 





*) Vgl. Satz 2, S. 81 der Carathéodoryschen Abhandlung. 
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bezeichnet, und es sei F ein in Z gelegenes charakteristisches Flachen- 
stiick, gegeben durch die Gleichung 

y= f (x), 
worin f(x) eine fiir |z|< 1 regulare analytische Funktion mit einem 
absoluten Betrag <1 darstellt. P, und P, seien zwei Punkte von F, 


die den Punkten z, bzw. x, entsprechen mégen. Nach dem Schwarzschen 
Lemma in der Formulierung von Herrn Pick®*) gilt 


E(x,, x4) = E(f(x,), f(%,))- 
Dz(P;, P,) = E(21, 2). 


Anderseits haben wir nach (6) 
Dp(P;, Ps) = E (21, x2), 
folglich gilt fiir zwei beliebige Punkte von F 
Dp(P;, Pe) = Dz( Pi, Pe), 
d. h. aber: F ist eine metrische Ebene von Z. 


14. Dieses Resultat laBt sich jetzt folgendermaBen verwerten, um, 
unter gewissen Voraussetzungen, metrische Ebenen auch fiir andere Ge- 
biete G nachzuweisen. 


Es liege das obige Flachenstiick F in G und @ sei eine Teilmenge 
von Z. Dann gilt fiir zwei beliebige Punkte von F 
Dp(t. Pz) > De (Pi, Pe) > Dz (Pi, P2)*®). 

Anderseits ist, wie wir soeben gesehen haben, 

Dy( Pi, P2) = Dz (Pi, Pa). 
Folglich besteht die Gleichung 

Dy(P:, P2) =Do(Pi, Pr), 
und F ist eine metrische Ebene nicht nur von Z, sondern auch von G. 


15. Um also metrische Ebenen eines Gebietes G zu finden, kann 
man versuchen, durch Ausfiihrung einer geeigneten analytischen Abbildung 
A von G, dieses Gebiet in ein solches G* zu transformieren, das in einem 
Dizylinder Z liegt und dessen Begrenzung einen gemeinsamen Teil 7' mit 
der Begrenzung von Z hat. Lat sich dann, was nicht immer der Fall 
zu sein braucht, ein charakteristisches Flaichenstiick F* so konstruieren, 


Also ist *) 


5) G. Pick, Uber eine Eigenschaft der konformen Abbildung kreisférmiger Bereiche, 
Math. Annalen 77 (1916), S. 1—6. 

*) Satz 5, S. 83 der Carathéodoryschen Abhandlung. 

%) Siehe Zitat ”). 
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daB es selbst in G*, sein Rand aber in T liegt, so ist, nach dem Vor- 
hergehenden, F* eine metrische Ebene von @*, folglich das durch A* 
gewonnene Bild F von F* eine solche von G. 


16. Wir bringen nun zunichst den Beweis von Satz 1. Er stiitzt 
sich auf den 


Hilfssatz. Es seien p(x, y) und w(x, y) regulér in K. Zweitens sei 
le(z.¥)|+|¥(z,y¥)|<1 


fiir alle Punkte von K. Drittens sollen in der Umgebung von (0,0) die 
Entwicklungen 


P(z,y)=e+ S a, 2™y", 


(7) min22 
' v(z,y)—yt & bag e™y" 
mina? 
gelten. Dann ist 
g(z,y)=2, y(e,y)=y. 

Beweis. Es sei 0< «<1 und wu eine komplexe Variable mit einem 
absoluten Betrag <1. Die Punkte («u,(1—«)u) und (au, («2 —1)u) 
liegen dann simtlich in KX, daher sind die Funktionen 

P(u) = y(au, (1—«)u)+ yp(aeu, (1—a)w), 
Y(u) = p(au, (a—1)u)— p(aeu, (a —1)u) 


nach unseren Voraussetzungen fiir |u| < 1 regular und absolut genommen 
<1. Ferner ist 


® (0)= P (0)=0, 
'(0) =P’ (0) = 1. 
Also gilt, nach dem Schwarzschen Lemma, 
O(u)=VP(u)=u 
fiir alle « aus dem Intervall (0,1). Daraus ergeben sich, unter Beriick- 
sichtigung der Entwicklungen (7), die Gleichungen 
Stn +b, 4 --)@"(1—«)*"=0, 


k 
2 (Gy, xm = Dan, x —m) %” ( = Yi —_ 0 


fiir k= 2,3,... und alle « des Intervalls (0,1). Folglich mu8 


a,,,, + 5,,=9, 

4,,, — 6, = 
oder 

a,,, =,,, = 0 
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fiir alle in Betracht kommenden Indizes sein, womit die Behauptung be- 
wiesen ist. 


17. Beweis von Satz 1. Es liege jetzt eine analytische Abbildung 
(8) X=f(z,y), Y=g(z,y) 
von K auf ein Kreisgebiet @ vor, als dessen Mittelpunkt wir ersichtlich 
den Punkt (0,0) annehmen diirfen. Die Abbildung soll den Mittelpunkt 
festlassen. Wir transformieren G durch eine analytische Affinitat 
9) X*=AX+BY, 
( Y*=CX+DY 
in ein Kreisgebiet G* derart, daB die Funktionen 


v(x, y)=Af(x,y)+Bg(z,y), 
v(z,y)=Cf(z,y)+Do(x, 9), 
welche die analytische Abbildung von K auf G* vermitteln, den Be- 
dingungen geniigen: 

y:(0,0)=1, (0,0)—0, 

yz(0,0)=0, y,(0,0)=—1. 

Nach § 10 sind dann die Indikatrizen Ix(0,0) und Ig+(0,0) mit- 
einander identisch; anderseits fallt jede derselben nach § 9 mit der kon- 
vexen Hiille des zugehérigen Kreisgebietes zusammen. Folglich ist die 
konvexe Hiille von G@* identisch mit K, und mithin ist @* in K ent- 
halten. Die Funktionen (10) erfiillen demnach alle Voraussetzungen des 
Hilfssatzes, und wir kénnen schlieBen, daB die Abbildung von K auf q* 
die Identitét ist, daB also K mit G* zusammenfillt. Die Abbildung (8) 
von K auf @ ist somit invers zur Affinitét (9), also selbst eine analytische 
Affinitét. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

18. Wir gehen jetzt zur Bestimmung von metrischen Ebenen des 
Kreisgebietes K iiber. 

Durch die analytische Transformation 


(10) 


(11) 2’=a2+y, y’=2-y 
wird K in ein Gebiet K’ iibergefiihrt, das offenbar im Dizylinder 
Z:  jx'|<1, |y’'|<1 


enthalten ist. Die Punkte 

z=yet®, y=(1— yet, 
mit reellem y aus dem Intervalle 0 <y<1 und beliebigem reellem 0, 
gehéren der Begrenzung von K an und werden in die Punkte 


wv’ =et0, y’=(2y—1)ef? 





330 N. Kritikos. 

transformiert, die sowohl Repent * von K’ als auch von Z’ sind. 
Die Punktmenge 

(12) w": 2’ =ef?, y’ =(2y— 1)e*, 

fiir alle reellen 6 und jedes y aus 0 < y <1, ist also ein Teil des Durch- 


schnitts der beiden Begrenzungen von K’ und Z’; auf ihr ist das Ver- 
haltnis y’:2z’ reell und auBerdem 


, 
¥ 
a’ 


—Il 


lA 
IA 


1. 


19. Es handelt sich jetzt nach § 15 darum, eine analytische Funktion 
y’ = f(z’) 

zu finden, die fiir |z’|< 1 regular ist und im vierdimensionalen Raum 
durch ein Flachenstiick innerhalb K’ dargestellt wird, dessen Rand in ’ 
liegt. Dazu ist notwendig, daB die Funktion 
g (z’)= a 
fiir |x’ |< 1 regular sei bis auf den Punkt x’ = 0, wo sie einen Pol erster 
Ordnung haben kann, und daB sie reelle Grenzwerte aus dem Intervall 
(—1, 1) annehme, wenn 2’ gegen einen Punkt der Kreisperipherie | x’| = 1 
strebt. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn man g(x’) entweder als eine 
reelle Konstante aus dem Intervall (— 1, 1) oder als eine Funktion definiert, 
die den Einheitskreis |z’|< 1 auf die lings eines Stiickes dieses reellen 
Intervalls aufgeschlitzte komplexe Zahlenebene konform abbildet und da- 
bei den Punkt z’ = 0 in den unendlich fernen Punkt iiberfiihrt. 

Sind @ und o die zwei Endpunkte des Schlitzes, so erhalt man nach 
bekanntem elementarem Verfahren eine Abbildungsfunktion durch die 
Gleichung 


(13) p(x’) = @-9# there) +e-o 





Zur Verifizierung kann man p(e*®) berechnen; man findet sofort 


6 - — @ 
3 __pinedl oo 
yp (e*®) = pcos g +osin*>, 


also beschreibt g(x’) einen geschlossenen Weg auf der reellen Strecke 
von @ bis o, wenn x’ die Kreisperipherie |x’| = 1 durchlauft. 

Fiir 9 =o wird p(z’) gleich der Konstanten 9. Die Gleichung (13) 
wird also simtliche oben angefiihrtén méglichen Definitionen von p(z’) 
in sich fassen, wenn wir die reellen Parameter 9 und o unabhingig von- 
einander das Intervall (— 1,1) durchlaufen lassen. 








Led 
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20. Von der Funktion g(x’) gehen wir jetzt zu 





y' = f(x!) = 2' 9(2') = 2F"2"* + Fle t+o)e! +2 


iiber; f(x’) ist fiir |2’| <1 regular und die Beziehung y’ = f(z’) wird, 
fiir diese z’, im vierdimensionalen Raum durch ein charakteristisches 
Flachenstiick F’ dargestellt, dessen Rand 


: , : 6 9 @ 
x’ = 8, y’ =f (e**) = (900s*> + asin? >) et? 


in (12) liegt. Daraus folgern wir, da8 F’ in K’ enthalten ist. 

In der Tat ist K’, als affines Bild von K, ein konvexes Gebiet. Wir 
fassen eine beliebige Stiitzhyperebene von K’ ins Auge; sie kann durch 
eine Gleichung 

R(az’+by’+c)=—0 
dargestellt werden, worin a, b, c komplexe Konstanten sind und ® den 
reellen Teil des in der Klammer stehenden Ausdrucks bedeutet. Dabei 
kénnen wir das Vorzeichen der a, b, c so wahlen, daB K’ im Halbraum 


R(az’+ by’+c)>0 
zu liegen kommt. Nach dem Vorhergehenden ist nun fiir |2’| = 1 
Raa’ + bf(z’)+c)S0, 


denn fiir diese Werte von 2’ liegt ja der Punkt (2’, f(2’)) auf der Be- 
grenzung von K’. Mithin gilt, nach dem Satz iiber das Maximum einer 
harmonischen Funktion, fiir |2’| < 1 


R(az’ + bf(x’)+c)>0. 


Dies besagt aber, daB das Flachenstiick F’ im selben durch die betrach- 
tete Stiitzhyperebene bestimmten Halbraum liegt wie K’ selbst, und da 
die Stiitzhyperebene beliebig war, mu8 F’ im Gebiet K’ enthalten sein. 

21. Wir kénnen jetzt § 15 in Anwendung bringen und schlieBen, daB 
F’ eine metrische Ebene von K’ ist. Das Bild von F’ durch die zu (11) 
inverse Transformation ist dann eine metrische Ebene von K, die durch 
die Gleichungen 











__@-o 1 e+e o—o 
om Pratt 3 (1+ 2")at ee, 
_ 6—@ 1 e+e o—o 
y= “sour ta(1—2y")et+ 


dargestellt wird, wobei der an Stelle von x’ ste iende Flachenparameter u 
den Einheitskreis |w~|< 1 zu beschreiben hat. 


22. Aus den letzten Gleichungen bekommt man eine 2-parametrige 
Schar von metrischen Ebenen des Kreisgebietes K, wenn die reellen Para- 


(14) 
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meter 9 und o das Intervall (—1, 1) unabhangig voneinander durchlaufen. 
Diese Schar kénnen wir zu einer 4-parametrigen erweitern, durch Be- 
niitzung der analytischen Drehungen (3), die offenbar K in sich und so- 
mit, wegen der Invarianz der Carathéodoryschen Metrik gegeniiber analy- 
tischen Abbildungen, metrische Ebenen von K in ebensolche transformieren. 
Wir erhalten auf diese Weise die 4-parametrige Schar von metrischen 
Ebenen : 








x= ete (2a + 5(1 +2t*)y 42-9), 
15 
My gmat (Seta +5 (1S) 54), 
Hingegen liefert die Ausiibung einer Drehung (4), die ebenfalls K in sich 
iiberfiihrt, nichts mehr Neues, weil dasselbe Resultat schon durch Ande- 
rung des Vorzeichens von @ und o erzielt wird. Anderseits sind nicht alle 
durch (15) dargestellten metrischen Ebenen voneinander verschieden. Es 
geniigt namlich nicht, um lauter verschiedene zu haben, die reellen Para- 
meter « und § modulo 22 einzuschrinken, man mu8 noch die Méglich- 
keit ausschlieBen, daB zwei Darstellungen durch Transformation des Flachen- 
parameters « auseinander hervorgehen. Kine leichte Diskussion zeigt nun, 
daS man zu diesem Zweck, fiir 9 +0, « und # etwa >0 und < 22, 
aber nicht beide > z, und, fiir 9 = o, « = 0 und 0 < f < 22 zu wihlen hat, 
Es sei noch bemerkt, daB die fiir 9g = o herauskommenden metrischen 
Ebenen nichts anderes sind als die durch den Anfangspunkt, den Mittel- 
punkt von X, hindurchgehenden simtlichen charakteristischen Ebenen 
des Raumes. 








23. Die Zahl der in (15) vorkommenden, im ganzen sechs Parameter 
kénnte den Gedanken nahelegen, da8 vielleicht durch je zwei Punkte von 
K eine metrische Ebene der Schar (15) hindurchgelegt werden kann. Dann 
miiBte es aber, aus Stetigkeitsgriinden, auch zu zwei beliebigen Punkten der 
Begrenzung von K eine metrische Ebene der Schar geben, die dieselben zu 
Randpunkten hat, und das ist nicht wahr; denn nach Konstruktion be- 
halt der Quotient £ auf der Berandung einer jeden metrischen Ebene (15) 
ein konstantes Argument bei. 

Man erkennt auBerdem leicht folgendes. Abgesehen vom Mittel- 
punkt (0, 0), enthalten die durch einen andern Punkt des Gebietes K 
hindurchgehenden metrischen Ebenen (15) keineswegs alle von diesem 
Punkt ausgehenden Richtungen des Raumes, wie es wiederum der Fall 
sein miiBte, wenn der obige Gedanke richtig wire. Z. B. treten die zu den 
Ebenen z = 0 oder y= 0 parallelén Richtungen nicht auf. Wir wollen 
nun im niachsten Paragraphen wenigstens die Bestimmung der metrischen 
Ebenen von K fiir diese letzten Richtungen vornehmen. 
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24. Es sei (a, b) ein beliebiger Punkt von K. Dann behaupten wir, 
daB die in K gelegenen charakteristischen Flachenstiicke 


(16) z=a, y=(1—|a|)u 
und 
(17) t=(1—|b])u, y=b 


fiir |u|< 1 metrische Ebenen von K sind. 

Wegen der Drehungen (3) und (4), die K in sich transformieren, 
brauchen wir die Behauptung nur fiir das erste Flachenstiick zu beweisen, 
und zwar unter der Annahme, da8 a reeil und nicht-negativ, also 

0sa<l 
ist. Wir betrachten dazu die analytische Abbildung 


ae Disne y 
z=7?, eas mo 





> 


welche in K regular und umkehrbar eindeutig ist. Sie fiihrt K in ein 
Gebiet K’ iiber, das im Dizylinder 


Z’: |a#’|<1, |y’|<1 
enthalten ist, denn fiir die Bilder (a’, y’) der Punkte (2, y) von K gilt 
|2"|=|2|<1, 


y= aie <1. 





Den Durchschnitt der Begrenzungen von K’ und Z’ finden wir, indem 
wir diejenigen Begrenzungspunkte von K’ aufsuchen, fiir die |z’| = 1 oder 
|y’| =1 ist. Es ergeben sich erstens die Punkte mit 


|z’|=1, y’'=0, 

zweitens die Punkte (2’, y’) mit reellem x’, fiir welche 
(18) Os2’s1i und fly’|=—1 
ist. 

Fassen wir jetzt das charakteristische Flaichenstiick 
(16’) z=a, y=(1l—a)u (|u| <1) 
ins Auge. Sein Bild 

2’=a, y' =& (|u| <1) 

ist in K’ enthalten und besitzt einen Rand 


z’=a, |y’|=—1, 
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der im Teil (18) des Durchschnitts der Begrenzungen von K’ und Z’ 
liegt. Also ist dasselbe nach § 15 eine metrische Ebene von K’, und 
mithin das Flachenstiick (16’) eine solche von K, wie zu beweisen war. 


25. Wir gehen jetzt dazu iiber, mit Hilfe der gefundenen metrischen 
Ebenen von K gewisse Teile der Indikatrix von K in Punkten P(a, b) 
zu bestimmen, die vom Mittelpunkt verschieden sind. Wir brauchen dabei 
nur diejenigen P in Betracht zu ziehen, die reelle, nicht-negative Koordi- 
naten z, y besitzen, denn ein beliebiger andrer Punkt von K kann in 
einen solchen durch Ausfiihrung einer Drehung (3) iibergefiihrt werden. 
Von a und b werden wir also voraussetzen, daB sie reell und nicht-negativ 
sind, und daB 
0<a+b6<1 
ist. 

26. Wir fragen zunachst nach den metrischen Ebenen aus der 2-para- 
metrigen Schar (14), die durch P hindurchgehen. Dafiir ist notwendig 
und hinreichend, daB, fiir geeignete Werte von @ und o und ein u= u, 
aus |u| <1, die Gleichungen 


1 


e@e-¢ ' e+e e-« 
ust g(1+ 25°) we + OS, 





a= 


@ 





b= FP ug + (1 — 25") u, + 5? 


8 8 
oder die 
a+b=u%, 
e-$a tel es 6 +t 
4 0 2 0 4 





gelten. Der Wert wu, ist also eindeutig featgelegt, und die Parameter 0, o 
miissen einer linearen Bedingungsgleichung geniigen, die wir in der Form 
(19) o(1+4,)* — o(1 —u,)* = 4(a — b) 
schreiben kénnen; auBerdem miissen 0 und o absolut <1 sein. 
Wir lésen nun (19) nach @ auf: 
_ 4(a—b)+o(1—%)* 
(20) e= (1 + Uy)? 


und schreiben die Bedingung dafiir hin, daB dieses 9 absolut <1 sei; 
wir erhalten auf diese Weise 





— (1-+%9)* S 4(a—b) + o(1—t9)* S (1 +%9)* 
oder, mit Beriicksichtigung von 
(1-+-,)* =(1—u,)* + 4(a+5), 


_ (imu) 80 2, & (1m)+ 80 
s°3°U-8) 


(I—%) 











\ 
( 
’ 
1 
( 
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Diese Bedingung ist aber fiir alle zulissigen Werte von o erfiillt. 
Wir bekommen also simtliche metrischen Ebenen der Schar (14), die 
durch den Punkt P laufen, wenn wir in den Gleichungen (14) o das Inter- 
vall (— 1, 1) durchlaufen lassen und g als Funktion von o gemiB8 (20) 
betrachten. Dabei entspricht der Punkt P allemal dem Wert u =u, =a-+b 
des Flachenparameters. 


27. AuBer dieser einparametrigen Gesamtheit von metrischen Ebenen 
durch P werden wir noch die beiden folgenden des § 24 brauchen: 


r=a, y=(l—a)u 
und 
x=(1—b)u, y=b. 
Bei diesen wird der Punkt P fiir u = _. bzw. i erhalten. 
28. Ist nun durch die Gleichungen 


(21) =f(u), =9(u) (|u| <1) 


eine metrische Ebene F von K gegeben, die fiir w—«u, durch den 
Punkt P(a, 6) hindurchgeht, so bekommt man nach §§ 9,12 die die 
Indikatrix Ixg(a,b) bildenden Vektoren fiir alle Richtungen, welche F 
im Punkte P beriihren, indem man setzt: 


_ ye F(t + 4u)—F(%) _ Au 
(22) Ot ae * eam f (tte) Jim a, =o H(t) + 4u, ty)’ 
n—b= lim Gim + 4) —9(%) g' (u,)- Jim - & 





tuzo 2(%+4u, up) —o E(u +4u, W, %)? 


E(u, + 4u, u,) bedeutet dabei die nichteuklidische Entfernung der beiden 
Punkte uw, und u,-+- 4u des Einheitskreises |u| <1, und der Grenziiber- 
gang des letzteren Punktes in den ersteren hat in einer bestimmten, aber 
beliebigen Richtung zu erfolgen. 

Um den in (22) an letzter Stelle rechts stehenden Limes bequem aus- 
zurechnen, nehme man die Transformation 
v— ty 
flhv—1 
des Einheitskreises |u| <1 in sich vor, die bekanntlich die nichteukli- 
dischen Entfernungen invariant lé8t. Man erhilt dann 


“= 





(% konjugiert komplex zu u, ) 


lim pe. Sere =(3) - im 
du=o 2 (%) +44, Uy) o=0 lim E7360) 0) 


und, mit Beriicksichtigung von 


1 1+ |4 
E(40,0)= 31g 57140} 
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lim 


Au 3 
xX“ ———_ = —j e Q, 
juno 2 (M+ 44, ty) (|Ho| 


wo 6 einen festen, aber beliebigen reellen Wert hat. 
Die so bestimmten Vektoren 


¢—a=f' (ug) (| up|*—1)e% 
n—b=9" (up) (| up|? — 1) et 


mit dem Anfangspunkt (a, b) fiillen, fiir 0 < 0 < 22, eine Kreisfliche aus, 
die der Schnitt der Indikatrix ,(a,b) mit derjenigen charakteristischen 
Ebene ist, welche die metrische Ebene (21) im Punkte P beriihrt. 

Statt von der Kreisfliche wollen wir im folgenden von dem dieselbe 
begrenzenden charakteristischen Kreise, dem Ort des Punktes (§, 7), 
sprechen. 

29. Die Anwendung der Gleichungen (23) auf die in den §§ 26, 27 
besprochenen metrischen Ebenen durch den Punkt P liefert jetzt folgende 
charakteristische Kreise der Begrenzung von Ig (a, 6): zunichst die ein- 
parametrige Gesamtheit 


(23) 


é—a=—[5(1—a—b)(1+3a—b)+$(1—a—b)* |e, 








(24) : ; an as 
n—b=—[5(1—a—6)(1—a+3b)—$(1—-a—b) |e 
fiir 
—lsocsl, 

sodann die zwei weiteren Kreise 

aa ee -..) «hoad 
(25) f-a=0, 4-—b=(1 (> 1)e 
und 

ene tee  —- rt) a te 
(26) é—-a=(l (a 1)e*, y—b=0. 


30. Unser letztes Ziel ist nun nach § 11, aus den soeben ermittelten 
Teilen der Indikatrix g(a, b) den Nachweis fiir die Unméglichkeit einer 
analytischen affinen Abbildung von I'g(a, b) auf Ix (0,0) zu erbringen. 
Wir beniitzen dabei folgende von Herrn Carathéodory eingefiihrte Dar- 
stellung der Kreisgebiete durch Punktmengen eines dreidimensionalen reellen 
Raumes mit den Cartesischen Koordinaten a, f, y. 

Es sei 


(27) é—a=2z,e", 


n—b=y,e° (0 <0 <2z) 
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ein (auf der Ebene y,(z—a)—2,(y—6)=0 gelegener) charakteri- 
stischer Kreis mit dem Mittelpunkt (a, 6). Wir setzen, falls 2, +0, 


y=|&—a|=|z,| 
iis til 
«+p Yo, 
und, falls z, = 0, 
y=|z%|=0 


at+tip=ye?. 

Fiir z +0 wird also der Kreis durch einen Punkt im Halbraum y > 9 
reprasentiert, fiir x, 0 durch die Punkte einer ganzen Kreislinie in der 
Ebene y = 0 mit dem Anfangspunkt O der a, 8, y als Zentrum. Umgekehrt 
entspricht jedem Punkte (a, 8, y) des Halbraums y > 0 und jeder Kreis- 
linie mit dem Mittelpunkt O in der Koordinatenebene y = 0 eindeutig 
ein charakteristischer Kreis mit dem Mittelpunkt (a, b); dabei sind natiir- 
lich die in den Gleichungen (27) auftretenden Konstanten z, und y, bis 
auf einen gemeinsamen komplexen Faktor vom absoluten Betrag 1 be- 
stimmt. Wir bemerken schlieBlich, daB diese gegenseitige Beziehung zwischen 
charakteristischen Kreisen des vierdimensionalen Raums mit dem Mittel- 
punkt (a, 6) und Punkten des dreidimensionalen Raumes in gewissem un- 
mittelbar verstandlichem Sinne stetig ist. 

31. Ein Kreisgebiet G mit dem Mittelpunkt (a,b) wird nun nach 
diesem Verfahren durch eine Punktmenge G* des Halbraumes y > 0 von 
folgender Beschaffenheit dargestellt: @* ist beschrinkt und relativ zum 
Halbraum y > 0 offen, sie enthalt den Anfangspunkt O, ist von ihm aus 
gesehen sternférmig, und ihre in der Ebene y= 0 gelegenen Punkte fiillen 
eine (unberandete) Kreisfliche aus. Umgekehrt ist jede solche in y>0 
liegende Punktmenge G* der Reprisentant eines Kreisgebietes mit dem 
Mittelpunkt (a@,6). Die relativ zum Halbraum y>0O definierten Be- 
grenzungspunkte von @*, das sind die Grenzpunkte von G* mit posi- 
tivem y und die Berandung der in y =0 gelegenen Kreisfliche von G*, 
entsprechen dabei den charakteristischen Kreisen, die die Begrenzung von 
G ausmachen. 


32. Wir wenden jetzt diese Darstellung auf I’,(0,0) und auf die be- 
kannten Teile von J'g(a, G) an. Als Repriasentanten Ix (0,0) von Ig (0, 0), 
d. h. K, finden wir den zwischen den Ebenen y= 0 und y = 1 gelegenen 
Teil des Kegels R 

a® + p* =(1—7)’ 
mit seinem Innern. 

Sodann erhalten wir aus den Begrenzungskreisen (24), (25) und (26) 
von I’z(a, b) folgende Grenzpunkte von I’x(a,6) in der Ebene 6 = 0: 
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erstens die Gesamtheit 
1 





«= 5(1—a—b)(1—a+3b)—5(1—a—b)’, 
(28) 1 : 
y=5(1—a—b)(1+8a—b)+5(1—a—b)° 
fiir 
—lsgocsl; 
zweitens die beiden Punkte 
b? 
(29) e— (1 —e}1—. 5), y=0; 
und drittens den Punkt 
x a y a® \ 
(30) «=0, y=(1—6)(1 aan): 


33. Untersuchen wir nun die Lage dieser Punkte in der Ebene f = 0 
mit dem Anfangspunkt O und den Koordinatenachsen « und y! 
Die Punkte (28) machen ein ganzes Stiick der Geraden 


(31) a+y=1—(a+b)*=c 

aus, namlich die Strecke mit den beiden Endpunkten 

(32) «=2b(1—a—b), y=(1+a—b)(1—a—b) 
und 

(33) «=(1—a-+b)(1—a—bB), y= 2a(1—a—b). 


Diese Strecke liegt ganz im ersten Quadranten und erreicht nur im Falle 
a=( oder }=0 mit dem einen Endpunkt eine der Koordinatenachsen. 
Der Punkt (30) liegt auf der y-Achse zwischen der Projektion des End- 
punktes (32) und dem DurchstoBpunkt der Geraden (31), fallt also fiir 
b=0 mit diesem Endpunkt zusammen. Ahnlich liegt der Punkt (29) 
mit dem positiven « auf der «-Achse zwischen der Projektion des End- 
punktes (33) und dem DurchstoBpunkt der Geraden (31), fallt also im 
Falle a= mit (33) zusammen. Symmetrisch zu ihm beziiglich O ist 
der zweite Punkt (29). Die Anordnung dieser Grenzpunkte von I"x (a, b) 
ist offenbar derartig, daB ein System von Geraden, auf denen sie simt- 
lich liegen wiirden, mindestens drei Geraden aufweisen mu8, von denen 
keine zwei symmetrisch in bezug auf O sind. 


34. Unser Nachweis wird jetzt folgendermaBen zu Ende gefiihrt. Wir 
leiten zunichst die Beziehung ab, die zwischen den dreidimensionalen Re- 
prasentanten zweier Kreisgebiete besteht, wenn die Kreisgebiete selbst 
durch eine analytische Affinitét miteinander zusammenhingen, und zeigen 
dann, daB eine solche Beziehung zwischen Tz (0, 0) und Is (a, b) nicht 
méglich ist. 
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35. Da bei der Darstellung eines Kreisgebietes im dreidimensionalen 
Raum die Lage seines Mittelpunktes keine Rolle spielt, diirfen wir denselben 
in den Punkt (0,0) verlegen und die analytische Affinitét in der Form 


'=pi+gqn=(p,+tp.)é+(g, +895)0, 
n' =ré+ten = (r, + try) é + (8, + #8)n 


ansetzen, wobei natiirlich 


(34) 


P @ 
r 








ist. Ein charakteristischer Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0) im Raume 
der (€, ») wird mit Hilfe der Koordinaten «, 8, y des ihn reprisentierenden 
Punktes und eines reellen Parameters @ durch die Gleichungen 
E=ye®, n=(a+4p)e 

dargestellt. Durch die Transformation (34) geht er in den Kreis 

f= [Pry +%%— GB +4(poy + Qe +4, B)Je*® 

7 =(r,7+8,¢—8, B+ i(ray + 8,4-+8, B)Je® 
iiber. Wir setzen darin zur Abkiirzung 

A=pxy+UNe¢—GB, B=pry+ae+QB, 

C=r,7+8,«—38, 6, D=r,y +8,«+ 8,8 
und bekommen 


p= (A+ 6B)e = + Va + BY (S45 
)A?+B* \4?+ B® 








a =(0+1D)e = (+) ae ar) Ot iD. 


Dieser Kreis wird nach § 30 im dreidimensionalen Raum der (a’, f’, y’) 
den durch Punkt 





y=le|, a ip = HE 
oder die Kreislinie : 

y=le |, a + ip’ =a!’ 
reprisentiert, je nachdem &’ +0 oder =0 ist. Es gelten also fiir die 
«’, B’,y’ folgende Transformationsformeln : 


y’ = + VA" + B*, 

»_ AC+BD 
(35) 4 Pate” 
AD-BC 


+ Ja*+B 





p’ — 
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mit dem Zusatz, daB, im Falle A= B= 0, die zwei letzten, unbestimmt 
werdenden Gleichungen durch 
a’ +ip’—(C+iD)et@ 
zu ersetzen sind. Aus diesen Formeln entnimmt man die in allen Fallen 
giltigen Beziehungen 
a’? + p’* — o* + D* 
«’* 1 Bp’? +y'* = 4*+ B*+0°+D". 
36. Gabe es nun eine analytische affine Abbildung von J’, (0,0) auf 
Ix (a,b), so wiirde man den Reprisentanten rz(a, b) durch eine Trans- 
formation (34) in Ix (0,0) iiberfiihren kénnen. Die Begrenzung von 
Iz (0,0) wird aber, nach §32, durch die Gleichung 
a’? + p* = (1 — 7’)? (0<7'S1) 

gegeben. Also miiBten nach (35) und (36) die Begrenzungspunkte von 
I'z(a, b) die Gleichung 
(37) o* + D* =(1— YA*+ B*): 
befriedigen. Die in der Ebene 6=0 gelegenen Begrenzungspunkte von 
Ix (a, b) miiBten mithin der Gleichung 
(38) 4[(P.7+9,0)* + (Pax + %*)") 

=(1+(p,7+ 9%) a (Psy + Qs a)” —(r,7+ 8a)" — (*,7 + 8a) }” 
geniigen, die man aus (37) erhalt, wenn man £ = 0 setzt und die Quadrat- 
wurzel entfernt. Nun gehéren zu den letzten Begrenzungspunkten die Punkte 


einer ganzer Strecke der Geraden (31); folglich miiBte die Gleichung (38) 
identisch in y erfiillt sein, wenn, gemaB (31), 


(36) 


a=c—y 
eingesetzt wird; d.h. der Ausdruck 


((p, —q)r +4q,¢)° + ((P, —43)¥ + 4¢ ? 


miiBte identisch mit dem Quadrat einer ganzen rationalen Funktion von 
y sein. Daraus folgt 


a % eed boa Pr} _o 


q vB Wi 
und man kann mithin 





(Pry +9,«)°+ (psy + 9%)" = (Py + Qa)® 
identisch in « und y setzen. Die Gleichung (38) kann jetzt in der Form 


(7,7 + 8,0)" + (ryy + 8,0)* = {i + (Py + Qa)]* 
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geschrieben werden, und man schlieBt auf dieselbe Weise wie vorhin, daB 
eine Identitat 
(r,y + 8,0)" + (17 + 0)” =(Ry + Sa)® 
in « und y gilt. Die Gleichung (38) nimmt also schlieBlich die Gestalt an: 
(Ry + 8a)* =(1+(Py + Qa)]’ 

und stellt somit, in der Ebene 6 = 0, héchstens vier verschiedene Geraden 
dar, die paarweise symmetrisch in bezug auf den Anfangspunkt O sind. 
Diese Geraden miiBten simtliche in der Ebene 6 = 0 gelegenen Begren- 
zungspunkte von "x(a, b) enthalten, das ist aber schon fiir die in § 33 
besprochenen Begrenzungspunkte unméglich. Die Annahme also, daB es 
eine analytische affine Transformation der Indikatrix I'g(0,0) in die In- 


dikatrix x(a, b) gibt, ist unhaltbar, und damit ist der Beweis von Satz 2 
vollstandig erbracht. 


(Eingegangen am 8. 5. 1927.) 








Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik. 
Von 
Paul Bernays in Géttingen und Moses Schénfinkel in Moskau. 


§ 1. 
Einleitende Ubersicht: Fragestellungen und bisherige Ergebnisse. 

Das zentrale Problem der mathematischen Logik, welches auch mit 
den Fragen der Axiomatik im engsten Zusammenhang steht, ist das Ent- 
scheidungsproblem. Es handelt sich dabei um folgendes. 

Betrachtet werden logische Formeln, welche variable logische Funk- 
tionen, d. h. variable Pradikate und Relationen enthalten. Die Argumente 
dieser logischen Funktionen sind wiederum Variable, deren mégliche Werte 
von den Dingen eines gewissen ,,Individuenbereiches“ gebildet werden. Die 
Variablen fiir Individuen schreiben wir als kleine, die fiir logische Funk- 
tionen als groBe lateinische Buchstaben. Aus den Funktionsvariablen und 
ihren Argumenten setzen sich die zu betrachtenden Formeln mit Hilfe 
der logischen Zeichen zusammen; es sind dies folgende Symbole: 


& ,und“ , Zeichen der Konjunktion; 
V oder“ , - » Disjunktion; 
— »wenn — so“, sa » Implikation 5 
— »nicht* , " » Negation; 

(x) fiir alle x“, Allzeichen ; 


(Ex) ,,es gibt ein x“, Seinszeichen. 

Jede in einer Formel vorkommende Individuenvariable xz, y, ... ist 
auf ein gleichnamiges All- oder Seinszeichen bezogen. 

Die logischen Zeichen werden nach der in der symbolischen Logik 
iiblichen Weise inhaltlich gedeutet, und zwar soll auch, wie iiblich, die Dis- 
junktion nicht im Sinne des ausschlieBenden ,,Oder“ (aut— aut), sondern im 
Sinne von ,,vel—vel“ verstanden werden; ferner soll eine Implikation wie 


P(x)—+ Q(x) 
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gleichbedeutend sein mit 

P(x) v Q(z) (,P (a) — nicht, oder Q(x)**). 
Beziiglich der Schreibweise der Negation wollen wir festsetzen, daB statt 
F(x), G(x, y,z) kiirzer F(x), G(x,y,z) geschrieben werden kann. 

Vermége der inhaltlichen Deutung stellen die Formeln Schemata von 
Aussagen dar, die noch zweierlei variable Elemente enthalten, namlich 
erstens den Individuenbereich, auf den sich die kleinen Variablen beziehen, 
und zweitens die Pridikate und Relationen, welche fiir die groBen Varia- 
blen eingesetzt werden kénnen. 

Es soll nun ein Verfahren gefunden werden, durch welches man von 
einer vorgelegten Formel stets entscheiden kann, ob sie fiir jeden Indivi- 
duenbereich und fiir jede Wahl der logischen Funktionen eine richtige 
Aussage liefert. 

Die logischen Funktionen werden hierbei lediglich in Hinsicht auf 
ihren Wertverlauf betrachtet, d.h. es kommt bei einer logischen Funktion 
fiir unsere Frage nur darauf an, da8 jedem Wertsystem ihrer Argumente 
eindeutig einer der Werte ,wahr“ oder ,falsch“ zugeordnet ist, gleich- 
giiltig, wie man zu dieser Zuordnung gelangt. 

Wir wollen eine Formel, die bei jeder Einsetzung logischer Funktionen 
eine richtige Aussage ergibt, eine ,,allgemeingiiltige* Formel nennen. 

Die geforderte Entscheidung betrifft die Allgemeingiiltigkeit einer 
Formel fiir jeden Individuenbereich. 

Ein Beispiel einer fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltigen 
Formel ist 





(a) (F(x) Vv F(zx)). 


Auf Grund der bekannten, die mathematische Logik beherrschenden 
Dualitdét, gemiB welcher wahr und falsch, Konjunktion und Disjunktion, 
Aligemeinheit und Ezxistenz einander dual entsprechen, gibt es zu dem ge- 
stellten Problem der Entscheidung iiber Allgemeingiiltigkeit auch ein duales, 
namlich die Frage der ,,2rfiillbarkeit“: es soll nach einem festen Verfah- 
ren von einer vorgelegten Formel entschieden werden, ob sie fiir gewisse 
Individuenbereiche bei passender Wahl der logischen Funktionen eine rich- 
tige Aussage liefert. 

Die beiden Probleme sind sachlich gleichhedeutend. Namlich die 
Frage der Allgemeingiiltigkeit ist fiir eine Formel & (groBe deutsche Buch- 
staben sollen hier, wie in Hilberts neueren Abhandlungen, zur Mitteilung 
von Formeln und von Formel-Bestandteilen dienen) dann und nur dann 
zu bejahen, wenn die Frage der Erfiillbarkeit fiir 2% zu verneinen ist. Es 
geniigt daher, die Methoden der Behandlung jeweils fiir eines der beiden 
Probleme zu entwickeln. Die Ergebnisse lassen sich dann auf das andere 
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Problem dualistisch iibertragen, ganz so wie es in der projektiven Geo- 
metrie auf Grund der dort bestehenden Dualitat geschieht. 

Eine naturgemaBe Erweiterung unserer Fragestellung ergibt sich aus 
der Rolle des Individuenbereiches. Niamlich statt bei einer vorgelegten 
Formel zu untersuchen, ob sie fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltig 
ist, kann man fragen: Wie mu8 der Individuenbereich beschaffen sein, 
damit die Formel allgemeingiiltig ist? 

Entsprechend 148t sich das Problem der Erfiillbarkeit in der Weise 
erweitern, daB man mit Bezug auf eine vorgelegte Formel fragt: Wie 
muB8 der Individuenbereich beschaffen sein, damit die Formel erfiillbar 
(d. h. bei einer passend gewahlten Einsetzung von logischen Funktionen 
richtig) ist? 

Die fragliche Beschaffenheit des Individuenbereiches kann nur in einer 
Anzahlbestimmung bestehen. Denn wenn zwei Individuenbereiche gleich 
viele Dinge enthalten, wenn also jedem Ding a des einen Bereiches um- 
kehrbar eindeutig ein Ding a’ des andern entspricht, so gehért auch zu 
jeder bestimmten logischen Funktion (von irgendeiner Anzahl k von Ar- 
gumenten), welche sich auf den ersten Individuenbereich bezieht, eine 
solche auf den zweiten Bereich beziigliche Funktion (von ebenfalls & Ar- 
gumenten), die fiir ein Wertsystem 


, , 
a, see, Of 


von Dingen des zweiten Bereiches dann und nur dann wahr ist, wenn 
die erste Funktion fiir das entsprechende Wertsystem 


Gyo sing, 


von Dingen des ersten Bereiches wahr ist; und ebenso umgekehrt. Es 
kann demnach zwischen den beiden Individuenbereichen in Hinsicht auf 
Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit logischer Formeln kein Unterschied 
stattfinden. 

Uberdies la8t sich von vornherein einsehen, daB die Bedingung fiir 
die Allgemeingiiltigkeit einer Formel nur eine Héchstzahl, diejenige fiir 
die Erfiillbarkeit nur eine Mindesizahl sein kann. 

Es gilt naimlich der Satz: Ist eine Formel fiir irgendeinen Individuen- 
bereich allgemeingiiltig, so ist sie es auch fiir jeden Bereich von kleinerer 
Individuenzah!, und ist eine Formel fiir einen Bereich erfiillbar, so ist 
es auch fiir jeden Bereich von grdferer Individuenzahl. 

Gema8 unserem Dualitiatsprinzip geniigt es, die eine der beiden Be- 
hauptungen zu beweisen; wir wahlen die- zweite. Es sei also eine Formel 
gegeben, die fiir einen gewissen Individuenbereich « erfiillbar ist. Wir 
wollen zeigen, daB die Formel fiir jeden Bereich f erfiillbar ist, welcher 








fiir 
ja - 
vor 


die 
gib 


er 
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« als Teilbereich enthalt. Damit ist dann auch gezeigt, daB sie iiberhaupt 
fiir jeden Bereich erfiillbar ist, der mehr Individuen als « enthalt, — da 
ja Bereiche von gleicher Individuenzahl sich hinsichtlich der Erfiillbarkeit 
von Formeln gleich verhalten. 


Es seien 
| ee 


die in der Formel vorkommenden Funktionszeichen. Nach Voraussetzung 
gibt es ein System bestimmter logischer Funktionen 


Dos Gas «+o Mes 


welche sich auf den Bereich « beziehen und welche, fir F,G,...,S ein- 
gesetzt, die betrachtete Formel zu einer richtigen machen. ¢ sei ein Ding 
aus @, und y sei die Gesamtheit, welche von c und ferner den nicht zu 
« gehérigen Dingen des Bereiches £ gebildet wird. Wir ordnen nun jedem 
Ding von f ein Ding von « zu, indem wir jedem Ding der Gesamtheit y 
das Ding c, und jedes nicht zu y» gehérige Ding von # sich selbst ent- 
sprechen lassen. Ferner ersetzen wir die logischen Funktionen F,, ..., S, 
durch neue Funktionen 
ae 


welche sich auf den Bereich § beziehen und deren Wahrheitswerte (,,wahr“ 
oder ,,falsch“) so bestimmt werden, da8 sie fiir jedes (aus # entnommene) 
Wertsystem ihrer Argumente beziiglich mit den Wahrheitswerten der alten 
Funktionen fiir das System der zugeordneten Werte aus « tibereinstimmen. 
Auf diese Weise erhalten wir eine auf den Bereich # beziigliche Aussage, 
welche auch durch Einsetzung aus der betrachteten Formel entsteht, und 
aus der Bildungsweise der Funktionen F,,..., 8, geht hervor, daB diese 
Aussage wiederum richtig ist’). 


Somit ist in der Tat die betrachtete Formel auch in dem Bereich £ 
erfiillbar. 


Bei dieser Uberlegung haben wir von einer Méglichkeit abgesehen, 
namlich der, daB der Individuenbereich iiberhaupt kein Ding enthilt. 
Diesen trivialen Ausnahmefall, der eine Sonderstellung einnimmt, wollen 
wir bei unseren Betrachtungen durchweg ausschlieBen. Seine Behandlung 
erledigt sich durch die Bemerkung, da8 fiir einen leeren Individuenbereich 
eine Formel mit voranstehendem Allzeichen stets allgemeingiiltig, eine 
solche mit voranstehendem Seinszeichen stets unerfiillbar ist. 





1) In betreff dieses letzten Punktes der Argumentation sei auf § 2, S. 353—354 
hingewiesen, wo fiir einen ganz entsprechenden Fall die Uberlegung ausfiihrlicher an- 
gegeben wird. 
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Um ein paar Beispiele fiir die Bedingungen der Allgemeingiiltigkeit 
bzw. Erfiillbarkeit anzufiihren, so ist die Formel 


(Ex) F(x) +(x) F(x) 


fiir diejenigen Bereiche allgemeingiiltig, welche nur ein Ding enthalten; 
die Formel 


{(Ex) (F(x) & G(x)) & (Ex) (F(x) & G(x))} — (x) F(x) 
ist allgemeingiiltig, sofern der Individuenbereich aus héchstens zwei Dingen 


besteht. Die Formel 
(Ex) F(x) & (Ex) F (zx) 


ist erfiillbar fiir die Individuenbereiche, welche aus mindestens zwei Dingen 
bestehen, die Formel 


(Ex) F(x) & (Ex) (F(x) & G(x)) & (Ex) (F(x) & G(x)) 


ist erfiillbar fiir die Individuenbereiche, die aus mindestens drei Dingen 
bestehen. ; 

Wie man leicht sieht, laBt sich jede endliche Héchtzahil durch die 
Allgemeingiiltigkeit, jede ‘endliche Mindestzahi durch die Erfiillbarkett einer 
Formel charakterisieren, und zwar braucht man dabei nur Funktionszeichen 
mit einem Argument. 

Auch der Unterschied zwischen endlichen und unendlichen Individuen- 
bereichen 1a8t sich durch die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit ge- 
wisser Formeln zum Ausdruck bringen, wobei nun aber (nach einem noch 
zu erwahnenden Satz) das Auftreten von Funktionszeichen mit mindestens 
zwei Argumenten wesentlich ist: 

So besteht z. B. die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Allgemeingiiltigkeit der Formel 


{(x) F (x, x) & (x) (y) (@) (( F(x, y) & F(y,z)) + F(x,z))} + (Ex) (y) F(z, y) 
in der Endlichkeit des Individuenbereiches, und demgema8 die Bedingung 
fiir die Erfiillbarkeit der Formel 

(x) F(x, x) & (x) (y) (z) (( F(a. y) & F(y,z))— F(x, z)) & (x) (Ey) F (x,y) 


in der Unendlichkeit des Individuenbereiches. 


Der Unterschied zwischen abzahlbaren und iiberabzahlbaren Individuen- 
bereichen kann dagegen, nach einem zuerst von Léwenheim®), spiter auf 


*) Leopold Liwenheim, ,Uber Méglichkeiten im Relativkalkul“, Math. Annalen 76. 
Leipzig 1915. 
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andere Weise von Skolem*) bewiesenen Satz‘), nicht durch die Allgemein- 
giltigkeit oder Erfiillbarkeit einer Formel ausgedriickt werden. 

Um diesen Unterschied zur Darstellung zu bringen, mu8 man zu dem 
erweiterten Formalismus der ,,zweiten Stufe* aufsteigen. Dieser besteht 
darin, daB das Allzeichen und das Seinszeichen nicht nur in Verbindung 
mit den kleinen Variablen, sondern auch mit den groBen Variablen an- 
gewandt werden, so daB man Alligemeinheit und Existenz nicht nur in 
bezug auf Individuen, sondern auch in bezug auf logische Funktionen 
formal ausdriicken kann. 

Z. B. die Formel 

(P) (BQ) (x) (P(x) v Q(z) 
besagt: ,,Zu jedem Priadikat gibt es ein mit ihm unvertrigliches Pradikat*“; 
die Formel 


(R) (ES) (x) (y)((R(x, y) + S(y, x)) & (S(x,y) > R(y, x))) 


besagt: ,,Zu jeder zweigliedrigen Relation gibt es eine solche, die aus ihr 
durch Vertauschung der beiden Glieder entsteht.“ 

In dieser Symbolik kann die Allgemeingiiltigkeit und ebenso die Er- 
fiillbarkeit einer Formel der ,,ersten Stufe“, d. h. einer Formel unseres 
bisherigen Formalismus, selbst durch eine Formel dargestellt werden. 
Z. B. die Allgemeingiiltigkeit der Formel 

(x) (F(x) v F'(2x)) 
stellt sich dar durch die Formel 
(F) (x) (F(z) v F(z), 
die Erfiillbarkeit der Formel 


(x) (y) (R(x, y) + Ry, z)) 


(ER) (x) (y) (R(x, y) > R(y,2)). 


Bei dieser Darstellung durch eine Formel der zweiten Stufe ist die 
Abhingigkeit von den variablen logischen Funktionen beseitigt. Es bleibt 
in der Formel nur noch der Individuenbereich unbestimmt. 

Die beiden Fragen der Allgemeingiiltigkeit und der Erfiillbarkeit er- 
scheinen nunmehr als Spezialfille des viel allgemeineren Problems, von 
einer beliebigen Formel der zweiten Stufe zu entscheiden, ob sie richtig 


durch die Formel 


%) Th. Skolem, ,Logisch-kombinatorische Untersuchungen iiber die Erfiillbarkeit © 
oder Beweisbarkeit mathematischer Siatze nebst einem Theorem iiber dichte Mengen“. 
Videnskapsselskapets Skrifter. I. Mat. Naturv. Kl, 1920, Nr. 4. Kristiania. 

*) Dieser Satz wird im folgenden genauer formuliert. 
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ist oder nicht, bzw. unter welchen Bedingungen fiir den Individuen- 
bereich sie richtig ist. (Diese Bedingungen kénnen wieder nur Anzahl- 
Bedingungen sein.) 

Eine andere Erweiterung der Problemstellung besteht darin, da8 in 
den zu untersuchenden Formeln neben den variablen logischen Funktionen 
die Identitdtsrelation als bestimmte logische Funktion zugelassen wird. 

Die ersten Untersuchungen auf dem Gebiete des Entscheidungs- 
problems sind von Schréder angestellt worden. 


Zu systematischen Ergebnissen ist zuerst Léwenheim in seiner ( vorhin 
zitierten) Abhandlung ,,Uber Méglichkeiten im Relativkalkiil* gelangt. 

Hierin behandelt er erstens das Entscheidungsproblem fiir den Fall 
von Priadikatenformeln, d.h. von solchen Formeln, in denen ausschlieBlich 
Funktionen eines Arguments auftreten; und zwar lést er es vollstandig, 
fiir Formeln der ersten Stufe, unter Einbeziehung der Identitatsrelation 
und andeutungsweise auch fiir Formeln der zweiten Stufe. 

Ferner zeigt er, daB jedes Problem der Entscheidung iiber Allgemein- 
giltigkeit oder Erfiillbarkeit sich auf ein solches zuriickfiihren la8t, in welchem 
die zu betrachtende Formel nur Funktionen von zwei Argumenten enthilt. 


Drittens beweist er den Satz, daB eine Formel der ersten Stufe, die 
iiberhaupt fiir irgendeinen Individuenbereich erfiillbar ist, auch fiir einen 
abzahlbaren Individuenbereich erfiillbar ist oder, in der hierzu dualen Aus- 
drucksweise: daS eine Formel der ersten Stufe allgemeingiiltig fiir jeden 
Individuenbereich ist, falls sie fiir jeden abzaéhlbaren Individuenbereich 
allgemeingiiltig ist. 

Fiir diesen Satz hat hernach Skolem (in der oben zitierten Abband- 
lung) einen etwas einfacheren Beweis gegeben. 

Das Entscheidungsproblem fiir die Pridikatenformeln hat, unabhangig 
von Léwenheim, spater Behmann behandelt und zur vollstandigen Er- 
ledigung gebracht'*). 

Diese Untersuchung liefert insbesondere das Ergebnis, daB die Be- 
dingung fiir die Individuenzahl nur in (unteren oder oberen) Abgrenzungen 
durch endliche Zahlen bestehen kann‘), und zwar gilt dies auch fiir die 
Formeln der zweiten Stufe und unter Einbeziehung der Identitatsrelation, 
so daB also der Unterschied zwischen endlichen und unendlichen Gesamt- 
heiten nicht durch die Richtigkeit einer Pradikatenformel der zweiten Stufe, 
und erst recht nicht durch die Allgemeingiiltigkeit oder Erfiillbarkeit einer 





5) Heinrich Behmann, ,, Beitrige zur Algebra der Logik. insbesondere zum Ent- 
scheidungsproblem“. Math. Annalen 86, Heft 3/4 (1922); 8. 1683—229. 

*) Der Fall eines unendlichen, durch eine endliche Zahl nach unten abgegrenzten 
Anzahlintervalles kommt hiernach auch in Betracht. 
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Pradikatenformel der ersten Stufe — selbst bei Hinzunahme der Identitats- 
relation — zum Ausdruck gebrackt werden kaan. 

Im folgenden soll nun fiir den allereinfachsten bisher noch nicht er- 
ledigten Fall das Entscheidungsproblem gelést werden. Es handelt sich 
dabei lediglich um Formeln der ersten Stufe unter AusschluB der Identitits- 
relation. 

Man gewinnt eine Klassifikation dieser Formeln auf Grund der Tat- 
sache, daB — gem&B einem Satze des Logikkalkuls — jede logische Formel 
in eine solche ,Normalform“ umgeformt werden kann, bei der die All- 
zeichen und Seinszeichen alle der ganzen Formel voranstehen und die mit 
ihr in bezug auf Wahrheit und Falschheit vollkommen gleichwertig ist. 
Beispielsweise kann die vorhin erwahnte Formel 


{(x) F(x, x) & (x)(y)(z) ((F(z, y) & F(y,2)) + F(z, z))} 


— (Ex) (y) F(x, y) 
auf folgende Normalform gebracht werden: 


(Ex) (By) (Ez) (u){F(2, x) Vv (F(z, y) & F(y,2) & F(2,z))v F(z, u)}. 


Denken wir uns nun die zu betrachtenden Formeln auf eine solche 
Normalform gebracht, so sind die einfachsten Fille von Formeln, die nicht 
Pradikatenformeln sind, diejenigen, in denen nur zwei Zeichen voranstehen. 
Auf diese Formeln beziehen sich die folgenden Betrachtungen. Von den 
vier méglichen Typen 


(z)(y)U(z,y), (Bx)(By)UA(xz,y), (x)(Ly)U(x,y), (Lx)(y) A(z, y) 


erweisen sich die drei ersten fiir das Problem der Allgemeingiiltigkeit als 
trivial. Uberhaupt 1a8t sich, wie gezeigt wird, die Entscheidung iiber die 
Allgemeingiiltigkeit fiir alle die Formeln in trivialer Weise erledigen, in 
deren Normalform kein Seinszeichen vor einem Allzeichen steht. 

Die Behandlung des vierten Typus wird auf diejenige einer Pridikaten- 
formel zuriickgefiihrt und ergibt eine explizite Ubersicht iiber die még- 
lichen Faille von Allgemeingiiltigkeit. 

Zur Vorbereitung wird die Entscheidung iiber Allgemeingiiltigkeit 
(bzw. Erfiillbarkeit) bei Pridikatenformeln (d.h. solchen der ersten Stufe, 
in denen auch die Identititsrelation nicht auftritt) nach der direkten 
Methode, wie sie in der Abhandlung von Léwenheim kurz angegeben ist, 
ausfiihrlich dargelegt, insbesondere im Hinblick auf die dabei resultierende 
Form der Anzahlbedingung fiir den Individuenbereich. 

Die im folgenden mitgeteilten Uberlegungen sind durch Vorlesungen 
von Hilbert iiber mathematische Logik angeregt worden und liegen schon 
um mehrere Jahre zuriick. Die Durchfiihrung des Entscheidungsverfahrens 
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im Falle einer einzigen auftretenden Funktion F(x, y) riihrt von M. Schén- 
finkel her, der zuerst das Problem in Angriff nahm’), von P. Bernays die 
Ausdehnung der Methode auf mehrere logische Funktionen, sowie die Ab- 
fassung der vorliegenden Arbeit. 


§ 2. 


Das Entscheidungsproblem bei Beschrinkung auf Funktionen 
eines Arguments. 


Der methodische Leitgedanke der folgenden Betrachtungen besteht in 
der Zuriickfiihrung des Entscheidungsproblems auf das Entscheidungsver- 
fahren im Aussagenkalkul. Im Aussagenkalkul haben wir es zu tun mit 
Formeln, welche aus den Aussagenvariablen X, Y, Z,... (als solche nehmen 
wir groBe lateinische Buckstaben, die, zum Unterschied von den Funktions- 
variablen, kein Argument bei sich fiihren) mittels der Konjunktion, Dis- 
junktion, Implikation, Negation gebildet werden. 


Die Entscheidung, ob eine solche Forme! allgemeingiiltig ist, d. h. bei 
jeder Einsetzung von bestimmten Aussagen fiir die Variablen X, Y,... 
immer eine richtige Aussage liefert, kann direkt durch ein endliches Aus- 
probieren herbeigefiihrt werden; denn bei den einzusetzenden bestimmten 
Aussagen kommt es nur auf ihren Wahrheitswert an, und man braucht 
daher fiir die Aussagenvariablen nur die zwei Werte ,,wahr* und ,,falsch“ 
in Betracht zu ziehen. 

Ein besonders einfaches Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkeit einer 
Aussagenformel erhailt man an Hand der ,,konjunktiven Normalform“. 
Unter einer konjunktiven Normalform versteht man eine Formel, welche 
in einer konjunktiven Zusammensetzung von solchen Disjunktionen besteht, 
die ihrerseits als Disjunktionsglieder nur Variable oder negierte Variable 
enthalten*). 

Nach einem bekannten Satze des Aussagenkalkuls laBt sich jede Aus- 
sagenformel in eine ihr wahrheitsgleiche konjunktive Normalform iiber- 
filhren. Als ,,wahrheitsgleich* sollen zwei Aussagenformeln bezeichnet 
werden, wenn bei jeder bestimmten Einsetzung beide Formeln richtige 
oder beide falsche Aussagen ergeben. 


*) Uber sein Ergebnis hat Herr Schénfinkel in der Géttinger mathematischen Ge- 
sellschaft im Wintersemester 1922/23 referiert. 

*) Hierin sollen die Fille mit inbegriffen sein, wo die Formel nur aus einer ein- 
zigen Disjunktion besteht, aber auch, wo ein Konjunktionsglied nur aus einer Varia- 
blen bzw. einer negierten Variablen besteht. D. h. es sind ,eingliedrige‘ Konjunk- 
tionen und Disjunktionen zugelassen. 
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Bei einer solchen Normalform besteht nun das notwendige und hin- 
reichende Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkeit darin, daB jede der Dis- 
junktionen zwei entgegengesetzte Glieder enthalt, d. h. zwei solche Glieder, 
deren eines die Negation des anderen ist. So ist z. B. die Formel 


(XvV¥vVY)&(XvXvZ) 
allgemeingiiltig, nicht aber 
X&(Zv Z). 
Das duale Gegenstiick zu der konjunktiven Normalform ist die disjunktive 
Normalform, die sich von jener dadurch unterscheidet, daS Konjunktion 
und Disjunktion ihre Rollen vertauschen. 

Wie die konjunktive Normalform das Kriterium der Allgemeingiiltig- 
keit, so liefert die disjunktive Normalform das Kriterium der Erfiillbarkeit. 
Dieses Kriterium besteht fiir eine disjunktive Normalform darin, daB in 
mindestens einer der (disjunktiv verbundenen) Konjunktionen keine zwei 
entgegengesetzten Glieder enthalten sind. — 

Die Herstellung einer konjunktiven Normalform”’) fiir eine gegebene 
Aussagenformel ist auf verschiedene Weisen méglich, Man kann daher 
diese Normalform noch weiteren Bedingungen unterwerfen. Insbesondere 
besagt ein Satz des Aussagenkalkuls, daB jede Aussagenformel, welche mit 
den Aussagenvariablen X, Y,...,U gebildet werden kann (es wird nicht 
verlangt, da diese Variablen alle in der Formel vorkommen), wahrheits- 
gleich ist mit einer solchen speziellen konjunktiven Normalform, bei der 
jede der (konjunktiv verbundenen) Disjunktionen entweder mit der Dis- 
junktion : 

XVYv...vU 
iibereinstimmt oder aus ihr durch Uberstreichung einer oder mehrerer 
Variablen hervorgeht. Indem wir iiberdies noch verlangen, daB jede 
solche Disjunktion héchstens einmal als Glied auftritt, wird die Normal- 
form eindeutig (abgesehen von der Reihenfolge der Konjunktionsglieder) 
festgelegt. 

Diese besondere Art von konjunktiver Normalform, von der wir an 
einer spateren Stelle Gebrauch machen werden, wollen wir ,,ausgezeichnete“ 
konjunktive Normalform nennen. Dabei ist zu bemerken, da8 wir als aus- 
gezeichnete konjunktive Normalform einer allgemeingiilttigen Formel die 
0-gliedrige Konjunktion anzusehen haben, welche iiberhaupt kein Glied 
enthilt. 

Die dem Problem der Allgemeingiiltigkeit angemessene Bevorzugung 
der konjunktiven Normalform bringt es mit sich, daB wir bei den An- 





®) Ganz entsprechendes gilt fiir die disjunktive Normalform. 
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wendungen des Aussagenkalkuls im folgenden stets die Konjunktion formal 
als Summe, die Disjunktion als Produkt zu behandeln haben, — um- 
gekehrt wie es gewohnlich im Logikkalkul geschieht. — 

Betrachten wir nun den einfachsten Fall des anfangs formulierten 
Entscheidungsproblems, namlich den, wo als logische Funktionen nur 
solche mit einem Argument, also Pridikate, vorkommen. Hier gelingt in 
der Tat ganz allgemein die Zuriickfiihrung auf das Entscheidungsverfahren 
des Aussagenkalkuls. 

Zunachst erkennen wir die Méglichkeit dieser Zuriickfiihrung fiir den 
Fall eines Individuenbereiches mit einer gegebenen endlichen Anzahl n 
von Individuen. 

Seien namlich 


Oyo soee%, 


diese Individuen, so ist die Operation des vorgesetzten Allzeichens (2) 
gleichbedeutend mit einer Konjunktion, bei der nacheinander fiir x die 
Werte a,,...,a@, zu setzen sind, und ebenso ist die Operation des vor- 
gesetzten Seinszeichens (Zz) gleichbedeutend mit einer Disjunktion, wo 
wiederum fiir x die Werte a,,..., a, zu setzen sind. 

Ist nun P eine der vorkommenden Funktionsvariablen mit einem 
Argument, so erhalt man bei jeder Einsetzung eines bestimmten Pridi- 
kates an Stelle von P fiir 

P(a,),..-, P(a,) 


bestimmte Aussagen mit bestimmten Wahrheitswerten. Umgekehrt wird 
auch durch jede Verteilung der Werte ,wahr“ und ,,falsch“ auf die 
Symbole 
Pim, )s.-++> PtM,) 

der Wertverlauf eines Pridikates definiert. Demgema8 erhalten wir an 
Stelle jeder Funktionsvariablen n voneinander unabhiangig variable Wahr- 
heitswerte. Die Allgemeingiiltigkeit der vorgelegten Formel fiir eine ge- 
gebene Anzahl n von Individuen ist somit gleichbedeutend mit der All- 
gemeingiiltigkeit einer Aussagenformel, und fiir diese kénnen wir die Frage 
der Allgemeingiiltigkeit entscheiden. 

Hiermit ist freilich unsere Aufgabe nicht gelést. Denn erstens wollen 
wir uns nicht auf endliche Individuenbereiche beschrinken, und zweitens 
kénnen wir ja auch nicht fiir jede endliche Individuenzahl die entsprechende 
Aussagenformel auf ihre Richtigkeit priifen. 

Nun Ja8t sich aber folgender Satz beweisen: Ist & die Anzahl der in 
einer Formel von der betrachteten Art’ vorkommenden Pridikatenvariablen, 
so ist die Formel allgemeingiiltig fiir jeden Individuenbereich, falls sie 
fiir einen Bereich von 2* Individuen allgemeingiiltig ist. 
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Fiir den Beweis ist es vorteilhafter, die hierzu duale Form des 
Satzes zu wahlen: Enthalt eine Formel von der betrachteten Art k Pra- 
dikatenvariablen und ist sie iiberhaupt fiir irgendeinen Individuenbereich 
erfiillbar, so ist sie auch fiir einen Bereich von 2" Individuen erfiillbar. 

Dies ist folgendermafen einzusehen. 


_ Seien 
/ ee 
die in der Formel vorkommenden k Pridikatenvariablen, und seien 
eee A 


gewisse auf einen Individuenbereich beziigliche bestimmte Pridikate, fiir 
welche die Formel eine richtige Aussage % ergibt. Dann teilen wir die 
Dinge des Individuenbereiches in Klassen ein, indem wir zwei Dinge a,b 
zur selben Klasse rechnen, wenn die Aussagen F,(a) und F,(b) wahr- 
heitsgleich (d. h. beide wahr oder beide falsch) sind, uud ebenso 


G,(a) mit G,(b),..., P,(a) mit P,(b) 
wahrheitsgleich ist. 


Auf diese Weise erhalten wir héchstens 2" Klassen, da es ja fiir ein 
Ding a héchstens 2“ Méglichkeiten der Verteilung von Wahrheit und 
Falschheit auf die Aussagen 


F, (a), G,(a),..-, Py (a) 

gibt. 

Seien «,,...,«@,, die verschiedenen Klassen, die wir so erhalten. Diese 
bilden einen Individuenbereich von » Dingen, wobei 

n <2" 
ist. Wir definieren nun Pradikate 
a as 

welche sich auf diesen neuen Individuenbereich beziehen, indem wir fest- 
setzen, daB F, auf die Klasse a, (p=1,...,”) dann und nur dann zu- 


trifit, wenn F, auf die zu «, gehérigen Dinge (des anfinglichen Indivi- 
duenbereichs) zutrifit, daB ebenso G, auf «, dann und nur dann zutrifft, 
wenn G, auf die zu «, gehdrigen Dinge zutrifft usw. 

GemaB dieser Definition geht jede mit den Pridikaten F,,..., P, 
und den logischen Zeichen gebildete, auf den anfianglichen Individuen- 
bereich beziigliche Aussage, wo als Argumente der Pridikate entweder 
Variable oder bestimmte Dinge des anfanglichen Individuenbereiches stehen, 
in eine ihr wahrheitsgleiche Aussage iiber, wenn man darin F, durch F,, 
G@, durch G,,..., P, durch P, ersetzt, ferner statt des anfiinglichen den 
23 
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neuen Individuenbereich der m Klassen zugrunde legt und fiir jedes evtl. 


als Argument auftretende Ding (des anfiinglichen Bereiches) diejenige Klasse 
setzt, zu welcher das Ding gehért. 


Diese Behauptung ist trivial fiir den Fall, daB die betreffende Aussage 
kein Allzeichen und kein Seinszeichen enthalt. Um sie allgemein zu be- 
weisen, machen wir Gebrauch von der bereits in der Einleitung erwahnten 
Tatsache, daB jede Formel, in der Variable auftreten, auf eine solche 
Normalform gebracht werden kann, daB die All- und Seinszeichen simtlich 
voranstehen. Wir beschranken uns also auf Aussagen von dieser Normalform. 


Der Satz gelte schon, wenn die Anzahl der All- und Seinszeichen in 
der Aussage kleiner als m ist. Nun betrachten wir eine Aussage mit m 
voranstehenden Zeichen (m>0). Diese hat dann (bei passender Be- 
nennung der Variablen) entweder die Form 


(x) B (2) 
(Ex) B(x), 


wobei in 8(z) nur noch (m—1) All- und Seinszeichen voranstehen. 
Durch die Ausfiihrung der verlangten Anderungen erhailt man die Aussage 


(x) B(x) baw. (Ex) B(x). 


Wahrend die vorherige Aussage sich auf den urspriinglichen Indi- 
viduenbereich bezieht, bezieht sich die gednderte Aussage auf den neuen 
Individuenbereich. Es ist zu zeigen, daB diese mit jener wahrheitsgleich 
ist. Dies erkennt man so: Sei a ein Ding des urspriinglichen Individuen- 
bereiches und @ die Klasse, zu der a gehért. Dann ist @(a) eine Aus- 
sage mit (m — 1) voranstehenden All- und Seinszeichen, welche durch Aus- 
fiihrung der verlangten Anderungen in §(«) iibergeht; nach unserer An- 
nahme ist daher 8(a) mit 8(«) wahrheitsgleich. Wenn daher 8(x) fiir 
alle Dinge des urspriinglichen Individuenbereiches zutrifft, so trifft B (2x) 
fiir alle Dinge des neuen Individuenbereiches zu, und umgekehrt; ferner, 
wenn es ein Ding x im urspriinglichen Individuenbereich gibt, fiir welches 
% (2x) zutrifit, so gibt es auch im neuen Individuenbereich ein Ding z, 
fiir welches §(x) zutrifit, und umgekehrt. 

Somit ist die Behauptung durch den Schlu8 von n auf n-+1 be- 
wiesen. Insbesondere folgt nun hieraus, daS die richtige Aussage U, die 
wir durch eine spezielle Einsetzung aus unserer Ausgangsformel erhalten, 
bei der Ersetzung von F,, G,,..., Py durch F,, G,,..., P, wieder in eine 
richtige Aussage iibergeht, bei der die Variablen sich auf den Individuen- 
bereich der Klassen a,, ..., @, beziehen, deren Anzahl < 2* ist. Das heift: 
die Ausgangsformel ist, wenn sie iiberhaupt erfiillbar ist, auch in einem 


oder die Form 
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or 





Bereich von héchstens 2* Individuen, und folglich auch in einem Bereiche 
von genau 2“ Individuen, erfiillbar. 

Somit ist im Gebiete der logischen Funktionen eines Arguments das 
Problem der Allgemeingiiltigkeit sowie das der Erfiillbarkeit durch ein 
bestimmtes Entscheidungsverfahren gelést. Zugleich ergibt sich beziiglich 
der Anzahl-Bedingungen fiir den Individuenbereich ein einfaches Resultat: 
Eine beschrankende Anzahl-Bedingung fiir die Allgemeingiiltigkeit einer 
Formel mit k& Pradikaten-Variablen kann nur lauten: ,,der Individuen- 
bereich besteht aus hécastens r Dingen“, wobei 1 < r < 2*; eine beschrin- 
kende Anzahl-Bedingung fiir die Erfiill. arkeit kann nur lauten: ,der In- 
dividuenbereich besteht aus mindestens ,» Dingen“, wobei 1 < r < 2". 


§ 3. 


Das Problem der Allgemeingiiltigkeit bei Formeln mit zwei 
voranstehenden Zeichen. Vorfragen. Triviale Fille. 


Wenden wir uns nun zu dem allgemeinen ball, daB auch Funktionen 
mit mehreren Argumenten auftreten. Wir kénnen von vornherein an- 
nehmen, daB die zu betrachtenden Formeln die Normalform haben, bei der 
die All- und Seinszeichen voranstehen. 

Wenn nur ein einziges solches Zeichen voransteht, so haben wir noch 
kein neues Problem; denn dann kommt ja nur eine einzige Variable vor, und 
ein Funktionszeichen mit mehreren iibereinstimmenden Argumenten, wie 


F(z,z), G(2z,2,2), 


ist ja in Hinsicht auf die méglichen Werte bei bestimmten Einsetzungen 
gar nicht verschieden von einem Funktionszeichen mit einem einzigen 
Argument. Die einfachste Méglichkeit eines wesentlichen Auftretens von 
Relationen (Funktionen mehrerer Argumente) ist also bei zwei voran- 
stehenden Zeichen gegeben. 

Dieser Fall zweier voranstehender Zeichen soll nunmehr behandelt 
werden. 

Es sind folgende Typen méglich: 


()(y) U(x,y), (Bx)(Ly) U(x,y), (x)(By) U(a,y), (Bx) (y) U(z,y). 
Wir wollen uns zunichst klarmachen, daB es keine Beschrinkung der 

Allgemeinheit bedeutet, wenn wir annehmen, daB die in 2% vorkommenden 

Funktionszeichen lauter solche mit zwei Argumenten sind. 

Die Vermeidung von Funktionen mit nur einem Argument geschieht 
einfach dadurch, daB wir z. B. statt F(x) schreiben F(z, 2), indem wir 
also den Wertverlauf eines Pridikates als Teil des Wertverlaufes einer 
Relation auffassen, was sachlich keinen Unterschied macht. 

23* 
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Etwas miihsamer ist es, das Auftreten von Funktionen mit mehr als 
zwei Argumenten auszuschalten*®). Die Methode, nach der man hierbei 
verfahrt, la6t sich an dem Fall der Funktionen mit drei Argumenten 
schon hinreichend deutlich darlegen. 

Sei G ein Funktionszeichen mit drei Argumenten, welches in U(z, y) 
vorkommt. Da in den Argumentstellen nur die Variablen x und y stehen, 
so zerlegt sich der in Betracht kommende Wertverlauf von G in denjenigen 


von G(2,z,y), von G(z,y,2) und von G(y,z,z2). 


Dies sind drei Funktionen zweier Argumente, welche lediglich der Be- 
dingung unterliegen, daB sie beim Einsetzen von z fiir y alle drei dieselbe 
Funktion von z liefern. Somit kénnen wir fiir G(z,z,y) eine ganz be- 
liebige Funktion zweier Argumente G(z,y) nehmen. Die beiden andern 
Funktionen von x und y miissen bei der Ersetzung von y durch z in je 
eine mit G(2z, 2) wahrheitsgleiche Funktion von x iibergehen; sonst aber 
sind sie auch ganz beliebig. 

Nun erhalt man eine Funktion dieser Art auf folgende Weise: Ist 
F(z, y) eine beliebige Funktion, so ist 


(F(z, y) & Fly, x)) v (F (2, y) & F(y, z)) 


fiir ein Individuenpaar z, y dann und nur dann richtig, wenn F(z, y) 
mit F(y, xz) wahrheitsgleich ist. Schreiben wir fiir diesen Ausdruck zur 
Abkiirzung €(2z, y), so ist €(2, 2) stets richtig, wie auch die Funktion 
F(a, y) gewahlt wird. 


Ferner kénnen wir eine spezielle Funktion F,(z,y) so wahlen, daB 
fiir zwei verschiedene Individuen z, y die Aussagen 
Fy(z,y) und F,(y, 2) 


in der Beziehung des ausschlieBenden ,oder“ (,,aut — aut“) stehen, so daB 
(2, y) beim Einsetzen von F, fiir F falsch wird, auBer wenn x dasselbe 
Individuum ist wie y. 


Bilden wir nun den Ausdruck 


(C(x, y) Vv G(z, y)) & (C(x, y) Vv A(z, y)) 





%”) Man kénnte denken, da8 hierzu der in der Einleitung erwahnte Satz von 
Léwenheim anzuwenden wire, wonach jedes Problem der Allgemeingiiltigkeit (bzw. der 
Erfiillbarkeit) sich auf ein solches zuriickfiihren l4Bt, bei dem nur Relationen mit 
zwei Argumenten auftreten. Diese Reduktion. kénnen wir jedoch hier nicht verwerten, 
weil durch sie die Zahl der in der logischen Forme! voranstehenden Zeichen vermehrt 
wird, — wahrend fiir unsern Zweck ein Verfahren erfordert wird, das den Typus der 
Formel ungeindert last. 
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— worin F und H als willkiirliche Funktionen auftreten, wahrend G(z, y) 
die eben betrachtete Funktion ist —, so geht dieser beim Einsetzen von x 
fiir y iiber in 

(C(x, x) V G(x, x)) & (C(x, x) Vv H(z, 2)), 
was mit G(z, 2) wahrheitsgleich ist, da ©(z,2) immer richtig ist. Im 
iibrigen aber ist sein Wertverlauf ganz beliebig; denn setzen wir fiir F die 
Funktion F, ein, so wird fiir jedes Paar von verschiedenen Individuen z, y 
die Aussage €(2z, y) falsch, mithin wird 

(C(x, y) v G(x, y)) & (C(x, y) V A(x, y)) 
wahrheitsgleich mit H(x, y); und H(z, y) ist ja ganz willkiirlich. 

Es kénnen also in der Tat bei der Untersuchung der Allgemeingiiltig- 

keit einer Formel mit zwei voranstehenden Zeichen die Funktionszeichen 
mit drei Argumenten ausgeschaltet werden. Und nach demselben Verfahren 


gelingt es auch fiir die Funktionszeichen mit noch mehr Argumenten. 
Wir brauchen somit bei der Untersuchung der vier Formeltypen 


(z)(y) U(z,y), (Bx)(By)U(x,y), (x)(By) U(x,y), (Bx)(y) U(z,y) 


nur den Fall in Betracht zu ziehen, daB in U(x, y) ausschlieBlich Funk- 
tionszeichen mit zwes Argumenten vorkommen. 

Es seien F,G,..., 8 diese Funktionszeichen; ihre Anzahl sei n. Der 
Ausdruck U(x, y) setzt sich nach Art einer Aussagen-Verkniipfung zu- 
sammen aus den 4n ,,Komponenten“ 


F(z, 2), Fly, y), F(z, y), F(y, x), 
G(x, 2), G(y,y), G(z,y), G(y, x), 


8(z,2), S(y.y), S(x,y), S(y,2), 
die allerdings nicht simtlich vorzukommen brauchen. 

Wir sind nun zunichst einmal in der Lage, die Frage der Allgemein- 
giiltigkeit fiir die drei ersten Formeltypen direkt durch Zuriickfiihrung auf 
das Entscheidungsverfahren des Aussagenkalkuls zu erledigen. 

Die Allgemeingiiltigkeit von 

(x)(y) U(z, y) 
besagt, da8 bei beliebiger Wahl von Funktionen 
FG, .2-,8 
die Aussage %(z, y) fiir jedes Individuenpaar z, y richtig wird. 
Sind aber x,y zwei verschiedene Individuen, so kénnen wegen der 


Willkiirlichkeit der Funktionen F, G,..., S die Werte ,,wahr“ und ,,falsch“ 
ganz beliebig auf die 4m Komponenten verteilt werden. Ersetzen wir 
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daher in &U(2, y) die Komponenten durch 4 unabhingige Aussagenvari- 
ablen, so muB, damit (x)(y)U(x,y) allgemeingiiltig ist, die entstehende 
Aussagenformel ebenfalls allgemeingiiltig sein. Andererseits ist diese Be- 
dingung auch hinreichend; denn jeder spezielle Wert von U(2z, y) geht ja 
aus jener Aussageniormel durch eine Einsetzung hervor. 

Somit ist die Allgemeingiiltigkeit von (x)(y)U(2,y) gleichbedeutend 
mit derjenigen der Aussagenformel, die man aus U(z,y) erhalt, indem 
man die Komponenten durch unabhingige Aussagenvariablen ersetzt. 

Betrachten wir nun gemeinsam die beiden Formeltypen 

(Ex)(By)U(x,y) und (x)(By)U(x,y). 

Die erste der beiden Formeln stellt (bei jeder Einsetzung spezieller 
Funktionen fiir F,...,.S) eine schwichere Aussage dar als die zweite und 
diese wiederum eine schwichere Aussage als (x)%(a,2). Finden wir da- 
her eine Bedingung, welche fiir die Allgemeingiiltigkeit der ersten Formel 
notwendig, fiir die der dritten hinreichend ist, so ist diese fiir alle drei 
Formeln notwendig und hinreichend. 

Eine solche Bedingung kénnen wir aber leicht angeben. Damit nim- 
lich die Formel 

(Bx) (By) U(z,y) 
allgemeingiiltig ist, mu8 sie insbesondere fiir alle diejenigen Funktionen 
PF, 6, in B 


richtige Aussagen liefern, deren Werte unabhangig sind von der Wahl der 
Individuen z,y. (Z. B. stellt 

R(x,y) Vv R(z,y) 
eine immer richtige , 

R (x,y) & R(x,y) 
eine immer falsche Relation dar, wenn fiir R(x,y) irgendeine Relation 
gesetzt wird. ) 

Beim Einsetzen solcher Funktionen fiir F, G,..., 8S kann fiir jede 
einzelne der (von den Argumentwerten unabhangige) Wahrheitswert be- 
liebig gewahlt werden. Somit miissen wir eine allgemeingiiltige Aussagen- 
formel erhalten, wenn wir in U&(xz,y) je vier Komponenten, die zu dem- 
selben Funktionszeichen gehéren, durch eine und dieselbe Aussagenvariable 
ersetzen, so daB an Stelle der 4m Komponenten nun n unabhangige Aus- 
sagenvariablen treten. 


Ist andrerseits diese Bedingung erfiillt, so wird fiir jedes Individuum 
x und fiir jede Wahl von Funktionen 


| OO A 
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die Aussage U(a,2) richtig sein, d. h. die Formel 


: (x) U(z, x) 
ist dann allgemeingiiltig. 
Das gemeinsame Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkeit einer Formel 


(Hx) (By) U(z,y) 
und der entsprechenden Formel 

(x)( By) U(z,y) 
besteht also in der Allgemeingiiltigkeit derjenigen Aussagenformel, die man 
aus U(2,y) erhalt, indem man die zu demselben Funktionszeichen ge- 
hérigen Komponenten jeweils durch eine und dieselbe Aussagenvariable 
ersetzt. 


Was die Anzahlbedingungen fiir den Individuenbereich betrifft, so 
ergibt sich aus unserer Betrachtung sofort, daB eine Formel 


(x)(y) U(x, y) 


fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltig ist, falls sie fiir einen solchen 
mit mindestens zwei Individuen allgemeingiiltig ist, und daB bei den 
Formeln 


(Zx)(Hy)U(x,y) und (x)(Hy) U(z,y) 
die Anzahl der Individuen iiberhaupt nichts fiir die Allgemeingiiltigkeit 
ausmacht. 
Das Entscheidungsverfahren fiir die Formeln 


(z)(y) U(z,y), (Bx)(By)U(x,y), (x)(By) U(z,y) 


la8t sich in entsprechender Weise auf alle die Formeln mit mehreren 
voranstehenden Zeichen ausdehnen, bei welchen jedes vorkommende All- 
zeichen jedem vorkommenden Seinszeichen vorausgeht. 


Betrachten wir z. B. Formeln vom Typus 


(x) (y)(2)(Bu)(Bv) U(x, y,2,u,0). 


Damit eine solche Formel allgemeingiiltig ist fiir einen Individuenbereich, 
der mindestens drei Dinge 

a, b,c 
enthalt, mu8 sie insbesondere fiir alle solche Funktionen richtige Aus- 
sagen liefern, deren Werte ungeandert bleiben, wenn jeder (evtl.) von a, 
b, c verschiedene Argumentwert durch a ersetzt wird, Also muB die 
9-gliedrige Disjunktion 


U(a,b,c,a,a) Vv U(a,b,c,a,b) Vv U(a,b,c,a,c)V...V U(a,b,¢,¢,¢) 
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fiir alle jene Funktionen eine richtige Aussage darstellen, d.h. sie muB 
als Aussagenverkniipfung, gebildet aus den verschiedenen Komponenten, 
welche sich durch die méglichen Verteilungen der Werte a,b,c auf die 
Argumentstellen der vorkommenden Funktionszeichen ergeben, allgemein- 
giiltig sein in dem Sinne, daB jene Komponenten durch unabhangige 
Aussagenvariablen zu ersetzen sind. 

Diese Bedingung ist aber offenbar auch hinreichend fiir die Allgemein- 
giltigkeit der Ausgangsformel, und zwar bei einem beliebigen Individuen- 
bereich. 

Mit diesem Kriterium erhalten wir zugleich folgende Resultate: Eine 
Formel 

(x)(y)(z)(Bu)(Bv) U(x, y,2,u,0) 
ist dann und nur dann allgemeingiiltig fiir jeden Individuenbereich, wenn 
sie fiir einen Bereich von mindestens drei Individuen allgemeingiiltig ist; 
ihre Allgemeingiiltigkeit fallt zusammen mit derjenigen der Formel 


(a)(y)(z){U(z,y,2,2, 2) VU(z,y,2,2,y)V...VU(a,y,2,2,2)}. — 


Von den vier méglichen Formeltypen mit zwei voranstehenden Zeichen 
haben sich die drei ersten in Hinsicht auf unser Problem als trivial er- 
wiesen. Es bleibt jetzt der vierte Formeltypus zu behandeln. 

Hier sei noch darauf hingewiesen, daB bei der Frage der Erfiillbarkeit 
der nicht triviale von den vier Typen der zu dem vierten duale, also 
é (x)(By) U(x, y) 
ist. 

§ 4. 
Die Behandlung der Formeln (Ex) (y) U(x, y). 


Wir haben nunmehr den Hauptfall unseres Problems zu betrachten: 
Vorgelegt ist eine Formel vom Typus 


(Ex)(y) U(z,y), 


wobei U(x, y) aus den 4 Komponenten 
F(x,x), F(y,y), P(x,y), F(y,2) 


S(x,x), S(y,y), S(x,y), S(y,2) 
in der Form einer Aussagenverkniipfung zusammengesetzt ist. Es handelt 
sich darum, zu entscheiden, ob diese Formel allgemeingiiltig ist, bzw. fiir 
welche Individuenbereiche sie allgemeingiiltig ist. 

Wir diskutieren zunachst die Bedingungen der Allgemeingiiltigkeit fiir 
einen Individuenbereich mit einer festen endlichen Anzahl m von Indi- 
viduen. Seien 

= ee 
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diese Individuen; dann mu8 die Disjunktion 
U(a,,a,)v A(a,,a,)V...VA(a,_,,4,) V U(a,,, a,) 
fiir jede Wahl der Funktionen 
F, Georg f 
richtig sein. Denn es soll ja 


(Hx) (y) U(x,y) 
immer richtig sein, d. h. wie auch die Funktionen F,..., S gewahlt wer- 
den, so soll es ein Individuum geben, welches, in U (2, y) fiir 2 eingesetzt, 
bei beliebigem y die Formel U(2z, y) zu einer richtigen Aussage macht. 
Daher muB8 in der obigen Disjunktion jedenfalls ein Glied und mithin 
auch die Disjunktion selbst eine richtige Aussage sein. 

Nun gilt ferner, wie wir im § 1 zeigten, daB eine Formel, die fiir 
einen Bereich von m Individuen allgemeingiiltig ist, auch fiir jeden klei- 
neren Individuenbereich, insbesondere also auch fiir jeden Teilbereich diese 
Eigenschaft besitzt. Demnach mu8 jede Disjunktion von der Form 


W(b,,b,)v H(b,,b,)v...v Ub, b,), 
worin r<m ist und 6,,..., 5, irgendwelche r verschiedenen unter den 
Individuen a,,...,@,, bedeuten, bei beliebiger Wahl der Funktionen 
F,G,..., 8 eine richtige Aussage ergeben. 

Wir wollen eine solche Disjunktion eine r-gliedrige ,zyklische Dis- 
junktion“ nennen, und die Bedingung, daB diese Disjunktion fiir beliebige 
Funktionen F,G,..., 8 eine richtige Aussage darstellt, werde kurz als 
die ,,Bedingung B,“ bezeichnet**). 

Die Erfiillung der Bedingungen 

B,, R,, .. 8 


erweist sich somit als notwendig fiir die Allgemeingiiltigkeit der Formel 
(Hx) (y) U(x, y) bei einem m-zahligen Individuenbereich. Sie ist aber 
zugleich auch hinretchend fiir diese Allgemeingiiltigkeit. Denn ersetzt man 
in der Formel (Hz) (y)U(z, y) die Operation (#2) durch eine Disjunk- 
tion, (y) durch eine Konjunktion, erstreckt iiber die Individuen a,,...,a@,, , 
und stellt durch distributives Ausmultiplizieren eine konjunktive Normal- 
form her, so sind die Glieder der entstehenden Konjunktion von der Form 


W(a,,c,) Vv A(a,,¢,)V...VA(a,,, ¢,), 
wobei mit c, je eines der Individuen 


er 


1) Die Bedingung B, hingt offenbar nicht von der Wahl der Individuen }, , . . ., 6, ab. 
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bezeichnet ist, ohne daB jedoch 
ae 


alle voneinander verschieden zu sein brauchen. 

Jede solche Disjunktion enthilt aber, wie man leicht sieht**), als 
Teil-Disjunktion eine zyklische Disjunktion von héchstens m Gliedern. Sind 
daher die Bedingungen B,, ..., B,, erfiillt, so muB jede der Disjunktionen 


W(a,,c,)v...vU(a,,c,) 
bei beliebiger Wahl der Funktionen F,..., 8S eine richtige Aussage dar- 


stellen, und dassclbe mu8 daher von der ganzen konjunktiven Normalform 
gelten, welche wir als die Entwicklung von 


(Bx) (y) U(x, y) 
fiir den Bereich der Individuen a,,...,a@,, erhalten haben. 

Es sind also in der Tat die Bedingungen B,,..., B,, notwendig und 
hinreichend fiir die Allgemeingiiltigkeit unserer betrachteten Formel bei 
einem m-zahligen Individuenbereich. 

Diese Bedingungen sind nun keineswegs voneinander unabhangig. Ins- 
besondere folgt aus der Erfiillung von B,, die Erfiillung von B,. Denn 
B,, verlangt, da8 fiir beliebige Funktionen 


ay 


12) Dies 1aBt sich z. B. so zeigen: Wird die Funktion »(k) fiir k=1,...,m 
durch die Gleichung 
20) = %& 
und y(n) fir positive ganze n durch die Rekursion 
y(lj=1, y(n+1)=¢9(y(n)) 
definiert, so ist 
a, (n+1)~ Cy, (nm)? 
mithin ist fiir jedes positive ganze p 
WG, ogy Sy pea») VM (Gy ip eay Spite) VV MCG, ps ya)? Fy pan) 
eine Teil-Disjunktion von 
W(a,,¢,)V...VA( am, Cm), 
und zwar eine zyklische, sofern 


y(p), y(p+1),...,.y(p+r—1) 
alle voneinander verschieden sind, dagegen 


v(p+r)=y(p) 
ist. Diese Voraussetzung laBt sich aber mit einem r< m erfiillen, da jeder Wert von 
y(n) gleich einer der Zahlen 
oe Aer 
ist, und daher unter den Zahlwerten 


wy (1), w(2),..., w(m+1) 
jedenfalls zwei gleiche vorkommen miissen. 
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die Formel 


W (, , by) VU (by, by) V..- VU (Bg, B,) 


eine richtige Aussage darstellt. Wahlen wir insbesondere solche Funktionen, 
deren Wertverlauf ungeindert bleibt, wenn der Argumentwert b,,, stets 
durch 6,, ebenso b,,, stets durch b,,..., b,, stets durch b, ersetat wird, 
so ergibt sich, daB fiir diese Funktionen die Formel 

W(b,,b,)v... Vv A(B,, b,) 


immer eine richtige Aussage liefert. Da aber die zugelassenen Funktionen 
in ihrer Abhingigkeit von 

eS 
noch ganz beliebig sind, so mu8 die Bedingung B, erfiillt sein. 

Setzen wir speziell L—=1 und k= 2, so finden wir, daB die Be- 
dingungen B, und B, in B, enthalten sind, daB also im Falle m > 4 bereits 
B,, B,, ..+. B, 
zusammen ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Allgemein- 

giiltigkeit der Formel ' 
(Bx) (y) U(x, y) 
bei m Individuen darstellen. 


Wir wollen nun die Form der Bedingung B, fiir r>3 genauer in 
Betracht ziehen. 


Gema8B dem im § 2 erwahnten Satz iiber die cocgiiltiaien konjunk- 
tive Normalform kénnen wir zuniachst die Formel U(2z, y) durch diejenige 
aus den 4m Komponenten 


F(x,x), Fly,y), F(x,y), Fly.) 


S(x,z), S(y,¥), S(zy), S(y2) 
gebildete ausgezeichnete konjunktive Normalform 
N(x, y) 


ersetzen, welche in Hinsicht auf die Verkniipfung der 4m Komponenten 
mit %(z, y) wahrheitsgleich ist**). Die Bedingung B, lautet hiernach: 
Es mu8 die Disjunition 
N(5,, b,) V N(B,, B)V...V R(b,, b,) 
fiir jede Wahl der Fanktionen F,G,...,S eine richtige Aussage ergeben. 
*) Im Falle, daB &(xz,y) bereits als Aussagenverknipfung allgemeingiiltig ist, 


wird die Normalform %(2z,y) 0-gliedrig, und die —- B, ist dann in trivialer 
Weise erfiillt. 











364 P. Bernays und M. Schénfinkel. 
Die Glieder dieser Disjunktion 
M(b,, b,), W(b,, bg), ---, R(B,, b,) 
setzen sich wiederum aus Komponenten zusammen; und zwar gehdéren hier 
zu jedem Funktionszeichen 3r Komponenten. Z. B. gehéren zu F die 
Komponenten 
F(b,,b,), P(b,,b,), P(b,,,), 
F(b,,b,), F(b,, bs), F(bs, bs), 


b,), F(b,,b,), F(b,, 6,). 


F(6,, r 

Die méglichen Werte dieser 3r Komponenten bei Einsetzung einer be- 
stimmten Funktion fiir F sind, da r > 3 ist, voneinander ganz unabhangig. 
Ferner sind die Werte von Komponenten, die zu verschiedenen Funktions- 
zeichen gehéren, gewiB auch voneinander unabhangig. 

Die Bedingung B, ist somit gleichbedeutend mit der Allgemeingiiltig - 
keit derjenigen Aussagenformel, welche man erhalt, indem man in der 
Disjunktion 

N(b,, b,) Vv N(b,, b,) Vv... V R(G,, b,) 
die 3r-n Komponenten durch ebenso viele unabhiangige Aussagenvariablen 
ersetzt. 

Fiihren wir dies nun aus, d.h. ersetzen wir 

a F (by, by)» O (yr b,)s «++» S(Dys By) 
beziiglich durch 
po ey: 4 (fir E=1,...,17) 


P (by, b,), @ (by, b,), «++ S (yy B,) 
Kose Yayo -+> Uy, (fe by 8—1,....93 b+ 2), 
so erhalten wir an Stelle von 
RD, , Dy), NR (Dy, Dy), ---5 (bp, Dy) 


beziiglich die Aussagenformeln 
N, ’ R,, rr) N, ’ 


welche sich voneinander nur durch die Indizes der vorkommenden Aus- 
sagenvariablen unterscheiden. 


und 


durch 


N, ist eine aus den Variablen 
Hy Vy, +++» Oy, Hy, Vgs-0+> Ug, Kags Voor +++» Vig, Xars Vous +++» On 
gebildete ausgezeichnete konjunktive Nermalform, und ganz entsprechend sind 


R,, R,,..-, R, 


gebildet. 
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Die Bedingung B, stellt sich jetzt dar durch die Allgemeingiiltigkeit 
der Formel 
Ni vR,V...VR,. 
Entwickeln wir diese durch distributives Ausmultiplizieren in eine kon- 
junktive Normalform**), so hat jedes Konjunktionsglied (jeder ,Summand‘* ) 
dieser Normalform die Gestalt 
G, v Gv...vG,, 


wobei @, ein Summand von ¥,, ©, ein Summand von &,,..., G, ein 
Summand von %, ist. Und das Kriterium fiir die Allgemeingiiltigkeit 
einer Aussagenformel, wie es im § 2 angegeben wurde, besagt demnach 
in der Anwendung auf die Formel 


RvRv...vR, 


daB in jeder solchen Disjunktion 
G, vG,v...v G, 


mindestens eine Aussagenvariable einmal ohne Negation und einmal mit 
Negation vorkommen muB. 
Nun erkennen wir aber sofort, daB fiir eine der Aussagenvariablen 
mit zwei Indizes 
Xy Yup sss Ui, (k+l) 
der Fall ausgeschlossen ist, daB sie in einer Disjunktion 


6, Vv GV... VG, 


sowohl ohne Negation wie mit Negation auftritt. Denn eine solche Variable 

kommt iiberhaupt nur in einer von den Normalformen %,,..., Xt, vor, 

und in dieser, welche ja eine ausgezeichnete Normalform ist, tritt sie in 

jedem Summanden entweder nur ohne Negation oder nur mit Negation auf. 
Demnach sind diese Aussagenvariablen 


Kani Teas ++ 06 Gas 
ohne Einflu8 auf die Allgemeingiiltigkeit der Formel 
Ni vRV..-VR, 


d.h. es andert sich in Hinsicht auf die Erfiillung der Bedingung B, 
nichts, wenn wir in den Summanden der Normalformen %,, ..., Nt, iiber- 
all diese Variablen (bzw. ihre Negationen ) wegstreichen. 

Vergegenwartigen wir uns, daSf bei der Bildung der Formeln 
M,, RN, --., M, aus R(x, y) die Variablen 


Kear Yevs -+ +> Ons 








4) Diese ist keine ausgezeichnete Normalform. 
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den Komponenten 

F(z,y), Fly,x), G(z,y), G(y,a), ..., S(a,y), Sly, x) 
zugeordnet sind, so gelangen wir zu folgendem Ergebnis: Fiir die Erfiillung 
der Bedingung B, macht es keinen Unterschied, wenn wir in den Kon- 
junktionsgliedern von 9t(z, y) iiberall die Komponenten 


F(z,y), F(y,2), ..., S(x,y), S(y, 2) 
(bzw. ihre Negationen) streichen, also nur die Komponenten 
F(z,z), F(y,y), G(z,xz), G(y,y), .-., S(z,2), S(y,y) 
beibehalten. 
Dies gilt nun fiir jede der Bedingungen B,, B,, ..., B,,. Diese 


bilden aber, falls m=>4 ist, in ihrer Gesamtheit die notwendige und 
hinreichende Bedingung fiir die Allgemeingiiltigkeit der Formel 


(Ezx)(y) U(x, y) 
bei m Individuen. Es folgt demnach, da8 fiir einen m-zahligen Individuen- 
bereich, falls m>4 ist, unsere betrachtete Formel dann und nur dann 
allgemeingiiltig ist, wenn auch diejenige Formel 


(Bx) (y) R’(x, y) 


es ist, bei der M’(z,y) aus der zu U(x, y) gehdrigen ausgezeichneten 
konjunktiven Normalform (2, y) durch Wegstreichen der Komponenten 


F(z,y), F(y,x), G(z,y), G(y, x), ..., S(x,y), S(y, x) 


und Weglassen aller dadurch eventuell auftretenden Wiederholungen von 
Summanden gebildet ist. 
In dieser Formel 


(Hx) (y) R(x, y) 
kommt der Relationscharakter der Funktionen F,G,...,S gar nicht zur 
Geltung, vielmehr ist sie eine reine Prddikatenformel, gebildet aus den 
n Pradikaten 
F(z, 2), G(2, 2), ..., 8(z, 2). 

Auf diese Weise wird unser Problem der Allgemeingiiltigkeit auf eines 
von denjenigen zuriickgefiihrt, die wir im § 2 behandelt haben. Dadurch 
werden wir zugleich frei von der Beschrinkung auf eine bestimmte end- 
liche Individuenzahl. Denn indem wir das Endergebnis des § 2 verwerten, 
gewinnen wir folgendes Resultat: 


Die Formel 


(Bx) (y) U(x, y) 
tst allgemeingiiltig fiir jeden Individuenbereich, falls sie allgemeingiiltig 
ist fiir einen Bereich, dessen Individuenzahl >4 und > 2" ist. 
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Mit diesen Feststellungen ist die Frage der Allgemeingiiltigkeit fiir 


die Formeln 

(Bz) (y) U(z, y) 
grundsiatzlich erledigt. Wir wollen aber noch die erhaltene Bedingung fiir 
die Allgemeingiiltigkeit (bei einem Bereich von mindestens 4 Individuen) 
auf eine explizite Form bringen. Als notwendig und hinreichend dafiir, 
daB (Ex)(y) U(x, y) fiir einen Bereich von m Individuen (m> 4) all- 
gemeingiiltig ist, haben wir erkannt, daB die Formel 

(Ex)(y) R(x, y) 

fiir diesen Bereich allgemeingiiltig ist, und dies wiederum ist gleich- 
bedeutend damit, da8 %’(x, y) die Bedingungen 

ee oy 
erfiillt. Die Bedingung B, besagt in Anwendung auf %’(z,y), daB die- 
jenige Aussagenformel 

NvRiv...vRe 
allgemeingiiltig ist, welche aus 
N’(b,, b,) V N'(b,, Bs) VV... V R'(B,, b,) 
entsteht, indem an Stelle von 
F(6,, b,), G(b,, b,), ..., S(b,, b,) 

beziiglich die Aussagen-Variablen 

Kon Vas ove, GU 
gesetzt werden (k=1,...,r). Und zwar brauchen wir hier B, und B, 
nicht mehr auszunehmen. 

Um nun eine iibersichtliche Schreibweise zu gewinnen, fiihren wir zu- 
nachst fiir die 2” verschiedenen n-gliedrigen Disjunktionen, welche als 
erstes Glied F(x,x) bzw. F(z,2), als zweites Glied G(2,2x) baw. 
G(x, 2), ..., als n-tes Glied S(z,2) baw. S(x,2) haben, eine Nume- 
rierung ein und bezeichnen sie in dieser Reihenfolge mit 

¥,(z), PB, (x), veep Pan (z). 
Die ausgezeichnete Normalform 9’ (x, y) setzt sich konjunktiv zusammen 
aus Gliedern von der Form 


Pa(x) V Be (y) (a, B=1,2,..., 2”), 


und wir stellen sie symbolisch dar in der Form 


Z Ons (Ba (2) V Be(y)) 
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wobei das Summenzeichen fiir die Konjunktion steht und der Coeffizient C,, 
gleich 1 oder 0 gu setzen ist, je nachdem in %’(2,y) das Glied 
§. (x) Vv Be(y) vorkommt oder fehlt. 

Diese Darstellungsweise ist so beschaffen, da8 beim distributiven 
Entwickeln von Disjunktionen die gewéhnlichen Rechenregeln der Algebra 
anwendbar sind. 

Unsere Aufgabe besteht nun darin, diejenigen Koeffizientensysteme C. 
zu bestimmen, fiir welche die Formel 


(Ex) (y) R(x, y) 
bei einem m-zahligen Individuenbereich allgemeingiiltig ist. Dazu miissen 
wir die Bedingungen 
Bassa B 
als Gleichungen fiir die C,, ausdriicken. 





Die Bedingung B, verlangt, daB die Aussagenformel 
Niv... VR 
allgemeingiiltig ist. %, wird aus N’(z, y) erhalten, indem 


F(z, 2x), G(z,2), ..., S(x, x) 

beziiglich durch 
Bae Tee s+ GO 

und 

F(y,y), G(y,y), ---, S(y,y) 
durch . 

Fasas Bacge sos Uga, Te B4¢ 
bzw. durch 


Has Bas eves U, fir k=r 
ersetzt werden. 


Bei diesen Ersetzungen geht — so wiahlen wir die Bezeichnung — 
Ba(x) in BL 
und B.(y) in BS” fiir k+r 


bzw. in D tha fir k=r 
iiber. Und die distributive Entwicklung von 
Niv... VR 


liefert auf Grund unserer symbolischen Darstellung den Ausdruck 


>» Cap: Cys -- Cue BO VEE V BO VBP Vv... VBP Vv Be. 


a, B, y, 4, ..., u.¥=1 
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Damit diese Aussagenformel allgemeingiiltig ist, diirfen nur diejenigen 
Koeffizienten 
Cap > Cys... Cur 


von 0 verschieden sein, fiir welche die zugehérige Disjunktion 


OV BP VBP VBP ... VB! BO 

die Eigenschaft hat, daB in ihr mindestens eine Aussagen-Variable sowohl 
ohne Negation wie mit Negation als Glied auftritt. Dies ist aber, wie 
man sich leicht iiberlegt, dann und nur dann der Fall, wenn unter den 
§8-Faktoren zwei mit demselben oberen, aber verschiedenem unteren Index 
vorkommen, d.h. wenn von den unteren Indizes 


a, B, 7, 0, .. 5 By? 
entweder der zweite verschieden von dem dritten oder der vierte ver- 
schieden von dem fiinften ..., oder der 2r-te verschieden von dem ersten 
ist. Fiir alle anderen Indexsysteme mu8 also der zugehérige Koeffizient 
gleich © sein. 





Diese Bedingung gilt nun fiir 
¢=1,2,...,™ 


und liefert folgende fiir die Allgemeingiiltigkeit von (Ex)(y) 2’ (z, y) 
notwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen : 


(1) Cae =0 (@=1,...,2") 
(2) Cap + Cea = 0 (a, B=1,..., 2"), 
(3) Cap- Cay Cpa =0 (By y=1,...42"), 


(m) Cap- Cp, o0o*Ope-OC,.=0 (a, 8, y,.... 6,7 =1, ..., 2°). 
Hierbei geniigt es, die Werte der Indizes 


a, B, Y> nat 


alle voneinander verschieden zu nehmen, da sonst die betreffende Gleichung 
sich bereits aus den vorhergehenden Gleichungen ergibt. 


Somit erhalten wir nun folgendes Entscheidungsverfahren: Ist eine 


Formel 
(Ex)(y) U(x, y) 


vorgelegt, bei der M(z, y) in der Form einer Aussagen-Verkniipfung aus 
den 4n Komponenten 


F(x,x), Fly,y), F(z,y), Fly, 2) 


S(z,x), S(y,y), S(x,y), S(y,2) 


Mathematische Annalen. 99. 24 
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zusammengesetzt ist, so ersetzen wir zunachst Y&(z,y) durch die zuge- 
hérige (aus den 4n Komponenten gebildete) ausgezeichnete konjunktive 
Normalform (x,y) — (welche im Falle, wo U(2z,y) schon als Aus- 
sagenformel allgemeingiiltig ist, tiberhaupt kein Glied enthalt). Von N(z, y) 
gehen wir durch Streichen der Komponenten 

F(x, y), F(y, 2), ...,8(x,y), S(y, 2) 


und Weglassen der dadurch evtl. entstehenden Wiederholungen von 
Konjunktionsgliedern zu der Normalform %’(z,y) iiber und schreiben 
diese symbolisch in der Form 


_E Cen Bol2)V Bela) 
Dann stellen, falls 4 << m <2” iat, die obigen Gleichungen 
(1), (2), «++, (m) 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir dar, daB die Formel 
(Ex)(y) U(x, y) 


fiir jeden m-zahligen Individuenbereich allgemeingiiltig ist; und die 
Gleichungen . 
(1), (2), ...,(2”) 


stellen die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir dar, daf die 
Formel fiir jeden beliebigen Individuenbereich allgemeingiiltig ist. 
Besonders einfach gestaltet sich das Ergebnis im Falle n=1, wo 
die Formel &(z,y) nur ein einziges Funktionszeichen F enthalt. Wir 
haben dann nur die vier Koeffizienten 
Cr Cys) Cys» Car 
und die Gleichungen (1), (2) lauten: 


C,,=0, C,=0, C,,:C,,=—90. 
Hiernach kann die Normalform %’(z, y) — wenn sie iiberhaupt ein 
Glied enthalt — nur eine der beiden Formen 
F(z,2)vVF(y,y), F(x,2)v Fly, y) 
haben, und &(z,y) mu8 sich daher (nach den Regeln des Aussagen- 


kalkuls) amformen lassen in eine Formel entweder von der Gestalt 


F(z,2)v Fly,y)v®B 
oder von der Gestalt 


F(x,x)v Fly, y)v%, 




















Zum Entscheid bl 371 


“or 





wobei $8 aus den Komponenten 
F(z,y) und Fly, x) 
zusammengesetzt ist. 
Diese Beschaffenheit von %(2z, y) ist also im Falle eines einzigen auf- 
tretenden Funktionszeichens notwendig und hinreichend dafiir, da8 die Formel 


(Ex)(y) U(x, y) 
fiir jeden Individuenbereich allgemeingiiltig ist. (Da8 die Bedingung hin- 
reichend ist, kann man leicht direkt verifizieren.) 
Wenn die Individuenzahl m < 4 ist, so besteht in Hinsicht auf die 
Aligemeingiiltigkeit keine Gleichwertigkeit zwischen den Formeln 


N(z,y) und N(x, y); 
infolgedessen sind dann die Bedingungen 


(1)... (m) 
zwar hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Allgemeingiiltigkeit. 
So ist z. B. die Formel 


(Ex)(y) (F(a, y) v Fly, 2)) 


allgemeingiiltig fiir einen Bereich von zwei Individuen, wahrend die zu- 
gehérige Normalform §’(x, y), deren symbolische Darstellung 


J (Bele) v By) 


lautet, keiner der Gleichungen (1), (2) geniigt. Und die Formel 


(Ex)(y) (F(x, 2)v Fly, y) v F(z, y)v Fly, 2) 
& (G(x, 2) VG(y,y)v Piz, y) Vv Fly, x))) 


ist allgemeingiiltig fiir einen Bereich von drei Individuen, wiahrend die 
Normalform %’(z, y), in deren symbolischer Darstellung (bei geeigneter 
Numerierung) die Koeffizienten 


Osos Oya» Cra» Cag» Crus Cans One 


gleich 1, die iibrigen gleich 0 zu setzen sind, nur die Gleichungen (1), 
nicht aber (2) erfiillt. 

Solche besonderen Fille von Allgemeingiiltigkeit fiir weniger als vier 
Individuen, bei denen die Bedingungen (1)... (m) nicht erfiillt werden, 
sind gegeniiber dem Hauptfall dadurch ausgezeichnet, daB bei ihnen der 
Charakter der Relationen als Funktionen zweier Argumente wesentlich ist. 

Die Entscheidung iiber die Allgemeingiiltigkeit einer Formel fiir 
weniger als vier Individuen ist natiirlich durch endliches Ausprobieren zu 
gewinnen. 
24° 
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In den hier behandelten Fallen des Entscheidungsproblems beruht 
der Erfolg des angewandten Verfahrens auf dem Umstand, da8 von einer 
gewissen Individuenzahl an, welche durch den Typus der Formel und die 
Anzahl der in ihr vorkommenden Funktionszeichen bestimmt ist, keine 
neue Bedingung fiir die Allgemeingiiltigkeit hinzutritt. 


Dieser Umstand ist nun durchaus auf spezielle Formeltypen be- 
schrankt. Wie schon im § 1 erwahnt wurde, gibt es ja Formeln — und 
zwar bereits solche mit nur vier voranstehenden Zeichen —, die fiir 
jeden endlichen Individuenbereich allgemeingiilti, sind, dagegen nicht mehr 
fiir einen unendlichen. 


Bei der Betrachtung solcher Formeln, fiir deren Allgemeingiiltigkeit 
(baw. Erfiillbarkeit) die unendlichen Individuenbereiche eine wesentliche 
Rolle spielen, macht sich die Problematik des Unendlichen geltend, und 
wir kommen damit an die Stelle, wo das Entscheidungsproblem mit den 
prinzipiellen Fragen der Grundlegung der Mathematik verflochten ist. 


(Eingegangen am 24. 3, 1927.) 

















Ober die Definition durch transfinite Induktion und 
verwandte Fragen der allgemeinen Mengenlehre. 


Von 


J. v. Neumann in Géttingen. 


Einleitung. 


1. Der Begriff der Ordnungszahl und die Méglichkeit und Eindeutig- 
keit der Definition durch transfiaite Induktion gehéren gewi8 zu den cha- 
rakteristischsten Merkmalen der allgemeinen Mengenlehre. Sie sind es in 
erster Linie, die iiber die mit der Analysis oder Topologie verwandten 
Probleme und Methoden der Punktmengentheorie hinausfiihren ins oft (und 
nicht ganz grundlos) als uferlos und paradox bezeichnete, aber nichts- 
destoweniger recht interessante Gebiet der allgemeinen, abstrakten Men- 
genlehre. Trotz ihrer fundamentalen Bedeutung haben aber diese Be- 
grifisbildungen weder in der naiven, noch in der seit 1908 entstandenen 
formalistischen Mengenlehre eine erschépfende und strenge Begriindung 
erfahren. Dies mu8 um so sonderbarer erscheinen, als sie einer solchen, 
selbst in der naiven Mongenlehre, fahig sind. 


(Fiir die Definition durch finite — vollstindige — Induktion hat 
hingegen bereits Dedekind die Notwendigkeit eines strengen Beweises ihrer 
MOglichkeit erkannt. Er hat sie auch — unabhingig von der damals ent- 
stehenden Cantorschen Mengenlehre — bewiesen und durch geeignete 
Gegenbeispiele dargetan, daB sie mit dem Beweisen durch finite Induktion 
nicht verwechselt werden darf*).) 


Die seit Cantor iibliche (und bis zum scharfen Auftreten der Kritik 
der Mengenlehre riicksichtslos geiibte) Definition der Ordnungezahlen durch 
Abstraktion einer Eigenschaft gewisser Mengen (némlich aller, die einer 

1) R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? Braunschweig, mehrere 
Auflagen seit 1887. Vgl. insbesondere Satz 126 und die daran anschlieBende Bemer- 
kung 130. 








374 J. v. Neumann. 


gegebenen, wohlgeordneten, Menge ahnlich sind) ist in einer formalistischen 
Mengenlehre jedenfalls gianzlich unbrauchbar, und auch in der naiven 
Mengenlehre wire ihr wohl eine direkte, eigentliche Definition (die die 
Ordnungszahlen als wohldefinierte Mengen eindeutig festlegt ) vorzuziehen. 
Der Nachweis, daB dies méglich ist, ist ein Ziel dieser Arbeit*). 

Die Méglichkeit der Definition durch transfinite Induktion ist auch 
alles andere als selbstverstandlich. (Nicht so die Eindeutigkeit; diese ist, 
ebenso wie das Beweisen durch transfinite Induktion, eine unmittelbare 
Folgerung aus der Grundeigenschaft der Wohlordnung.) Denn die direkte 
Konstruktion einer, der transfinit-induktiven Definition geniigenden Funk- 
tion wiirde das sukzessive Ausfiihren unendlich (in der Regel iiberabzahl- 
bar) vieler Schritte erfordern; es ist also ebensowenig unmittelbar-evident 
wie etwa das Auswahlprinzip. Wahrend aber das Auswahlprinzip seit seiner 
Entdeckung stets als unabhangiges logisches Prinzip angesehen wurde, war 
dies bei der Definition durch transfinite Induktion nie der Fall, und wie 
hier gezeigt werden soll, ist dies auch nicht notwendig: denn die Erfiill- 
barkeit solcher Definitionen kann bewiesen werden®*). 


2. Die vorliegende Arbeit soll méglichst allgemein gehalten bleiben, 
unabhangig von dem Umstande, da8 es heute eigentlich keine einheitliche 
allgemeine Mengenlehre gibt: sondern eine naive, eine intuitionistische, 
sowie mehrere formalistisch-axiomatische Systeme. 

Dementsprechend werden wir in den Teilen II, III die Sprache der 
naiven Mengenlehre beniitzen, aber stets parallel darauf hinweisen, wie 
unsere Uberlegungen in die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre‘) zu iiber- 
tragen sind. Es sei noch darauf hingewiesen, daB der Verf. ein vom 
Zermeloschen wesentlich verschiedenes System der axiomatischen Mengen- 


*) Die Aufstellung der Ordnungszahlenreihe (in der naiven Mengenlehre) habe ich 
bereits in meiner Arbeit ,Zur Einfiihrung der transfiniten Ordnungszahlen“ (Acta litt. 
ac. sc. reg. univ. Hung. Frano. Jos. Szeged 1 (1923), 4., Seite 199-208) durchgefiihrt. 
(Ein mit dem meinen nahe verwandter Ordnungszahlenbegriff war, wie ich nachtriglich 
aus miindlichen Mitteilungen erfuhr, Zermelo 1916 bekannt gewesen. Indessen konnte 
damals der Fundamentalsatz, wonach es zu jeder wohlgeordneten Menge eine ahnliche 
Ordnungszahl gibt — vgi. A. 5. — nicht streng bewiesen werden, da das Ersetzungs- 
axiom unbekannt war.) Auch hatte ich dort die Notwendigkeit des Ersetzungsaxioms 
festgestellt. 

%) Eine Skizze des Beweises habe ich schon in meiner Arbeit *) gegeben, aller- 
dings fiir die Ordnungszahlenreihe; indessen kann er in jeder wohlgeordneten Menge 
fast wortlich gleich gefiihrt werden. 

*) Das Axiomensystem von Zermelo (Untersuchungen iiber die Grundlagen der 
Mengenlehre I, Math. Ann. 65 (1908)) wurde yon Fraenkel prizisiert und abgeschlos- 
sen (Unters. iiber die Grund]. d. Mengenl., Math. Zeitschr. 22 (1925)); Axiomatische 
Theorie der geordneten Mengen, Journal f. Math. 155 (1926)). Beim Zitieren und bei 
der Bezeichnungsweise soll fiir uns die letztere Arbeit von Fraenkel maBgebend sein. 
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lehre angegeben hat®), in dem diese Uberlegungen auch angestellt werden 
kénnen. Da jedoch dies an einem anderen Orte behandelt wird*), soll 
darauf hier nicht Bezug genommen werden. 

Andere Systeme der formalen Mengenlehre, so von Russell, Hilbert 
und ihren Schiilern, sind vorderhand noch nicht iiber die ersten Machtig- 
keiten ausgebaut, kommen also hier nicht in Betracht. 


3. Die Einteilung der Arbeit ist diese: Zuerst werden die zu Zermelo- 
Fraenkel notwendigen Zusitze diskutiert’) (1); dann wird der Ordnungs- 
zahlenbegriff aufgestellt und seine Grundeigenschaften bewiesen (II), und 
schlieBlich die Méglichkeit (und Eindeutigkeit) der Definition durch trans- 
finite Induktion bewiesen (III). 


I, 


Die formalen Hilfsmittel zur Aufstellung 
des Ordnungszahlenbegriffes ‘). 


1. Wir werden in II. die Ordnungszahlen als eine Klasse wohlgeord- 
neter Mengen definieren und beweisen, da8 zu jeder wohlgeordneten 
Menge eine und nur eine ahnliche in dieser Klasse vorkommt (diese ist 
dann ihre Ordnungszahl). Es wird bei diesem Beweise wiederholt und 
wesentlich darauf ankommen, gewisse Systeme von Dingen, die auf ge- 
gebene Mengen ein-eindeutig bezogen sind, als Mengen zu erweisen (im 
Sinne der Fraenkelschen Axiomatik). Bei solchen Beweisen ist aber jeden- 
falls zu erwarten, da8 das sog. Fraenkelsche Ersetzungsaxiom herangezogen 
werden mu8*): denn dieses erméglicht in der Regel den Nachweis, daB 
ein ein-eindeutiges Bild einer Menge wieder eine Menge ist. 

In der Tat wird es notwendig sein, das Ersetzungsaxiom heranzuziehen, 
um die Schliisse von II. ins genannte formale System iibersetzen zu kén- 
nen. Indessen ist es auBerdem noch notwendig, ein weiteres Prinzip zum 





5) J. v. Neumann, Eine Axiomatisierung der Mengenlehre; Journal f. Math. 
154 (1925). 

*) J. v. Neumann, Die Axiomatisierung der Mengenlehre, erscheint demnichst 
in der Math. Zeitschrift und enthalt die Herleitung der Hauptergebnisse der all- 
gemeinen Mengenlehre aus dem genannten Axiomensystem. 

7) Der Teil I kann von denen, die sich nur fiir die Resultate von II, II in 
der naiven Mengenlehre interessieren, iiberschlagen werden; ebenso die FuBnoten der 
Teile II, II. 

*) Vgl. FuBnote ”). 

*) Das Ersetzungsaxiom wurde zuerst von Fraenkel formuliert (Zu den Grund- 
lagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre, Math. Ann. 86 (1922)), in sein Axiomen- 
system nahm er es aber zunichst nicht auf. 
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Fraenkelschen Systeme hinzuzufiigen. Es erweist sich nimlich die Fraen- 
kelsche Defirition der Funktionen als zu eng: um vom Ersetzungsaxiom 
wirklich G-brauch machen zu kénnen, miissen wir in der Lage sein, 
wesentlich mehr Funktionen bilden zu kénnen, als es im unveranderten 
Systeme der Fall ist. (Die Notwendigkeit eines weiteren Zusatzes ist mir 
im Briefwechsel mit Herrn Fraenkel klar geworden. ) 

2. Wir formulieren zuerst die beiden genannten Zusitze: 


Ersetzungsaxiom. Wenn M eine Menge ist, und f eine Funktion, so 
gibt es eine Menge M’, deren Elemente simtliche f(x), 2 eM sind, und 
nur diese*®). 

Ferner wire die Fraenkelsche Definition der Funktion‘) folgender- 
maBen abzuandern: 


In der Definition 1b verlangt Fraenkel: M sei eine Menge, 9(y), 
y(y) zwei Funktionen, o eine der Relationen =, +, ¢, ¢, in M, p, y gehe 
noch die Hilfsvariable z ein. Dann ist die Menge M,:-). yz) (Menge 
aller yeM, fiir die p(y)ow(y) gilt“) eine Funktion von x. An Stelle 
hiervon verlangen wir: 

F. p(y), w(y) seien zwei Funktionen, o eine der Relationen =, +, 
e,#; in m, yp gehe noch die Hilfsvariable z ein. Wenn fiir jedes x eine 
Menge existiert, deren Elemente alle y mit g(y)oyw/(y) sind, und nur 
diese, so ist diese Menge eine Funktion von zx **). — 

Man sieht sofort, in welcher Richtung diese Verallgemeinerung liegt: 
in der urspriinglichen Fraenkelschen Definition wird der Funktionscharak- 
ter unserer von x abhingigen Menge davon abhangig gemacht, ob eine 
bereits als Funktion erkannte Majorante (d. h. eine Obermenge) vorliegt; 
wahrend jetzt nur der Mengencharakter fiir alle x verlangt wird. F. er- 
zeugt also mehr Funktionen. 


Ehe wir zur Diskussion unseres eigentlichen Gegenstandes iibergehen, 
soll noch gezeigt werden, daS das Ersetzungsaxiom allein, ohne F., gar 
keine wesentliche Erweiterung des Fraenkelschen Systems ist. Im Gegen- 
teil: es folgt aus Fraenkels iibrigen Axiomen. (Nach Hinzufiigen von F. 
zu denselben ist das natiirlich nicht mehr der Fall: F. erweitert ja den 
Funktionsbegriff weitgehend. ) 


%°) Es wiirde geniigen, die Existenz einer Menge zu postulieren, die alle diese 
Elemente (und vielleicht noch andere) enthalt; die Existenz einer Menge mit genau 
diesen Elementen folgt dann aus den iibrigen Axiomen. (Vgl. 12 § 2, Fraenkel, Unter- 
suchungen .. .). ‘ 

%) Definition s. auf S. 132—133 der zitierten Fraenkelschen Arbeit. 

%*) Es wiirde geniigen, dies allein fiir die Relation = zu verlangen. Fraenkel 
verlangt neuerdings nur € und ¢é. 
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3. Wir wollen zeigen: wenn die Fraenkelschen Axiome gelten, und 
die Funktionen durch die unverinderte Definition beschrieben sind (vgl. 
FuBnote ™)), so gilt das Ersetzungsaxiom. 

Hierzu geniigt es, zu beweisen: wenn M eine Menge ist, und f(z) 
eine Funktion, so gibt es eine Menge N = N(M, f), so da8 alle f(z), zeM, 
zu N gehéren (vgl. FuBnote *°)). 

Zu diesem Zwecke schlieBen wir induktiv, parallel mit der (induk- 
tiven) Fraenkelschen Funktionendefinition. 


Erstens ist nach Fraenkel x und jede Konstante c eine Funktion (von 
xz). Hier gilt natiirlich unsere Behauptung: wir setzen N= M bzw. 
N=(c). 

Zweitens sind U(z) und S(z) Te: und Vereinigungsmenge ) 
Funktionen. Hier kénnen wir 

N=UUGM bzw. N=UGGM 
setzen: denn aus eM folgt offenbar 
Ure USM, SrelSGM. 


Drittens: seien f(z), g(a) zwei Funktionen, so sind auch (f(z), g(z)) 
und f(g(z)) Funktionen. Wenn unsere Behauptung fiir f, g bereits gilt, 
so gilt sie auch fiir die neuen Funktionen; und zwar mit 

N=U(N(f,M)+N(g,M)) bzw. N=N(f,N@,M)). 
Das letztere ist trivial, das erstere gilt, da aus 


f(z)eN(f,M), g(z)eN(g,M 
(f(x), g (w)) e U(N(f, M) + N(g,M)) 
folgt. 

Viertens sei M(x) eine Funktion, und seien (x,y), w(x, y) zwei 
Funktionen von y, in die auch x eingeht, und o sei eine der Relationen =, 
+, ¢, ¢. Dann ist auch M(x) (2,5 0y (2,9) eine Funktion von z. Wenn 
unsere Behauptung fiir M (2) bereits gilt, so gilt sie auch fiir M(x) (2,5) oy(2,7)- 
In der Tat: aus zeM folgt 


M(x)eN(M,M), M(x) o(2,n 02,9 €< M(x), 
M(2x)o(2,5) ow(z,y) & u SN(M, M). 


also 


Also kénnen wir 


N=UGN(M,M) 
setzen. 


Da es im Fraenkelschen Systeme keine weiteren Funktionen gibt, ist 
unsere Behauptung damit restlos bewiesen. 
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IL. 
Die Ordnungszahlen. 
A. Definition, Existenzbeweis. 


1. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daB wir die Terminologie 
der naiven Mengenlehre beniitzen werden; die zur Ubertragung in den 
Zermelo-Fraenkelschen Formalismus nétigen Zusitze sollen in FuBnoten 
angedeutet werden. 


Von allgemein mengentheoretischen Begriffen setzen wir nur die der 
Wohlordnung und der Abnlichkeit voraus; jedoch keinen einzigen der auf 
sie beziiglichen Sitze (Vergleichbarkeit, Wohlordnungssatz). Unsere Uber- 
legungen sind unabhaingig vom Wohlordnungssatz und von der Existenz 
einer unendlichen Menge. 


Unsere Bezeichnungen sind die folgenden: 


zeM: zx ist Element von M. M-<N, N>M: M ist Teilmenge von 
N. MCN, N>M: M ist echte Teilmenge von N. Wenn f(z) eine Funk- 
tion ist, wad E(x) eine Eigenschaft, M(f(x); E(x)): die Menge der f(z), 
wenn z alle Dinge mit H(z) durchlauft**). 


Wenn M eine geordnete Menge ist, und zeM, yeM, so bedeutet 
x~<y: x ist (in der betreffenden Ordnung) vor y, A(x;M): M(y; y<2) 
(der Abschnitt vor z) **). 

Die Ordnungszahlen (kurz: OZ) werden wir als gewisse wohlgeordnete 
Mengen definieren; und zwar werden wir ihnen eine derartige weitere 
Beschriankung auferlegen, daB zu jeder wohigeordneten Menge eine und 
nur eine ahnliche OZ existiert. Eine andere fundamentale Eigenschaft 
dieser OZ ist, das jede unter ihnen die Menge aller vorangehenden OZ ist. 
(Vgl. B. 1 sowie das Folgende.) 


Unsere Definition lautet so: 


Eine wohlgeordnete Menge M ist dann und nur dann OZ, wenn fiir 
alle reM 


x = A(x; M) 


8) Eine solche Menge braucht natiirlich nicht immer zu existieren. Wenn aber 
M(x; E(z)) (die Menge aller z, fiir die Z(x) gilt) existiert, so folgt ihr Vorhanden- 
sein aus dem Ersetzungsaxiom; und nur in diesem Falle werden wir sie im folgenden 
benutzen 

*) Existiert nach Fraenkel (Axiomatische Theorie...), da es aus der dort (16) 
definierten Menge u«, (in Fraenkels Bezeichnung »,,) leicht zu erhalten ist: 


A(x;M)=M—pn,— {2}. 
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gilt (d. h. jedes Element sein eigener Abschnitt in M ist)?*). Dieser OZ- 
Begriff soll nun naher untersucht werden. 


2. Wir weisen zuerst einige Eigenschaften der OZ nach, di zur ein- 
leitenden Orientierung niitzlich sind. 


Erstens: die Ordnung einer OZ ist stets die Subsumtionsordnung 
(d. h. diejenige, bei der r<y mit xCy gleichbedeutend ist) **). 

In der Tat: x<y ist offenbar mit A(z; P) C A(y; P) (wir bezeich- 
nen die OZ mit P, Q, R, S,...) gleichbedeutend, und dies, nach Defini- 
tion der OZ, mit xc y. 

Zweitens: Zwei ahnliche OZ miissen identisch sein. 

Es sei namlich P auf Q durch die Abbildung u = f(x) ahnlich be- 
zogen (xe P, ue Q). Wir werden zeigen: es ist stets f(x)—-2, dies hat 
dann P= Q zur Folge. 

Ware das nicht der Fall, so wire die Menge P’ aller xe P mit 
f(x) + 2%") nicht leer, sie hatte also ein erstes Element z,. Wir setzen 
u, =f(z,). Dann ist fiir alle y<2, jedenfalls f(y)—y, also bildet 
v= f(y) den A(z,; P) auf sich selber ab. Wegen der Ahnlichkeit der 
Abbildung muB aber A(z,; P) auf A(u,;P) abgebildet werden, also ist 


A(x; P) = A(u,; P), 


und weil P,Q OZ sind, hat dies z—wu,, d. h. am =—f(x,) zur Folge. 
Und das widerspricht der Annahme iiber z,. 


Wir haben damit gezeigt, daB es zu jeder wohlgeordneten Menge 
héchstens eine ahnliche OZ gibt. Im folgenden soll bewiesen werden, daf 
es auch mindestens eine solche gibt. Diesen Beweis werden wir in drei 
Schritten fiihren. 


3. Nehmen wir an, die wohlgeordnete Menge M sei einer OZ P ahn- 
lich. 2, sei ein Element von M und f(z) die ahnliche Abbildung von 
M auf P. 


15) Kine ,geordnete Menge“ besteht formal eigentlich aus zwei Dingen, einer 
Menge und einer Ordnung von ihr. Es ist aber leicht, die zwei durch eines zu er- 
setzen: man kann z. B. die Ordnung allein angeben, die Menge ist, wie man leicht 
zeigt, deren Vereinigungsmenge. (Wenn nimlich die Ordnung nach Fraenkel defi- 
niert wird.) 

Man zeigt leicht, daB A(x;M) eine Funktion von z und M ist: ist es doch eine 
recht einfach in Abhingigkeit von z und M gebildete Aussonderungsmenge von M. 
Ferner gibt es eine Funktion /(M), derart, daB f(M) + 0 dem OZ-Charakter von M 
gleichbedeutend ist. Auch dies ergibt sich aus dem A d gsaxiom mit der bei 
Fraenkel sonst iiblichen Methode. 

16) Der Begriff stammt von Hessenberg. 
1”) Diese Menge existiert: sie entsteht durch Aussonderung Pry 2)+2° 
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Das durch u=/f (2) vermittelte Bild von 2, sei u,, dann wird 
A(x,;M) auf A(u,; P) abgebildet und ist ihm ahnlich. A(u,; P) ist 
(weil P OZ ist) = u,=f(z,), wir behaupten: es ist eine OZ. 

Wegen A(u,;P)<P ist es jedenfalls wohlgeordnet, und aus 
veA(u,; P) folgt 

A(v; A(u,; P)) = A(v; P) =v. 
Also ist es wirklich eine OZ. 

Wir haben also bewiesen: f(z,) ist eine OZ und dem A(z,;M) 
ahnlich. 

4. Zweitens nehmen wir an, daB M eine wohlgeordnete Menge ist, 
und zu jedem A(z;M), wo zeM, eine dhnliche OZ existiert. Es soll 
gezeigt werden: auch zu M gibt es eine ahnliche OZ. 

Nach 2. gibt es zu jedem xe™M eine einzige OZ, die dem A(z, M) 
ahnlich ist, wir nennen sie f(z).**) Wir halten fiir einen Augenblick 
ein zeM fest. Die ahnliche Abbildung von A(z;M) auf f(z) sei etwa 
v=,(y). Dann ist fiir ein y<2 (dh. ye A(x; M)) 9, (y) eine OZ, 
die dem 

A(y; A(z; M))=A(y; M) 
ahnlich ist, also ist 
?.(¥)=f(y). 

Hieraus folgern wir erstens: g,(y) ist ein Element der OZ f(x), also 
sein eigener Abschnitt in ihr, also eine echte Teilmenge von f(x); ais0 
gilt dasselbe ron f(y). D.h.: aus y< a folgt f(y)C f(x). Auch die 
Umkehrung gilt: denn wenn nicht y< z ist, so ist y>2, r<y, also 
f(z)<f(y), und nicht f(y) ¢ f(z). 

Zweitens schlieBen wir so: f(x) ist das durch v= ,(y), d.h. das 
durch v= f(y) vermittelte Bild von A(z;M). Es ist also die Menge 
aller f(y) mit y<2. Nach dem Obigen ist aber y< 2 mit f(y) ¢ f(z) 
gleichbedeutend, wir kénnen also auch sagen: f(x) ist die Menge aller f(y) 
mit f(y) f(z). 

Nun werde die Menge 

P= M(f(x);2eM) 


*8) Es fehlt natiirlich der Beweis, daB f(z) wirklich eine Funktion ist. Diesen 
fihrt man so: 

DaB P eine zu A(x;M) dhnliche OZ ist, kann man mit der bei Fraenkel iib- 
lichen Methode auf die Form g(z,P) +0 bringen. (Die Abhingigkeit von M mag 
in g selbst enthalten sein.) 

Da fiir jedes ze M ein einziges P der Bedingung g(z,P) +0 geniigt, bilden 
diese P eine Menge (ein Element bildet stéts eine Menge!), wir kénnen also das 
Zusatz-Prinzip F, anwenden. Dann ist diese Menge gleich h(x), und ihr einziges Element 
6 (h(x)). Der letztere Ausdruck ist aber leicht in eine Funktion f(z) zu iiberfiihren. 
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gebildet**). Da y<2 mit f(y) C f(x) gleichbedeutend ist, is’ ‘in der 
Subsumtionsordnung dem M 4bnlich. 

Wir behaupten aber: P OZ. In der Tat: erstens ist P dem M &hn- 
lich, also wohlgeordnet, und zweitens gilt fiir jedes we P 


u =f (x)= M(f(y); fly) < f(z)) = M(v; ve P, v<u) = A(u; P). 
Damit ist unsere Behauptung restlos bewiesen. 


5. Wir vollziehen nun den dritten und letzten Schritt, indem wir 
zeigen: zu jeder wohlgeordneten Menge M gibt es eine ahnliche OZ. 

Gabe es keine zu M ahnliche OZ, so miiBte es unter den Elementen x 
von M nach 4. auch solche geben, daB keine zu A(x;M) ahnliche OZ 
existiert. Die Menge aller dieser 2 sei N,*°) nach Annahme ist N nicht leer. 

Es ist aber N<M und M wohlgeordnet, also besitzt N ein erstes 
Element z,. Fiir jedes ye A(z,;M), d. h.'y< ap, ist yeN, also gibt es 
eine zu 

A(y; M) = A(y; A(2; M)) 

ihnliche OZ. Nach 4. muB es aber dann auch eine zu A(a#,;M) dhn- 
liche OZ geben, entgegen x, ¢N. 

Damit ist alles bewiesen. 


B. Haupteigenschaften. 


1. Wir werden beweisen: Eine OZ P ist die Menge aller OZ Q, fiir 
welche QC P gilt. D.h.: QeP ist mit Q OZ, Qc P gleichbedeutend. 

Erstens sei Qe P. Dann ist 

Q= A(Q; P)C P. 
Ferner ist Q (als Teilmenge von P) wohlgeordnet, und es gilt fiir jedes x Q: 
A(x; Q) = A(x; A(Q; P))= A(x; P)=2. 

Also besitzt Q die fiir die OZ charakteristischen Eigenschaften, es ist Q 
eine OZ. 

Zweitens sei Q OZ, Qc P. Wenn xeQ, yeP und y< zz ist, so ge- 
hért y zu A(x; P); da aber P, Q beide OZ sind, so ist 

A(z; P)=2= A(z; Q)c Q. 

Also gehért auch y zu Q. Nun ist P eine wohlgeordnete Menge, und 


*) Thre Existenz folgt aus dem Ersetzungs-Axiom. 

*) DaB die Menge N existiert, zeigt man so: Wir gehen wieder von der Funktion 
g(x, P) in FuBnote *) aus. Fiir jedes xe M gibt es keine zu A(z; M) ahnliche 0Z 
oder genau eine, also kein P mit g(x, P) +0 oder genau eines. Jedenfalls bilden diese 
P eine Menge, und diese ist nach F. gleich h(x). Diejenigen xe M, fir die keine zu 
A (x;M) ahnliche OZ existiert, sind durch h(z)=0 gekennzeichnet, also ist N = Ma (z)=0. 
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Qc P, und aus r2Q, ye P, y<x folgt yeQ. Hieraus kann man be- 
kanntlich folgern, daB Q der Abschnitt von einem Elemente z, von P ist. 


Dann ist aber: 
Q=A(z,; P)=2, 


also Qe P. 
Damit ist alles bewiesen. Insbesondere wissen wir jetzt, daB fiir zwei OZ 
P,Q PeQ mit Pc Q gleichbedeutend ist. Pe P ist also a ossen. 


2. Wir zeigen weiter: Von zwei verschiedenen OZ P, Q ist eine ge- 
wiB echte Teilmenge der anderen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir den Durchschnitt R von P und Q. 
Sowohl P wie Q sind als OZ in der Subsumtionsordnung gegeben, also 
stimmen ihre Ordnungen in R iiberein. Als Teilmenge von ihnen ist dann 
auch R wohlgeordnet. 


Ferner sei x ein Element von R. Da P,Q OZ sind, ist 
z=A(z;P), x=A(z;Q), 


und A(z; R) ist der Durchschnitt beider, also auch gleich x. Damit haben 
wir aber gezeigt, daB R eine OZ ist. 

Nun ist R<P, R<Q. Wenn R= P oder R= Q ist, so ist P<Q 
bzw. Q <P, wegen P+ Q also Pc Q oder Q P; und dann ist die Be- 
hauptung bewiesen. 

R+P, R+Q aber ist unméglich. Dann wire nimlich RC P, RCQ, 
wegen R, P,Q OZ also Re P, ReQ, d.h. ReR. Und dies ist wegen 
R OZ ausgeschlossen. 


3. M sei irgendeine Menge von OZ; nach dem soeben Bewiesenen 
kann M durch Subsumtion geordnet werden. Wir wollen zeigen, daB es 
in der Subsumtionsordnung wohlgeordnet ist. 

Es gilt also zu zeigen: wenn N <M, N + 0 ist, so hat N ein erstes 
Element. 

Wegen N+ 0 koénnen wir ein PeN auswahlen. Sind alle QeN auch 
Q > P, so ist P das gesuchte erste Element. Ist das nicht der Fall, so 
betrachten wir diejenigen Elemente Q von N, fiir die nicht Q > P ist. 
Nach Annahme gibt es solche. 

Da P,Q OZ sind, ist nicht Q > P gleichbedeutend mit Qc P, d. h. 
mit QeP. Die genannten Q machen also gerade den Durchschnitt von 
N und P aus. Wir nennen diesen Durchschnitt N*. 

Da N* <P, N* +0 ist, und P (in der Subsumtionsordnung) wohl- 
geordnet ist, hat N* ein erstes Element, P*. Wegen P*eN®* ist ins- 
besondere P*e P, P*eN, also P* OZ, P*< P, P*eN. Wir behaupten 
nun: P* ist das erste Element von N. 
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Denn fiir ein QeN ist entweder P<Q, also P*< P< Q, oder aber 
QeN*, also P* <Q. 

4. Wir behaupten: P ist dann und nur dann eine OZ, wenn aus 
PeP folgt: P OZ, P<P. 

Die Bedingung ist notwendig, denn aus P OZ folgt fiir PeP sogar 
P OZ, PCP. 

DaB sie hinreichend ist, zeigen wir so: Als Menge von OZ ist P in 
der Subsumtionsordnung wohlgeordnet. Es bleibt iibrig, fiir alle PeP 

P= A(P;P) 
zu beweisen. Nun ist fiir PeP wegen P<P 
P= M(Q; QeP)=M(Q; Qe P, QeP) 

und dies ist wegen P OZ 


= M(Q; Q0Z, Q¢ P, QeP); 
dies ist aber, da aus QeP Q OZ folgt, 
= M(Q;QCP, QeP)=A(P; P). 


Damit ist der Beweis vollendet. 


C. Grundoperationen mit OZ. 


1. Mit Hilfe des Kriteriums in B.4. kénnen wir einfach die wesent- 
lichsten Erzeugungsweisen fiir die OZ gewinnen. 

Erstens stellen wir fest: 0 ist eine OZ. In der Tat: 0 hat iiber- 
haupt keine Elemente, es ist also nach B.4. eine OZ. 

Zweitens behaupten wir: Wenn M eine Menge von OZ ist, so ist 
S(M) eine OZ. Denn aus PeS(M) folgt PeQ, QeM, also ist Q OZ, 
und folglich P OZ, PC Q<€G(M). 

Drittens behaupten wir: wenn P eine OZ ist, so ist auch P+ {P} 
eine OZ. Denn aus Qe(P+{P}) folgt QeP oder Qe{P}. Im ersten 
Falle ist Q OZ,Q< P< P+{P}, im zweiten Q=P, also wieder 
Q 0%, Q<P+-{P}. 

Die OZ P+ {P} wollen wir (nach Méglichkeit im Anschlu8 an die 
iibliche Bezeichnung) mit P-<-1 bezeichnen. 

2. Wir behaupten: In der Subsumtionsordnung ist 0 die erste OZ, 
und P< 1 die auf P unmittelbar folgende. 

Das erste ist trivial. Das zweite beweisen wir so: Zunichst ist 
Pe(P+{P}), Pe P41, also P c P-4-1. Ferner folgt aus PC Q (Q OZ) 
auch P41<Q. Sonst wire nimlich P41>Q, also 


PCQcP+{P}, 
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was unmdglich ist, da P+ {P} nur ein Element mehr hat als P. Damit 
ist alles bewiesen. 

Weiter zeigen wir: P2 Q ist gleichbedeutend bzw. P41 2 Q+1 
(P,Q OZ). 

Es geniigt zu zeigen, daB aus P2 Q folgt P}1 2 Q+1; die Um- 
kehrung mu8 gelten, da diese drei Fille (nach B.2.) eine vollstandige 
Disjunktion bilden. 

Es geniigt ferner aus PCQ P+4-1CQ<--1 zu folgern: denn aus 


P= Q folgt jedenfalls P+ 1— Q<+1, und > entsteht aus ¢ durch Ver- 
tauschen von P,Q. Aus PCQ folgt aber in der Tat 


P$1<Q°Q+1. 

3. SchlieBlich zeigen wir: Wenn P eine OZ ist und es auf die Form 
P= R<1 (R OZ) gebracht werden kann, so ist dies fir R = G(P) der 
Fall, und nur fiir dieses. Ist dies aber nicht méglich, so ist P= ©(P). 
Im letzteren Falle nennen wir P eine Limeszahl. 


Die erste Behauptung kommt offenbar darauf heraus, R = ©(R <1) 
zu zeigen. Nun ist 


S(R$1)=—S(R+ {R})=S(R)+R. 
Da aus SeR S<R folgt, ist S(R)< R, folglich ist 
S(R)+R=R. 

Die zweite Behauptung besagt: aus ©(P)+ P folgt P= S(P)+1. 
Ebenso wie vorhin zeigt man ©(P)<P, wegen G(P)+P muB also 
S(P)<P, S(P)4+1<P sein. Wire nun ©(P)$1+P, so miibte 
S(P)+1CP sein, wir hitten also: 

S(P)c S(P)}PicP, 
S(P)e(S(P)}1), (S(P)H1)e P, 
S(P)eS(P). 
Dies ist aber mit 6(P) OZ unvereinbar. 


D. Anwendungen. 


1, Der vorliegende OZ- Begriff erlaubt, wenn man sich auf endliche OZ 
beschrankt, einen dem Dedekindschen*') analogen Aufbau der Theorie der 
positiven ganzen (endlichen) Zahlen, ohne Voraussetzung der Existenz einer 
unendlichen Menge. (In meiner Arbeit *), Kap. VIII. 4. ist das etwas 
ausfiihrlicher dargestellt. Vgl. auch die Arbeit °), 8.237.) Ohne hierauf 


1) Vgl. FuBnote *). 
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naher einzugehen, wollen wir an Hand der Resultate aus C. 2. die ersten 
OZ angeben. (Man sieht direkt das Zutreffen des Satzes B.1., wonach 
jede die Menge aller vorangehenden ist.) 


Gewdhnliche i 
Bezeichnung| 0 1 7 2 3 4 
Systematische 
Bezeichnung| 0 04-1): opig1 ogig14¢1. OF IPI Sl Hl 
Die OZ... ..| 0 {0}  {0, {O}} {0, {0}, £0, {O}}} £0, {0}, £0, {O}}, £0. {0}, {0, {O}}}} 


Wie man sieht, sind sie etwas komplizierter, als die Zermeloschen 


»Zahlen* **) 
0, {0}, {LO}}, {{{OF}}, {{LOPF}}, ---, 
aber sie kénnen dafiir ungehindert iiber w hinaus fortgesetzt werden. 


2. Wenn wir die zur wohlgeordneten Menge M ahnliche OZ kurz als 
die OZ von M bezeichnen, sc ist es klar, daB zwei wohlgeordnete Mengen 
| M,N dann und nur dann &hnlich sind, wenn sie dieselbe OZ haben. 
Weiter ist jede Menge ihrer OZ ahnlich, also ist M dann und nur 
| dann einem Abschnitte von N dhnlich, wenn die OZ von M, P, einem 

Abschnitte 





A(R; Q)= 
der OZ von N,Q, 4&hnlich ist. Da auch R OZ ist, besagt das P= R, 
d.h. PeQ, oder was dasselbe ist, PC Q. 
Auf Grund dieser zwei Bemerkungen sieht man ohne weiteres ein, 


da8 der Satz in B. 2. die allgemeine Vergleichbarkeit der wohlgeordneten 
Mengen enthilt. 


3. Durch unser OZ-System ist auch das Problem der Angabe der 
Alephs gelést, wir miissen nur den Begriff der Anfangszahl oder Kardinal- 
zahl (kurz: KZ) einfiihren. 
Wir nennen eine OZ P eine KZ, wenn fiir keineOZ QC P Qund P 
fiquivalent sind; d. h. wenn P mit keinem seiner Elemente aquivalent ist *). 


*2) Vgl. FuBnote *). 
| %3) Es gibt eine Funktion f, so daB f(P)=0 mit P KZ gleichbedeutend ist, Um 
sie zu konstruieren, brauchen wir nur eine Funktion g(M, ae so daB g(M, N) +0 
die Aquivalenz von M und N andeutet: dann leistet f(P) = P,:p, »)4.9 das Gewiinschte. 
Fiir elementfremde Mengen M N leistet dies zunichst die "Funktion g’'(M,N)== 
(vgl. Fraenkel, Untersuchungen ..., Seite 261. 13), wo = die Menge aller ahnlichen 
Abbildungen von M,N ist; man sieht leicht den Funktionscharakter von = ein. 
Fiir nicht-elementfremde M,N muB es ein zu beiden fremdes L geben, so daB 
g’(M, ZL) + 0, g’(N, L) +0 ist (a.a.0, Seite 262,16); und dieses Z kann, wenn 
iiberhaupt vorhanden, als Teilmenge von U(M+U(M+G6(M-+N))) gewahlt werden 
(Fortsetzung der FuBnote 28 auf n&chster Seite.) 


25 
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Man sieht unschwer ein, daB es zu jeder wohlordenbaren Menge M eine 
und nur eine aquivalente KZ gibt. 

Erstens gibt es héchstens eine: denn sind die KZ P, Q dem M 
aquivalent, so sind sie es auch untereinander, also ist P 2@ unmdglich, 
also ist P=Q. 

Zweitens gibt es mindestens eine; dabei sind aber, da die ,,Menge 
aller OZ“ ein bekanntlich paradoxes Gebilde ist**), gewisse Vorsichts- 
maBregeln notwendig. 

M sei namlich eine wohlordenbare Menge, dann gibt es eine zum 
wohlgeordneten M ahnliche OZ, also gibt es mit M aquivalente OZ iiber- 
haupt. P sei eine solche. Wenn kein QeP mit M Aquivalent ist, so ist 
auch keines mit P aquivalent, also ist P KZ, und wir sind am Ziele, 
Im entgegengesetzten Falle bilden wir die Menge P aller mit M Aqui- 
valenter QeP™) Dann ist P<P, P+0. 

Da P wohlgeordnet ist, hat P ein erstes Element, P*. P* ist mit 
M aquivalent, wir behaupten aber, daB es eine KZ ist. Denn wire es 
mit einem QeP* aquivalent, so wire Q mit M dquivalent. Ferner ist 
QeP*, P* <P, also QeP; folglich ist QeP. Und dann mu8 Q > P* 
sein, entgegen QeP*, Qc P*. 

Damit ist unsere Behauptung vollstandig bewiesen. Nehmen wir nun 
den Wohlordnungssatz hinzu (der ja bisher nicht benutzt wurde), so folgt: 
zu jeder Menge M gibt es eine und nur eine aquivalente KZ. Also sind 
die KZ geeignet, die Machtigkeiten zu vertreten. 


Ill. Die Definition durch transfinite Induktion. 


1. Das Definieren durch transfinite Induktion ist ein ProzeB, der in 
der Ordnungszahlenreihe oder auch in einer beliebigen wohlgeordneten 
Menge Anwendung findet. In diesem letzteren Falle kann seine Méglich- 
keit (falls auch der Wertevorrat der zu definierenden Funktion von vorn- 
herein in einer gegebenen Menge liegt) im ungednderten Fraenkelschen 


(folgt leicht aus den Uberlegungen a. a. 0. Seite 262, 16 und Seite 257, 5). Die 
Existenz eines solchen LZ wird also durch 


{{UU(M+U(M+6(M+N)))}- a piotyn tot 
ausgesagt, und die linke Seite ist offenbar ein g(M, N). 

*) Sie fiihrt zur bekannten Burali-Fortischen Antinomie, die wir hier ziemlich 
kurz formulieren kénnen. Gabe es eine Menge Q, die alle OZ, und nur diese enthilt, 
so folgte aus Pe Q erstens P OZ und zweitens P < Q (aus QP folgt ja Q OZ). Nach 
B.1. wire also 2 OZ, d.h. QeQ, entgegen B. 4, (Man sieht tibrigens, daB das viel- 
umstrittene ,Hinzufiigen eines Elementes zu Q2“ gar nicht nétig ist, um sich in den 
Widerspruch zu verwickeln.) 

%) Nach **) existiert diese Menge, sie ist gleich Py m, z)+*0- 
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Systeme bewiesen werden, und zwar im wesentlichen mit der Methode 
unseres folgenden Beweises. Wir wollen jedoch die induktive Definition 
von UZ-Funktionen untersuchen, wobei dann die Zusitze aus I notwendig 
sind. (Dabei brauchen wir gar keine Einschrinkungen iiber den Werte- 
vorrat zu machen.) 

Zunichst soll der ProzeB des ,,Definierens durch transfinite Induktion“ 
bzw. die Benauptung seiner allgemeinen und stets eindeutigen Méglichkeit 
genau beschrieben werden. Und zwar soll dies in méglichst allgemeiner 
Form erfolgen; wir wahlen die folgende Formulierung: 

J. Wenn f eine Funktion und P eine OZ ist, sc bezeichnen wir mit 
F(f,P) den Verlauf der Funktion f in P. Darunter verstehen wir die- 
jenige nur in P (d. h. nur fiir die OZ C P) definierte Funktion, die dort 
durchweg dieselben Werte hat, wie f. **) 

Wenn yp eine Funktion (von zwei Variablen) ist, so gibt es eine und 
nur eine Funktion f (einer Variablen), die nur fiir die OZ definiert ist, 
und bei der fiir jede OZ P 


f(P)=9(Fif, P), P) 
gilt. 
(Die obige Relation driickt den Grundgedanken der induktiven De- 
finition aus: f ist an der Stelle P zu berechnen aus P und allen seinen 
Werten vor P.) 


2. Um die Méglichkeit der Definition durch transfinite Induktion zu 
beweisen, werden wir die Behauptung dahin umformen, da8 sie eines 
Beweises durch transfinite Induktion fahig wird. Zu diesem Zwecke fiihren 
wir die folgenden Begriffe ein: 

Eine OZ P ist ,norma]“, wenn es eine (in P definierte, d.h. fiir die 
OZ ¢ P definierte) Funktion f gibt, so da8 fiir alle Qe P (d.h. Q OZ, QC P) 


f(Q) = (Fir, Q), Q) 


Ein solches f nennen wir 2in ,,Funktionselement bis P“. Und 
y(F(f, P), P) 


nennen wir einen ,,Funktionswert von P“. (F(f, P) ist vom naiven Stand- 
punkte aus dasselbe wie /, da dieses nur in P definiert ist, im axiomatischen 
Systeme ist es anders (vgl. FuBnote **)). 


ist. 





%*) Es ist angemessen, diesen ,,Verlauf“ F(f, P) nicht als Funktion, sondern als 
Menge einzufiihren: denn wir werden ihn (vgl. w. u.) als Argument in eine Funktion 
einsetzen miissen, und dies ist im Fraenkelschen Systeme nur fiir Mengen (nicht aber 
fiir Funktionen) méglich. Es gilt also, den in P definierten Funktionen eineindeutig 
Mengen zuzuordnen. (Fortsetzung der FuGnote 26 auf nichster Seite.) 
25* 
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Wir werden nacheinander zeigen: Wenn P normal ist, so gibt es 
— bei vorgegebenem gy — genau ein Funktionselement bis P, und folg- 
lich auch genau einen Funktionswert von P (3.); alle OZ P sind normal 
(4.—5.), und hieraus schlieBen: es existiert eine und nur eine Funktion f 
mit den in 1. genannten Eigenschaften (5.). 


3. Die erste der soeben genannten Behauptungen lauft offenbar darauf 


hinaus, zu zeigen: Wenn 7, g Funktionselemente bis P sind — bei vor- 
gegebenem gy —, so sind sie identisch, d. h. es ist fiir alle Qe? 
f(Q) =9(Q). 


Wire das nicht der Fall, so wire die Menge P aller QeP mit 
f(Q) #g9(Q) *") nicht leer, d. h. P< P, P+0. Also hatte P ein erstes 
Element Q,. 

Fir Q«Q,, dh. Q OZ, QC Q, ist also f(Q)—g(Q), so dab 
F(f, Q.) = Fig, Q,) ist, und dies hat 


(F(f, Qo), Qo) = (Fg, Qo), Qo)» £(Q) = 9 (Q) 
zur Folge, entgegen Q,«P. 
Fiir normale OZ sind also Funktionselement und Funktionswert ein- 


deutig festgelegte Begriffe, die wir mit FE(P) und FW(P) bezeichnen 
wollen. 


4, Wir behaupten: Wenn Qc P ist, so folgt aus der Normalitat von 
P auch die von Q, und es ist 


FW(Q) = FE(P)(Q). 


(FE(P) entspricht einer Funktion, wir kénnen also ihren Wert an der 
Stelle Q bilden!) 


Die gewdhnliche Wiedergabe der Funktion f durch die Paarmenge der (2, f(x)) 
versagt hier, denn die z und die f(x) kénnen nicht von vornherein auf element- 
fremde Mengen beschrinkt werden. Doch wird diese Schwierigkeit leicht umgangen 
durch Einfiihrung des ,geordneten Paares“ 


(u,v) =((u),(u,v)). 


Man zeigt erstens leicht, daB aus (u,v)=(u’,v’) stets u=u',v=v’ folgt; zweitens 
gibt es offenbar eine Funktion & mit 


§ (u,v) = u,v). 


Wenn nun eine Funktion f und eine OZ (es kénnte eine beliebige Menge sein) P 
gegeben ist, so bilden wir (x, f(z)) fiir alle x von P. Diese bilden eine Menge, denn 
(x, f(2)) kann auf die Form g(x) gebracht werden (g eine von f abhingige Funk- 
tion), und dann geniigt die Anwendung des Ersetzungsaxioms. 

Die so gewonnene Menge nennen wir F(f, P). (Natiirlich ist F keine Funktion 
von /, P im axiomatischen Sinne, f kann ja gar nicht Argument sein.) 

*?) Entsteht durch Aussonderung P¥;z)+ giz). 
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Es sei namlich f= FE(P) und f* diejenige nur in Q definierte 
Funktion, die dort mit f iibereinstimmt. Dann ist fiir ReQ 


f*(R)=f(R)=9(F(f, R), R)=9 (F(f*, R), R). 
Also ist Q normal und f* sein Funktionselement; und es ist 


FW(Q)=9(Fif*, Q), Q) =9(F (FQ), Q)=7(Q), 
womit alles bewiesen ist. 
Wir behaupten weiter: Wenn alle Q¢P, d. h. alle QC P, normal sind, 
so ist es auch P. 
Um dies zu zeigen, setzen wir 


f(Q)= FW(Q), 


was fiir alle QeP eindeutig sinnvoll ist**). Dann ist fir QeP und ReQ 
nach dem vorigen Resultate 


f(R)= FW(R)= FE(Q)(R), 


*) Die Existenz einer Funktion f, so da fiir alle normalen P f(P) = FW(P) 
ist, muB bewiesen werden. 
Wenn P normal ist, gibt es ein g, so daB fiir alle Qe P 


9(Q)= (Fig, 2), Q) 
ist. Wir setzen F= F(g, P), dann ist die Existenz von F die notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Normalitit. Wir werden eine Funktion x aufsuchen, 
derart, daB zy (P, F) + 0 die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB F 
in der gewiinschten Beziehung zu P steht. (Wir muBten von der Funktion g zur 
Menge F iibergehen, um ein x konstruieren zu kénnen. ) 

Von F wird offenbar dies verlangt : 

Jedes Element von F hat die Form (u,v), weP. Zu jedem weP gibt es genau 
ein v mit (u,v)e¢F. Wenn Qe«P ist und F’ eine Menge ist, deren Elemente alle 
(u,v)eF mit weQ sind, so ist 

(Q,9(F',Q))eF. 
Um dies in y(P, F) + 0 umzuformen, bemerken wir: Es ist 
u=D(((u), (u,v)))=D(<u, v)), 
und da D durch eine Funktion  ersetzt werden kann (man setzt dies in Evidenz, 
indem man etwa 
My =Mzey, D(M)=6(M)ys_y 
setzt), so gilt 
u=o((u, v)). 
Ferner konstruiert man leicht eine Funktion £, fiir die § (x) +0 damit gleichbedeutend 
ist, da8 x die Form (u,v) = ((u), (uw, v)) hat. 

Von F wird also verlangt: 

Aus ze F folgt (x) + 0 und w(z)eP. Aus xeF, ye F und w(z)=@(y) folgt 
z=y. Zu jedem weP gibt es ein re F mit w(x)=u. Fiir jedes Qe P gilt, wenn 

F’ = Fua)eQ 


(Q,9(F’, Q))eF. 
(Fortsetzung der FuGnote 28 auf nichster Seite.) 


gesetzt wird, 
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F(f, Q) = F( FE(Q), Q). 
Und hieraus folgt weiter 


f(Q) = FW(Q) = 9( F( FE(Q), 2), 2) = v(Fif, Q), Q). 


Damit ist aber gezeigt, daB P normal ist. 

5. Nun kénnen wir zeigen, da8 alle OZ P normal sind. Im entgegen- 
gesetzten Falle wire etwa P eine nicht normale OZ. Nach 4. kénnen 
dann nicht alle QeP normal sein, ihre Menge P %) ist also nicht leer, 
d.h. P<P, P+0. Also hat P ein erstes Element Q,. Aus Q«Q, folgt 
wegen PCP Q,eP, und andererseits Q OZ, QC Q,, so daB Q nicht zu 
P gehéren kann; also ist Q normal, nach 4. mu8 folglich auch Q, normal 
sein, entgegen Q, ¢P. 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Es bleibt noch iibrig, hieraus unsere eigentliche Behauptung, wonach 
eine und nur eine Funktion f den Bedingungen J. in 1. geniigt, herzu- 
leiten. 

Wir zeigen zuerst: es gibt eine solche. Es sei 


f(P) = FW(P) ™), 
Dann gilt fiir jede OZ P und jedes QeP 


f(Q) = FW(Q) = FE(P)(Q), 
also ist fir jede OZ P 


Dies ist aber mit den bei Fraenkel iiblichen Methoden unschwer auf die Form 
z(P, F) +0 au bringen. 

Nach diesen Vorbereitungen ist unser Ziel wie folgt zu erreichen: 

Da P normal ist, existiert genau ein F mit 

x(P, F) +0, 

es bildet also eine Menge, die nach dem Zusatzprinzip F. eine Funktion o(P) von P 
ist; und F ist dann, als einziges Element, gleich G(o(P)), FW(Q) aber gleich 
¢ (F, P)=y(S(o(P)), P), was natiirlich auf die Form /(P) gebracht werden kann. 

*) Die Existenz von P steht fest, sobald eine Funktion g vorliegt, derart, dab 
9g(Q) + 0 die Normalitét von Q bedeutet: dann ist P= P,(Q)+0. 

Um sie zu gewinnen, greifen wir auf das x der FuBnote *) zuriick. Je nachdem 
Q normal ist oder nicht, ist fiir kein F oder genau eines 


x(Q, F) +0, 
sie bilden also jedesmal eine Menge. Nach F. ist diese aber eine Funktion o(Q) von 
Q; Q ist normal, wenn die genannte Menge, d.h. o(Q), nicht Null ist. Damit haben 
wir die gewiinschte Funktion hergestellt. 
%) Da alle P normal sind, liefern die Uberlegungen der FuBnote **) die Existenz 
dieser Funktion /. 
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Hieraus folgt aber 
f(P) = FW(P) = 9(F (FE(P),P), P)=9(F(f, P), P). 
Also besitzt f in der Tat die gewiinschten Eigenschaften. 


Und nun zeigen wir: keine andere Funktion leistet dies. Es geniige 
namlich g den Bedingungen von J. Es sei P eine OZ, und g* diejenige 
nur in P definierte Funktion, die dort mit g iibereinstimmt. Dann ist 


fiir jedes Qe P 
F(g*, Q) — F(9, Q), 
9*(Q)=9(Q)= 9(Fig, Q), 2) = v(Fig*, 2), Q), 
d. h. g* ist gleich FE(P), und hieraus folgt 


9(P)= 9(F(g, P), P) = 9( Fig*, P), P) 
= p(F(FE(P), P), P) = FW(P). 


also 


Damit ist alles bewiesen. 


Ich méchte zum Schlusse nicht versiumen, meinen Dank an Fri. 
E. Noether auszusprechen, die mich zur Abfassung dieser Arbeit ver- 
anlaBt hat. 


(Eingegangen am 20. 3. 1927.) 











Zusatz zu vorstehendem Aufsatz Herrn v. Neumanns. 


Von 
Adolf Fraenkel in Marburg. 


Dem Abschnitt I der vorstehenden bedeutungsvollen Arbeit Herrn 
v. Neumanns seien einige Bemerkungen angefiigt iiber den Unterschied, 
der zwischen allgemeiner und spezieller Mengenlehre hinsichtlich der axio- 
matischen Erfordernisse besteht. Damit wird gleichzeitig MiBverstandnissen 
vorgebeugt, die daraus entstehen kénnten, daB der vorstehende Aufsatz 
es naturgema8 mit den Bediirfnissen der Ordnungszahlentheorie — also 
eines Gebietes der speziellen Mengenlehre — zu tun hat, 


1. Fiir die Erfordernisse der ,allgemeinen Mengenlehre“*'), die auch 
die Theorie der geordneten und wohlgeordneten Mengen umfaBt, reicht 
der von mir gepragte Funktionsbegriff*) und das darauf gestiitzte Aus- 
sonderungsaxiom vollig aus. Dasselbe gilt auch noch fiir die ,,Zermelosche 
Mengenlehre“, die durch Hinzunahme des ,,Axioms des Unendlichen“ zur 
allgemeinen Mengenlehre entsteht; darin sind nicht nur die abzahlbaren 
Mengen und das Kontinuum gesichert, sondern alle durch Potenzmengen- 
bildung daraus entstehenden Mengen, die also ihrer Machtigkeit nach zum 
mindesten bis zu jedem Aleph mit endlichem Index aufsteigen. Daher 
geniigt der bisherige Funktionsbegriff auch zur Lésung allgemeiner Fragen 
wie derjenigen der Unabhangigkeit des Auswahlaxioms’*). 


2. Wie ich 1921 zeigte*), gibt es einfache (sogar abzahlbare) Mengen, 
zu deren Sicherung die Zermelosche Mengenlehre nicht mehr ausreicht; 
mit Hilfe derartiger Mengen gelangt man dann leicht zu Miachtigkeiten 
=x. Statt des damals — vor Aufstellung des Funktionsbegrifis — 


*) Zermelo, Math. Annalen 65 (1908), S. 266 unten. 

*) Sitzungsber. der PreuBischen Akademie d. Wiss., Phys.-Math. Kl., 1922, 8S, 253; 
vgl. auch FuBnote **) der vorstehenden Arbeit. - 

*) Jahresber. d. D. Math.-Ver. 30 (1921), S. 97; vgl. auch FuBnote *) der vor- 
stehenden Arbeit. 
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zur Sicherung solcher Mengen angeregten loseren Ersetzungsaxioms ist es 
einfacher und zur Sicherung derartiger Mengen dennoch hinreichend, dem 
Zermeloschen Axiom des Unendlichen die folgende erweiternde Fassung 
zu geben (unter Benutzung meines Funktionsbegriffs): Wenn eine Menge m 
und eine Funktion (x) gegeben sind, so gibt es mindestens eine Menge M, 
die erstens m und zweitens mit jedem ye M auch noch p(y) als Element 
enthalt *). 

3. Da auch dieses Axiom noch nicht alle etwa wiinschenswerten 
speziellen Mengen sichert, so wurde die Hinzufiigung weiterer Axiome fiir 
einschlagige Untersuchungen vorbehalten. Namentlich zeigt sich, daB zur 
Erméglichung der v. Neumannschen Theorie der Ordnungszahlen®) weder 
das vorstehende Axiom noch das Ersetzungsaxiom mit dem bisherigen 
Funktionsbegriff ausreicht; fiir letztere Tatsache liefert die vorstehend von 
v. Neumann gegebene Ableitung des so gefaBten Ersetzungsaxioms aus den 
iibrigen Axiomen den inneren Grund, Die von mir deshalb als notwendig 
bezeichnete Ausdehnung des Funktionsbegrifis im Ersetzungsaxiom*) hat 
Herr v. Neumann vorstehend (I, Nr. 2) scharfsinnig und in einem Ausma8 
durchgefiihrt, das fiir sehr weite Zwecke geniigt; dabei wird das Ersetzungs- 
axiom nicht nur unabhiangig, sondern auch kraftig genug, um zusammen 
mit Zermelos Axiom des Unendlichen die Ordnungszahlen v. Neumanns 
zu sichern. Fiir die Teilmengenbildung auf Grund des Aussonderungsaxioms 


kann es beim engeren Funktionsbegriff verbleiben, der nur die elementaren 
Prozesse Zermelos benutzt. 


4. Ob mit dieser dritten Etappe in der Aufstellung zusitzlicher 
Axiome zwecks Sicherung spezteller Mengen das Ziel endgiiltig erreicht 
ist, erscheint zweifelhaft. (Man den\_. etwa an noch offene Fragen wie die 
nach der Existenz regulirer Anfangszahlen mit Limeszahlindex *).) Dagegen 
bleibt nach wie vor das Axiomensystem der allgemeinen Mengenlehre ( ein- 
schlieBlich der Theorien der Aquivalenz, der Ordnung und Wohlordnung) 
durch diese Ausdehnungen unberiihrt. 


*) Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre (2. Aufl. 1923), 8. 217. 
5) Vgl. FuBnote *) des vorstehenden Aufsatzes. 
*) Math. Zeitschrift 22 (1925), S. 271. 


”) Vgl. Kuratowski in den Annales de la Société Polonaise de Mathématique 3 
(1925), S. 147. 


(Eingegangen am 20. 3. 1927.) 











Kine charakteristische Eigenschaft der abgeschlossenen 
konvexen Punktmengen. 


Von 


Heinrich Tietze in Miinchen. 


1. Dafiir, daB eine in der Ebene gelegene abgeschlossene Punkt- 
menge 3, welche innere Punkte besitzt, konvex sei, ist es bekanntlich 
notwendig und hinreichend, da8 durch jeden Randpunkt P von M wenig- 
stens eine Stiitzgerade an M geht. Als Stiitzstrecke von der Lange 20 ( > 0) 
durch einen Randpunkt P einer Menge I? bezeichnen wir*) eine Strecke 
CD der Lange 29 mit P als Mittelpunkt, wenn im Inneren des Kreises 
mit dem Mittelpunkt P und dem Radius o auf (wenigstens) einer der 
beiden Seiten seines Durchmessers CD kein Punkt von Qt liegt'*). Geht 
durch P eine Stiitzstrecke an I von der Linge 20, so geht durch P an 
M auch eine Stiitzstrecke der Linge 20’ fiir jedes positive o’<o. Das 
Vorhandensein einer Stiitzgeraden an Yt durch P ist gleichbedeutend mit 
dem Vorhandensein von Stiitzstrecken beliebiger Lange an I durch P. 
Wir wollen nun folgenden Satz beweisen: Dajiir, dag eine zusammen- 
hdngende abgeschlossene ebene Punktmenge I, welche innere Punkte be- 
sttzt, konvexr sei (d. h. mit je zweien ihrer Punkte A, B auch alle Punkte 
der Strecke AB enthalte) ist es bereits hinreichend (natiirlich auch 
notwendig), daB es eine positive Zahl o gibt, derart, daB durch jeden 
Randpunkt von M eine Stiitzstrecke an IM von der Lange 20 geht. 

Zunachst médgen die folgenden Beispiele nicht-konvexer Mengen *) 
zeigen, daB von den gemachten Voraussetzungen keine entbehrt werden 


*) Vgl. die Note ,Uber konvexe Figuren“, Journal f. Math. 158, p. 168. 
**) (Zusatz bei der Korrektur.) Uber die Beziehung des Begriffs ,Stiitz- 
strecke“ zu dem von Leja und Wilkosz, Ann. de la Soc. polon. de math., 2 (1923), 
Krakau 1924, p. 222, eingefiihrten Begriff ,Konkavitaitepunkt“ vgl. eine demniachst im 
Journ. f. Math. erscheinende Note. 
*) Vgl. auch die in Nr. 4 meiner Note loc. cit.*) angegebenen Beispiele. 














H. Tietze. Abgeschlossene konvexe Punktmengen. 895 


kann: 1. die Vereinigungsmenge IN zweier getrennt liegender abgeschlossener 
Kreisscheiben (QM ist nicht zusammenhingend); 2. die Menge I der 
Punkte im Innern eines Dreiecks einschlieBlich der Eckpunkte (MM ist 
nicht abgeschlossen); 3. die Menge It der Punkte auf einem einfachen 
geschlossenen oder ungeschlossenen Polygonzug (MM enthalt keine inneren 
Punkte); 4. die Menge I der Punkte, die gleichzeitig im Inneren eines 
Kreises und im AuBern eines dem Kreise eingeschriebenen Dreiecks liegen, 
einschlieBlich der Punkte auf dem Kreise und auf den Dreieckseiten (zwar 
gibt es durch jeden Randpunkt von YJ eine Stiitzstrecke an WM, aber 
ihre Langen sinken auf den Dreieckseiten bei Annaherung an die Ecken 
unter jedes 9 > 0). 


2. Der ausgesprochene Satz mége sogleich in seiner Verallgemeinerung 
von zwei auf n Dimensionen bewiesen werden. Dabei werde im n-di- 
mensionalen Raum R" (n > 2) der Punkte (2,, 2,,..., 2) als Stiitzscheibe 
vom Radius @ (>0) durch einen Randpunkt P=(p,, p,,..., p,) einer 
Menge IN eine Punktmenge 


K(x) = 3 (2,—p,)"—e*° <0 
L(x) = Su,(xz;—p,)=0 
(Sy uj + 0) 
dann bezeichnet, wenn wenigstens eine der beiden Punktmengen K < 0, 
L>0O und K<0, L<0O keinen Punkt von MJ enthalt. Der zu be- 
weisende Satz lautet dann: 
Dajiir, daB eine zusammenhdngende, abgeschlossene, innere Punkte 

enthaltende Menge It des R" konvex sei, ist es hinreichend, daB fiir ein 


festes 9 > 0 durch jeden Randpunkt von M eine Stiitzscheibe an M vom 
Radius o geht. 


3. Der Beweis soll vorerst fiir den Fall gefiihrt werden, daB I be- 
schrankt ist®*) und im iibrigen alle gemachten Voraussetzungen erfiillt. Sei 
dann A ein innerer Punkt von IM, WM, die Menge aller inneren Punkte 
von I, die sich mit A durch einen ganz im Inneren von I verlaufenden 
Streckenzug verbinden lassen, M* die abgeschlossene Hiille von M%,. Dann 
ist M* CM, jeder Randpunkt von M* ist auch Randpunkt von M, daher 
geht durch ihn eine Stiitzscheibe an I, die natiirlich auch Stiitzscheihe 
an IN* ist. An anderer Stelle 5) habe ich bewiesen, daB die abgeschlossene 


28) (Zusatz bei der Korrektur.) Diese Einschrankung ergab sich, weil zur 
Zeit der Abfassung der vorliegenden Arbeit der im folgenden herangezogene Satz 
(vgl. *)) nur fiir beschrinkte Mengen ausgesprochen und bewiesen war. 

*8) loc. cit. *), Nr. 3. 
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Hiille einer zusammenhangenden beschrinkten**) offenen Menge, an die es 
durch jeden ihrer Randpunkte eine Stiitzscheibe gibt, konvex ist. Dem- 
nach ist Mt* konvex, und unsere Behauptung ist nachgewiesen, sobald ge- 
zeigt ist, daB I — M™* sein muB. 

Zu dem Zwecke setzen wir M@—IM* +N und zeigen, daB die An- 
nahme, ® sei nicht leer, zu einem Widerspruch fiihrt. 

In der Tat kann, da IN* abgeschlossen ist, die zu M* punktfremde 
Menge % keinen Haufungspunkt von Y* enthalten und es muB also M* 
wenigstens einen Haufungspunkt P von % enthalten, weil andernfalls 
M—M* + RN gegen die Voraussetzung nicht zusammenhingend wire‘). 
Dabei ist P notwendig ein Randpunkt von M* und von I. Nun werden 
wir in Nr. 4 den folgenden Hilfssatz beweisen : 


Hilfssatz. Seien M* und N zwei punktfremde (nicht leere) Mengen 
des n-dimensionalen Raumes, welche folgenden Voraussetzungen geniigen : 
M* besitzt innere Punkte, ist abgeschlossen und konvex; jeder Randpunkt 
von IN* ist Randpunkt der Vereinigung Mt—M*-+ RN; wenigstens ein 
Randpunkt P von %* ist zugleich Haufungspunkt von %; durch jeden 
Randpunkt von WM gibt es eine Stiitzscheibe an Yt. Unter diesen Voraus- 
setzungen gibt es zu jedem 9 > 0 einen Randpunkt Q von WM, durch den 
es keine Stiitzscheibe an I mit einem Radius > o gibt (und zwar gibt es 
solehe Punkte Q in beliebiger Nahe von P). 

Unsere vorher eingefiihrten Mengen I*, N, Mi erfiillen nun die 
Voraussetzungen dieses Hilfssatzes. Es miiBte also Randpunkte Q von Mt 
geben mit Stiitzscheiben an J von einem Radius, der nicht >o sein 
kann, im Widerspruch zu der Voraussetzung, daB es durch jeden Rand- 
punkt von WY eine Stiitzscheibe vom Radius o gibt. 


4. Wir gehen an den Beweis des Hilfssatzes von Nr. 3. Wir kénnen 
annehmen, da8 an It durch P eine Stiitzscheibe S vom Radius 0 existiert, da 
andernfalls bereits P selbst ein Randpunkt Q der verlangten Art wire. Sei 
X,, X,, .-., X,, ... eime Folge von Punkten aus 2 mit P als Limes. Die Stiitz- 
scheibe © sei wie oben analytisch durch K << 0, L=0 gegeben. Dabei sei der 
Bereich K <0, L > 0 frei von Punkten aus Jt. Sei A ein innerer Punkt 
von I*. Alle Punkte, die auf der Strecke AP zwischen A und P liegen, 
sind ebenso wie A innere Punkte der konvexen Menge 32*. Daher muB A 
dem Bereich L <0 angehéren, da andernfalls die Punkte der Strecke AP 


%*) (Zusatz bei der Korrektur.) Die Voraussetzung der Beschrinktheit kann 
iibrigens entbehrt werden; vgl. den nachtriglichen Zusatz loc. cit.'), Nr. 5. 

*) Eine Menge M hei®t zusammenhingend (Lennes-Hausdorff), wenn bei jeder 
Zerlegung M = M, + M, in zwei punktfremde nicht-leere Teilmengen M,, M, wenigstens 
eine dieser Teilmengen einen Haufungspunkt der anderen enthilt. 
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mit einem Abstand <o von P zu K<0, L>0O gehéren wiirden und 
der Bereich K< 0, L>O nicht frei von Punkten aus Yt ware. Wegen 
lim X, = P gibt es ein »,, so daG fiir y>y, die Abstinde PX, < 9 sind. 
Fiir y >», liegt also X, in E <0 und kann daher nur in L < 0 liegen, 
da andernfalls der Bereich K< 0, L > 0 nicht frei vén Punkten aus M 
ware. Sei P, der auf der Geraden AX, zwischen A und X, gelegene 
Randpunkt der abgeschlossenen konvexen Menge It*. Wegen lim X,= P 
und der leicht beweisbaren Gleichung®) lim P,= P gibt es einen Index 
w>, fiir den PX, <g@ ist. Sei (analog wie oben G) durch K, <0, 
L,=0 eine Stiitzscheibe G, vom Radius 9, durch P, an IM gegeben, 
wobei K,<0, L,>0 frei von M sei. Da ‘alle Punkte, die zwischen A 
und P, ual der Strecke AP, liegen, ebenso wie A innere Punkte von I* 
sind, mu gemaB einer schon oben angewendeten Uberlegung A dem Be- 
reich L,<© angehéren, hingegen X,, weil auf der Verlaingerung von 
AP, aber P, hinaus gelegen, dem Bereiche L,>0. Daher kann der 
Radius e, on S, nicht gréBer als F.. X, seit, da sonst der Bereich 
K,<0, L,>0 den Punkt X, aus I enthislte. Es muB also e, < P,X,, 
daher e, < eo sein. Der Punkt P, ist somit ein Randpunkt Q von M 
von der “in unserem Hilfssatz verlangten Art. (Dabei kann man fiir ein 
beliebiges o > 0 noch uw so wahlen, daB PQ = PP, < 0.) 

Es werde (wegen der nachfolgenden Anwendung) hervorgehoben, da8 
fiir die Giiltigkeit des Hilfssatzes und fiir den vorliegenden Beweis keine 
Voraussetzung iiber Beschranktheit der Mengen Dt, M*, N notig ist. 


5. Sei nunmehr 9 eine nicht-beschrankte Menge, die den Voraus- 
setzungen des Satzes von Nr. 2 geniigt. Sei &, die Punktmenge 
S zi <m’* (m=1, 2, 3,...) und MK,, der Durchschnitt von M mit K_, 
der fiir m=>m, nicht Jeer sei und innere Punkte besitze. Sei A ein 
innerer Punkt von M$,,. Sei M,, (fiir m—>m,) die Menge derjenigen 
inneren Punkte von M,,, die sich mit A durch einen ganz im Inneren 
von IML, verlaufenden Streckenzug verbinden lassen, ferner Mx die ab- 
geschlossene Hiille von Mt, und IM* die Vereinigung aller Mengen Mj. 
(Es ist MAC MA, M"*.) Jeder Randpunkt von My ist, sofern er nicht 


*) Sei e > 0 (wobei e << und ¢< AP sei) und O der Punkt im Abstand ; von P 


auf der Strecke AP. Da O innerer Punkt von M™ ist, gibt es ein positives 3<<, 
so daB die Menge U aller Punkte mit einem Abstand < 4 von O ganz dem Inneren 
von M* angehért. Wegen lim X,=P miissen fir »>y, die Abstinde PX,<e sein 
und die Geseden AX, den Bereich U in einer Strecke U,V, treffen. Da V, dem 
Inneren von %* angehért, muB P, zwischen V, und X, liegen und daher ebenso wie 
V, und X, dem Inneren der Kugel vom Radius « um P angehéren: PP, <s. 








398 H. Tietze. Abgeschlossene koavexe Punktmengen. 


Randpunkt von Yt ist, ein Randpunkt von &,, und es geht also durch 
ihn entweder eine Stiitzscheibe vom Radius 9 an IR oder andernfalls eine 
Stiitzebene an §,, auf alle Fille also eine Stiitzscheibe vom Radius o 
an MR, und an Wy. AuGerdem ist M~. zusammenhingend und be- 
schrankt, erfiillt somit alle Voraussetzungen, unter denen in Nr. 3 der Satz 
von Nr. 2 bereits bewiesen ist. Somit ist jede Menge M, (m > m,) 
konvex. Sind nun B, C zwei Punkte von I*, so muB es ein m geben, 
so daB beide Punkte B,C und dann auch ihre Verbindungsstrecke BC 
in MZ und damit in M* liegen; es ist also auch M* konvex. Ferner 
ist M* abgeschlossen; ist naimlich D ein Randpunkt von M* (wobei D 
in &,,, liege und m, > m, sei), so gehoren, da A ein innerer Punkt von m* 
ist, alle zwischen A und D gelegenen Punkte der Strecke AD zu I* und 
somit zu M; es gehdrt also D selbst zu Mt und daher zu Mn, und zu M*. 
Da M* konvex und M>M" ist, bleibt nur noch zu zeigen, daB Yt — M* 
sein muB. 

Zu dem Zwecke setzen wir, analog wie in Nr. 3, M—=IM*+ N. 
Wire nun & nicht leer, so miiBte es, weil ‘Yt zusammenhingend ist, wie 
in Nr. 3 in M* einen Haufungspunkt P von N geben, woraus sich wie 
dort auf Grund desselben Hilfssatzes ein Widerspruch mit der Voraus- 
setzung ergibe, daB durch jeden Randpunkt von Mt eine Stiitzscheibe 
an It vom Radius o geht. 

Damit ist der Satz von Nr. 2 allgemein bewiesen. 


Miinchen, den 27. Juni 1927. 


(Eingegangen am 27. 6. 1927.) 























Topological equivalence of complexes. 
Von 


M. H. A. Newman in Cambridge (England). 


The “internal transformation” (simple subdivision of a cell), which 
is the basis of combinatory analysis situs as developed in the works of 
Dehn, Heegaard, Kneser*), and others, does not lend itself very readily to 
the direct investigation of topological invariants: owing to the great variety 
of ways in which a single n-cell may be subdivided it is necessary to 
interpolate discussions of the properties of spheres and their intersections 
not always germane to the real subject matter. It is the object of this 
paper to shew that a certain general transformation, of which “internal 
transformation” is a special case, can always be carried out by a series 
of ‘“‘moves” of a much more specialised kind, whose effects are easily 
followed without the help of general theorems about spheres. 

The moves employed are those that I defined in an earlier paper’), 
but the standpoint there adopted has been modified in one respect. The 
“n-arrays”, discussed in §§ 1 and 2 below, are no longer regarded as 
being themselves the subject matter of combinatory topology, but are 
thought of rather as instruments for proving theorems about the n-com- 
plexes introduced in § 3. This does not necessitate any change in the 
definitions or results of FI and FII, save that the symbol “—-” is no 
longer read as “is topologically equivalent to”, which is given a dif- 
ferent sense. 

§ 1 is a summary of the definitions and leading theorems of FI 
and FII, § 2 contains a new proof and generalisation of FII Theorem 10, 
§ 3 gives its application to n-complexes. 


1) Dehn and Heegaard, Encyk]. der Math. Wiss. III, AB3 Analysis Situs; H. Kneser, 
Proc. Amsterdam 27 (1924), p. 601; E. Bilz, Math. Zeitechr. 18 (1923), 8. 1. 

*) The Foundations of Combinatory Analysis Situs, I and II, Proo. Amsterdam 
29 (1926), p. 611 and 627, referred to as FI and FII. See also “Additions and Cor- 
rections’”’ to these papers, Proc. Amsterdam 30 (1927), p. 670, cited as F. Add. 
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§ 1. 
Arrays *). 


If n is a positive integer or zero, an n-array is formed from a finite 
or enumerable set of objects by choosing as the units of the array cer- 
tain of the groups of n-+ 1 objects contained in the set‘). The choice 
is unrestricted save that every object must belong to at least one unit. 
The objects are called the vertices of the n-array, and if 0<k<n 
any k-+-1 vertices all belonging to the same unit form a k-component 
of the array. An (m — 1)-component is called a face; units wita a face 
in common are adjacent. An n-simplex is an n-array with only one 
unit. The logical sum, I'i4-4...., of a number of n-arrays, I, 4,..., 
is the n-array whose units are all the units of all the arrays’). — The 
sum mod 2 of I’, 4,..., denoted by [+ 4+ ...., is the n-array whose 
units are the n-simplexes contained in *) an odd number of the arrays. 
When no two of I, 4,... have a common unit the logical sum and the 
sum mod 2 are the same and may be called the “sum”, simply, and 
denoted by "+ 4+.... If the n-array I contains the n-array 4, [ — 4 
is the sum of the n-simplexes contained in I" but not in 4. 

If S and 7 are simplexes with no common vertex S7' is the simplex 
containing all the vertices of both. If I and 4 are arrays with no common 
vertex I'A is the sum of all products S7, where S is a unit of I 
and 7 of 4. 

An n-array is regular if each face belongs to at most two units and 
each vertex to a finite number. If is connected if every two units are 
the extreme members of a sequence of units such that adjacent members 
of the sequence are adjacent units of the array. 

The sum of the faces of an n-array, I’, that belong each to only 
one unit is the boundary of I, denoted by I’, (or, when that is incovenient, 
by B (I’)). A component not contained in the boundary is internal. The 
sum mod 2 of the boundaries of the units of I" is the margin of I’, de- 
noted by I. 


’) The definitions in § 1 are taken, with certain slight modifications, from FI 
and FII, where proofs of the theorems will be found. It should be noticed that 
Theorem 10 of FIL is not assumed. The present paper replaces § 9 of FII. 

*) P. Alexandroff pointed out almost simultaneously (Math. Annalen 96 (1926), 
p. 489) that an n-simplex may be regarded as being simply its n-~-1 vertices. See 
also the same author’s paper, Math. Annalen 94 (1925), p. 296. 

‘) The corresponding notation for sets of points was introduced by Carathéodory, 
Reelle Funktionen, p. 28. 

*) The arvay I"’ contains the array I" if every unit of °° is a unit or com- 
ponent of J”*. 
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It is easily proved that if I and 4 have no common vertex and 
d(['4)> 0%), 74 is T-4+44-T (FI1) and PA is P-44+4-F (FI la). 
Here it is agreed that if I is a vertex I'(or J") shall be omitted from 
terms containing it, and if I’ is unbounded (or has no margin) terms 
containing I (or I’) are to be omitted. E. g., if « is a vertex aI’ is 
+a-P’). 

(In the rest of this paper all arrays are supposed to contain only 
@ finite number of vertices. ) 

S,, is said to have regular contact with [’,, not containing it, if it 
is the product of two components U and V, (S, is UV), such that 
(I) U belongs to I, (II) U is interior to [+ UV, (III) V does not 
belong to I. (U ond V must each contain at least one vertex.) 

If I, ts regular the common faces of I, and UV form the array U-V, 
lying in [, (F14and5). 

If I), is bounded it is a move of type 1 to add to (I) a simplex, 
S,,, having regular contact with it, and a move of type 2 to remove 7, 
having regular contact with I’, — T,,. 

If I, contains §,-7,_,, but r, —&8,-7,_, contains neither S, nor 
T,,-,» it is a move of type 3 to substitute 3,- T,,-, for S,-7,_, in T,. 
(The case k = n is included). 

If 4 can be obtained from I’ by a succession of moves of any of 
the three types we write I’ 4°); if only moves of types p and q are 
required we write ['—> 4. 

If l.—S,, I, is an n-element(Z,). The boundary of an (n +- 1)- element 
is an n-sphere (2,). The necessary and sufficient condition that I, 
should be an n-sphere is that T,->S,,, (F19 and 14). 

If S, and ,_,_, have no common vertex S,>,_,_, is a complete 
(n:k)- luster; if S, and Z,_,_, have no common vertex S,H#,_,_, is 
an incomplete (n:k)-cluster. S, is the core, Z,_, _, and H,_,_, are the 
shells. An (n:0)-cluster is an n-star. 


An n-manifold (M,) is a connected n-array such that the sum of 
the units at each vertex is an n-star. If all the stars are complete the 
manifold is unbounded, otherwise it is bounded. 


*) d(I’) means “the dimension-number of I”. 

*) The letters I and 4 will be used for arrays of uncertain character; S, 7, U, V, 
for simplexes; small Greek letters for vertices. If a lower index is present, it denotes 
the dimension number; upper indices are merely distinguishing marks. 

*) This differs from the definition of FI in the case of unbounded arrays, but 
the two definitions are equivalent in the case of manifolds in view of FI 21 and FIL 
Theorem 5. “I 4” is no longer to be read “I is topologically equivalent to 4” 
but, e. g., as “I leads to 4”. Cf. F. Add., under “Topological equivalence”. 

Mathematische Annalen. 99. 26 
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The units of M, containing the component 8, form an (n:k)-cluster, 
complete or incomplete as S, is internal to M, orin M,. (FI 19 and 81.) 
This (n:k)-cluster is called the S,-cluster in M,,. 

The numerous small theorems — (n :k)- clusters are n-elements, n-spheres 
a ren-manifolds, etc. — required to set in motion the theory based on 
these definitions will be found in FI. The following results from FII 
may here be mentioned: 

FIL Theorems 1, 3a, 3b: If M'-+ M* then M’=> M*, M'-> M’, 
M'— M*. 

FIl Theorem 2. Jf M'->M* and [+ M'* is a manifold, then 
r+ M'-»I'+ M’, provided I contains no internal component of M*. 

FIl Theorem 4. If E* is E*, then E*-> EB’. 

FII Theorem 5. If the unbounded manifolds M* and M* contain 
units S and T, respectively, such that M'—S-—+M*—T, then 
M’-=> M**), 

FIl Theorem 6. If Ei is Ez and M, contains Ei, then 
M,—(M,—E,)+ Ei, provided M,—E,} contains no internal com- 
ponent of E;. 

(If M, is unbounded M, —(M, — Ey) + E,.) 

Corollary 1. If E} is Ex, but BE, and Ey have no common internal 
component, E; +- E is an n-sphere. 

Corollary 2. =, — EZ, is an n-element. 

FIL Theorem 7. Suppose M, contains E, and E,, contains E,_.,, 
and let Ex be a second n-element whose boundary contains E,_,. 
Then if all components of M—E, belonging to E, or Ex belong to 
E-1> M,,— (MM, a E,) + E,. 

FIl Theorem 8a. Jf the common part of M, and E, is an 
(nm — 1)-element in the boundary of each, M,— M, + E£,. 

FIl Theorem 8b. Jf M, contains E,, and the part of HE, in M, 
ts an (n — 1)-element, then M,— M, — E,. 

FIl Lemma 72a. If E and IT have no common vertex, II being a 
sphere or an element, then EIT is an element. 

FIl Lemma 7b. If = and 5’ have no common verter, = E" is 
a sphere. 





”) Theorems 1, 3, 5, give all the general relations between the three moves. The 
only other plausible suggestion — “If M'—> M* and M’ is M* then M’ = u’” —_ 
is false. See F. Add. p. 671. 
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§ 2. 
Assemblies of pieces. 


An n-dimensional assembly of pieces is a collection of elements, (the 
“pieces” of the assembly), of all dimension numbers from 0 to n such 
that (denoting by G; an ¢-dimensional piece): 

P(1) if @, contains a unit or internal component of G,, G, contains 
G; unless G; and G; are identical ; 

P(II) if ¢ > 0 every unit of G, belongs to an (¢ — 1)-dimensional piece; 

P(III) if i<n G,; is contained in an 
(¢ + 1)-dimensional piece. 

Two assemblies [ and [’ have the same 
structure if a (1,1) correspondence & can be 
set up between their pieces so that(a) d(UG@,) 
=1t; (b) G, (of [) contains G; (of [) if, and 
only if, UG; contains AG;. A is the structural G% G G& G Gy 
relation. Fig. 1. 

If Ff denotes an n-assembly, I" denotes the ee assembly 

. : : © 2-pieces. 
sum of the n-dimensional pieces of [ **). 

Lemma 1. Jf all j-pieces of the assembly [, for which 7 >k are 
complete stars, and G, is any k-piece, the units of I, that contain a 
unit of G, form an array G,4,_,-,? 

It must be shewn that if U, and V, are units of G,, and U, X,_,_, 
is a unit of I, then V,X,_,_, is a unit of [,. Let G, be the n-piece 
containing U,X,_,.,- The centre, a, of @, does not, by P(I), belong 
to G,, and therefore U, X,_,_, is «U,¥,_,-,. The pieces of [, contained 
in G,, constitute an (nm —1)-assembly and so, using an inductive hypo- 
thesis, G,, which contains U,Y,_,,, contains V,Y,_,.,. Hence G, 
contains V, X,_,_,- 








The array G, 4, _,_, is called the G,-cluster in I’,, 4,_,_, is its shell. 
If I, ts a manifold 4,_,_, is a sphere or an element. (For if U, 
is a unit of G,, U,4,_,-, is the U,-cluster in I,.) 


Lemma 2. Let Gf be a k-piece of the n-assembly M, (M being a 
manifold), and let Hy be a k-element, whose boundary is identical with 
Gi but of which no unit or component not contained in Gy belongs to M. 
Then there is an assembly ( with these properties: 


4) The conventions governing the use of letters may be extended to assemblies; 
e.g., the use of M to denote an n-assembly implies that the sum of its n-pieces is 
a manifold. 
26* 











404 M. H. A. Newman. 


(a) M—T; 

(b) M and [ have the same structure (with structural relation A, 
say ) ; 

(c) sf 7 >k and G, is a j-piece of M, UG; is a complete star; 

(d) if jk UG, is G,, save that UG; is H;*). 

The lemma being true when k =n, in virtue of FIL, Theorems 4 
and 2**), suppose it true when & is replaced by number greater than itself. By 
applying this hypothesis to all the (k-+- 1)-dimensional pieces of M in 
turn, (taking Hj,, itself to be a complete star), M may be transformed 
into an assembly M’ with the same structure, in which all pieces with 
&-+ 1 or more dimensions are complete stars, while other pieces are 
unchanged, and M—- M’. We may then suppose, without loss of generality, 
that in M itself all pieces of more than k dimensions are complete stars. 

The boundary of any piece, G;, containing Gy has, (by Lemma 1, 
and FIT Lemma 7a and Corollary 2 to Theorem 6), the form 
Bj-1 + Gp 2j-2-2. If G, (with centre «) is contained G, and contains G;, 
then «2, 5 18 contained in 2, ,, and «B,_, in By, . (Remark A.) 
For «5;-,-2G; must be contained in 3;_,-,G}, the set “of all units of 
G, containing a unit of Gf; and if «E,_, did not belong entirely to E,_ 
it would contain an internal component of G; Zj-t-2, #. €. an iiteaeal 
component of G. 

Consider the set of j-arrays, xa, , defined as follows (G; being a 
typical cell of M): 

UGL is He; 

if G, is «i (Hy. + @pdj-z-2), UG, is af (Hy. + Hp 3}-x-2); 

if @; does not contain Gy, UG; is G,. 

This set of arrays may be called 2M. The following properties are 
evident: All vertices of UG, not in H; belong to G; (Remark B). The 
necessary and sufficient condition that UG, should contain an array 
HR; I, ts that G, should contain Girly tien C.) If a unit U; of G, 
contains no unit of G;, U; belonge to UG;; and conversely, a unit of 
UG; containing no unit of He belongs to G.. (Remark D.) 

It can now be shewn that MM is an n-assembly having the pro- 
perties required of [. 

(a) UG; is a j-element. 








18) The invariance of the property of being a manifold was proved by Weyl 
( Revista di Matem. Hisp.-Amer., 1923) by a process somewhat similar to that here 
adopted. Weyl’s fundamental definitions are, however, of a radically different character. 
48) Quoted on p. 402 
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Since «/ does not (by definition) belong to Z,_, or >;-p- g» nor (by 
hypothesis) to Hz, it is sufficient to shew that K;- 1+ HES; p-2 is @ 
(j — 1)-sphere, (F112). B(Hy2j-x-2) is Hp2)-x-2, which is Gy 3)_,-2, 
which is E, _,} units and internal components of H;2;_;-2 contain units 
or internal components of H;, and so do not belong to H;_,. Hence 
(FII, Theorem 6, Corollary 1), H;-1 + Hp 2j-z-2 is a (j — 1)-sphere. 

(b) Every unit of AG, belongs to an UG;_,. 

A unit, U,_,, of UG, not containing a unit of Hy belongs to G,, 
and therefore to some piece G;_,, i.e. (by Remark D) to UG,;_,. A unit 
Vins that contains a unit of H ae to an array Hy X;_,-2 mars 
in XG,; G; X;-z-2 is contained in and therefore in a piece G,_ 
and U%G;_, contains V;_, 

(c) If G, contains G,, AG, contains UG,. 

This follows at once from Remark A unless G, contains G;. In that 
case je the notation of Remark A) «#,_, is contained in Z;_,, 
Hea d,-z-2 in Hy 5)-+- _, and therefore UG, in UG,. 

(d) tf YG, contains a unit or internal component of XG;, UG, con- 
tains UG. 

By (c) it is sufficient to shew that G, contains G,. If 7} & the 
result follows from Remark D (cf. (b)). If 7 > UG, is a complete star, 
whose centre, f, is contained in UG,. Since # is also the centre of G; 
it is not interior to Hf and therefore (Remark A) belongs to G,. Hence, 
by P(II), G, contains G;. 

From these results it follows that 2M is an n-assembly. The com- 
plete symmetry of the relations between M and 2M being thus esta- 
blished it may be inferred that 

(c’) If UG, contains AG,, then G, contains G,, shewing that M 
and 2M have the same structure. Finally, 

(e) M+UM. 

If Ge Ty z-1, (say Z,), is the sum of all units of M containing a 
unit of G;, the corresponding sum in &M is, by Remark C, Hy [Iy-2-1, 
(say Bz). The arrays M—E, and UM— E; are identical, and so are 
the (n— 1)-elements Gy. IT,-;-: and Hf. I-41, which are respectively 
the part of E, interior to M and the part of FE interior to UM. Hence 
(by F II Theorem 6, if J7,-,-, is a sphere, by Theorem 7 if it is an 
element) M—-(M — E,)+ Ey, which is UM. 

Theorem 1. Jf the assemblies M and [ have the same structure 
and M is a manifold, then I is a mantfold and M—T. 

The 1-dimensional pieces in M can, by Lemma 2, be changed on 
by one into their assigned correlates in [, while all other pieces are 


Gj, 
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changed into complete stars. The right boundaries having thus been 
provided for the 2-pieces these may next be changed, without disturbing 
the 1-pieces; and so on. To ensure that this process can be continued 
until [ is finally reached it is only necessary to shew that the final con- 
dition imposed on Hz in Lemma 2 is fulfilled at every stage. 

Suppose then that M has been successfully changed into M“’, in which 
some k-dimensional pieces, and all j pieces for which 7 <k, are “regu- 
lated”, (i. e. congruent**) to their assigned [- correlates), while the remain- 
ing “unregulated” pieces are complete stars. Let the operation to be 
justified be the replacement of the k-piece, Gj, of M™ by a k-element, 
with boundary G?, congruent to Gf of [, (Gf and Gf being congruent 
by hypothesis). It can certainly be arranged that no internal verter of 
the new k-piece belongs to M“, for the choice of the internal vertices 
is unrestrained. If, on the other hand, there is an internal component, 
U*, of Gi, with vertices lying in Gf, such that the simplex with the 
corresponding vertices in Gy belongs to M“”, then U must be a unit or 
internal component of some piece, G,, of mM“), If G, is not Gf itself 
it is one of the pieces already regulated, for the unregulated pieces are 
complete stars whose centres do not belong to Gy. Hence G, is con- 
gruent to its [-correlate, Gj, and j>k. It follows that U*, which is a 
unit or internal component of G;, belongs to G;*; and this is incompa- 
tible with P(I). 


§ 3. 
Complexes. 


(In this section the objects so far called “elements”, “spheres’’, 
“manifolds”, “pieces”, will be called “~ elements”, “spheres”, “4 mani- 
folds”, and “pieces”, to distinguish them from the “oelements”, 
“ospheres” etc. now to be introduced**). “Array”, “unit”, “component”, 
having no new analogues, are still used, without prefix, in the same sense 
as before.) 

A cell is simply an object associated with a positive integer, its 
dimension number. A collection of cells, of dimension numbers from 0 
to n, becomes an n-set of cells, if certain pairs of cells with dimension 
numbers differing by 1 are associated together. The association of an i-cell, 


%*) Two arrays are congruent if they are completely similar. 

**) If [ is any assembly every component of J’ is a unit or internal component 
of some piece. 

#®) The connection between the 4- and ©O-entities having once been cleared up 
it should be possible to drop the prefixes in most contexts. 
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a,, with an (¢-+-1)-cell, a;,,, is expressed in the statement “a; bounds 
a;,,”, and more generally, if a, bounds a; and a; bounds a,, a, is said 
to bound a,. 

A proper n-set is one in which if «<n every #-cell bounds at least 
one (¢-+-1)-cell, and if 7>0 every j-cell is bounded by at least one 
(j—1)-cell. From any proper n-set, oI’, an mn-array ,I', called the 
skeleton of oI, is formed by taking as vertices the cells of I" and as 
units all sets of n+1 cells, a, a™,..., a, such that a® bounds 
a+) (¢=0,...n). Evidently a® must be an ¢-cell*’). 

If a, is a cell of a proper n-set, the proper k-set formed by a, 
and all the cells bounding it is denoted by .{a,}. The array ,{a,} is 
seen to be the sum of all k-components of ,»I" whose vertices form a 
sequence descending from a,. Clearly if a,,ax,..., are the n-cells of oI’, 
al is Py a{as}. 

(t 

The boundary (n—1)-cells of an n-set are those that bound only one 

n-cell; the boundary k-cells, (k<n—1), 


are those that bound a boundary (n — 1)- x 
cell. Other cells, including all n-cells, are * 
internal. The boundary of . I" (denoted by 

ol” or B(oI")) is the set of all boundary - 


of %} at ay} 
Fig. 2. 


cells, (if any). If \I” is a proper n-set oI” 
is evidently a proper (n —1)-set. If there 
is no boundary ,I" is unbounded **). 


Theorem 2. If a, is a boundary cell of the proper n-set oI’, ,{a,} 
belongs to B( AT). 

By hypothesis there exists in .I° a sequence of cells ascending from 
a, to a cell a,_, bounding only one n-cell, a,. If then a,a,_,...@, is 
a unit of ,{a,}, @,_,@,_4.--@,.--@, is a face of ,I" containing it and 
belonging to only one unit of jl’, viz. a, a,_,..-@,-.+@. 

Corollary 1. The skeleton of oI’ is contained in B(,T’). 

(Set k-=n—1 in Theorem 2). 

Corollary 2. If ,I ts unbounded oI is unbounded. 

(From Corollary 1). 

An nosphere is a proper n-set whose skeleton is an nAsphere. 


From Corollary 2 to Theorem 2 it follows that nospheres are un- 
bounded. 


17) A sequence of cells a;,a;,,,.--, a, in which each cell bounds its successor 
is called a sequence ascending from a, or descending from a,. 

8) The margin of an n-set of cells may be defined analogously to the margin of 
an array (p. 400) and has properties similar to those of the boundary. 
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An n-complex is an n-set of cells (not necessarily “proper”) such 
that the boundary of every k-cell**) is a (k —1)osphere, (k=1, 2,...,n). 
Theorem3. I/. I is a proper n-complex the skeleton of oT is B(,I’). 


In view of Theorem 2, Corollary 1, it is sufficient to shew that every 
unit of B(, I’) belongs to the skeleton of ,I". 


In the first place the vertices of any boundary face of »I form a 
sequence descending from a boundary (n —1)-cell. For if a, ...@;,,@;_,-..@y 
were a bounding face there would be only one j-cell, a;, such that a,,,, 
a@;, @;_, is @ descending sequence. But d,;,, is unbounded and therefore 
there are at least two j-cells in @,,, bounded by a,_,. Again if 
@,_, 4, 9-+--@, is @ bounding face of ,I, a,_, is a boundary cell, for 
if it bounded both a, and a,, a,a,_,...a, and a,a,_,...a@, would be 
two units of ,I" containing the given face. 

From this Theorem 3 follows at once, for if a,_, is a bounding 
(m—1)-cell all members of any sequence descending from it are by defi- 
nition boundary cells, i. e. the members of any such sequence are the 
vertices of a unit of the skeleton of .I”*). 

Both B(,I") and the skeleton of .I” may, then, be denoted by ,T’. 


Corollary. If a, ts a boundary vertex of AI it is a boundary 
cell of mt 


Theorem 4. Every nosphere is an n-complez. 

Let the theorem be assumed true of ospheres of less than n dimensions, 

If a, is an n-cell of the nosphere . 5, the array ,{a,}, being the 
sum of all units of , 5’ containing the vertex a,, isa complete star with 
centre a, (F118). Hence the skeleton of @,, whose units are those of 
a{a,} with the vertex a, left out, is an (n—1)asphere: the boundaries 
of n-cells of . 5’ are (n—1)ospheres. It now follows from the inductive 
hypothesis that . »’ is an n-complex. 

An noelement is a proper n-complex whose skeleton is an ndAele- 
ment™*). By Theorem 3 its boundary is an (n— 1)osphere. 


Theorem 5. Jf oI’ is a proper n-complex the arrays »{a,} formed 
from all the cells of oI are the pieces of an ndAassembly. 


1%”) “The boundary of o{a,}” may be abbreviated to “the boundary of a,” and 
denoted by 4. 

*) It will be noticed that the only property of Ospheres used in this proof is 
their unboundedness, For a systematic investigation of the properties that the boun- 
daries of cells must be assumed to possess see the paper of Weyl already cited. 

*t) That an nO element cannot be defined to be any n-set whose skeleton is an 
n element, and then proved to be an n-complex, is shewn by the simple example 
of a 1-cell bounded by a single 0-cell. 
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The arrays ,{a,}, being complete stars, are elements (F112). If 
a, bounds a,, a{a;} is contained in ,{a,}: P(III) is satisfied. If an 
internal component of ,{a;} belongs to ,{a,} the vertex a; belongs to 
a{a}; i e., in oI’, a; bounds a,. Hence ,{a;}, which does not con- 
tain a,, belongs to B-,{a,}. This is P(I). The vertices of a boundary 
face, U,_,, of ,{a,} form a sequence descending from some (k — 1)-cell, 
a,_,, and U,_, is a unit of ,{a,_,}. This is P(II). 


Since all the pieces in this n-assembly are complete stars the 
“ ,{a,}-cluster in ,I” exists. (cf. Lemma 1). 


Let oI” be a complex and a, one of its cells. If the dimension 
numbers of all cells bounded by a, are diminished by k-+-1 while the 
bounding relations between the cells are maintained, the modified cells 
form an (n—k—1)-set called the neighbour complex of a, in oI’, 
(NC(a,) in oI”)™). (The name “complex” will be justified presently.) 

Lemma 3. The necessary and sufficient condition that a, should 
belong to oI’ is that NC(a,) should be bounded. 

( Obvious. ) 

Lemma 4. Ij oI is a proper complex, the shell of the ,{a,}-cluster 
in ~I is the skeleton of NC(a,) in I. 

Let jI,_,-, be the shell of the ,{a,}-cluster in ,I. A unit, 
U,,-»-1» Of ANC(a,) has for vertices a descending sequence of cells 
,, @, 4» «++» G4, all bounded by a,. If then V, is a unit of ,{a,}, 
i. e. if the vertices of V, form a sequence descending from a,, U,_,_, V, 
is a unit of ,I’, and therefore U,_,_, is a unit of ,I,_,_;. 

Conversely the vertices of a unit, U,_,.,, of aI,_,-, form a 
sequence descending from an n-cell a,; for if V, is a unit of ,{a,} the 
vertices of U,_,_,V, descend from a, through a, to a,, and V, exhausts 
the first k dimension numbers. Hence U,_,_, is a unit of ,{a,,_,_4)}, 
where a,,_,_,, denotes a, considered as an (n — k — 1)-cell of NC(a,). 


An nomanifold is a connected n-complex in which the NC of every 
0-cell is an (m — 1)osphere or (n — 1)oelement, From Lemma 3 is fol- 
lows that an nomanifold is unbounded if, and only if, the NC of every 
0-cell is an mosphere. An nomanifold is clearly a proper set, and so 
Lemma 4 gives 

Theorem 6a The skeleton of a omanifold is a manifold. 

Theorem 7a. In an unbounded nomanifold NC(a,) ts an 
(n — k — l)osphere. 


*) cf. H. Kneser, Proc. Amsterdam 27 (1924), p. 601. 
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It is now clear that if .I" is any complex NC(a,) is an (n — k — 1)- 
complex**). For if a; contains a, the boundary of a;,_,_,) is all the cells 
@_,-, Where a; is any cell bounding a; and bounded by a,; i. e. 
B(a;-_,-,)) is NC(a,) in G@,. Since G, is an unbounded manifold this NC 
is a (j — k — 2)osphere. 

Hence (by Lemma 4): 

Theorem 6b. A proper complex oI is an nomanifold if ,»I' ts 
an nQmanifold. 

Theorem 7b. In a bounded manifold NC(a,) is an(n—k— 1)osphere 
or (n — k — 1)oelement. 


ospheres and oelements are omanifolds. 


The definitions of no assemblies and of structural similarity are derived 
from those on p. 4038 by substituting “oelement” for “element”, “‘o piece” 
for “piece”, “internal cell” for “unit or internal component” in P(1), 
and “(i — 1)-cell” for “unit” in P(II). 

Theorem 8. The necessary and sufficient condition that the collection 
of oelements (oG;) should be an noassembly is that the collection (,G;) 
should be an n assembly. 

Suppose (.@;) is known to be an noassembly. Then the arrays ,G; 
are Aelements. 

P(I): If ,G@, has a component with vertices descending, say, from a, 
which is a unit or internal component of ,G@,, a, is an internal cell of 
oG, (Theorem 2). Hence 9G; contains .G; and so ,G, contains )G,. 

P(II): If a,_,...@, is a unit of ,G,, where i>0, a,_, is a 
boundary cell of oG@,, (proof of Theorem 3), and so belongs to a piece 
oG;_,; and a,_,...a@, belongs to ,G;_,. 

P(III): If jG, is any tApiece and i < n, 9G; is contained in some 
oG,,,, and ,G;,, contains ,G,. 

The proof of the converse is precisely similar, using Theorem 3 
(Corollary) and Theorem 2. 

Theorem 9. The necessary and sufficient condition that .f and ,f’ 
should have the same structure is that their skeleton Aassemblies, ,T and 
al’, should have the same structure. 

(Now obvious.) 


A generalised noassembly is a collection of oelements of dimension 


numbers from 0 to n, satisfying P(I)} and P(II), (modified as above), 
but not necessarily P(III). 


** H. Kneser, op. cit., pointed out that this need not be postulated in the definition. 
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If the generalised no assemblies of’ and ,f” have the same structure, 
and all the pieces of ,f* are single cells, ,I”* is said to be obtained 
from  I"’ by subdivision. This is most conveniently denoted by using a 
small letter (a,6,...) for the structural relation. If ,af’ is ,f*, and 
ol’, is any k-set in oI’, oa’, denotes the sum of the corresponding 
k-pieces in .f*. In particular .I denotes a complex “constituted 
similarly” to the skeleton of .I”*™), and 93° I"* is written for ,88”"*I'*™). 


Topological Equivalence. Let oI’ and ,I” be two n-complexes. 
If there exist n-complexes oI”, oI”, ..., 01", (oI is oI’, oI is oI”) 
with the property that oI‘ and ,I*** can be organised into generalised 
noassemblies with the same structure, then .I” and oI!” are said to be 
topologically equivalent *®). 

Theorem 10. Jf > M' and .M’ are nomanifolds, the necessary and 
sufficient condition for their topological equivalence is that ,M' 33 ,M’. 

That the condition is necessary follows from Theorem 1. For if a 
manifold is organised into an assembly satisfying P(1) and P(II), P(III) 
is necessarily satisfied also. 

If it is known that ,M*— ,M", then Asubdivision-processes ,a and 
46 exist such that ,aM’' is ,bM**’). If ,M° is a complex constituted 
similarly **) to ,aM’* the Aprocesses ,a and jb serve in an obvious 
way as patterns for oprocesses for dividing > M* and oM’ into .M’. 


With the help of this theorem Theorems 6, 7, 8a, 8b, and Lemmas 7a 
and 7b of FII, quoted on p. 402, can be extended to complexes, provided 


that “is topologically equivalent to” is read for “—+”; also the following 
theorems from 8: 


Theorem 11”). Jf .E, and oE% are oelements, and .aF; is 93’ Ei, 
there is a division process .b and an integer s such that .bE, is 


o8"** ES, and ob is 93°a in E}. 


*4) i. €., to each k-component, U,, of ar", there corresponds a k-oell, u,, of 
o8 I", and if U; is a component of U,, u; bounds u,. 

*5) The corresponding notation for arrays was introduced in an earlier paper “On 
the superposition of n-dimensional manifolds”, Journal Lond. Math. Soo. 2 (1927), 
p- 56—64, referred to as S. The only modification is that the statemen “at* is ar*” 
implies that all the pieces in Af* are simplezes. 

26) of. Weyl, i.c. The additional transformations allowed by Weyl (his axioms C 
and D) lead to no increased generality, with the present definitions, in view of FI 
Lemmas 7a and 7b (quoted on p. 402.). 

%) This is Theorem 2 of S. 

8) of. f.n. ™) above. 

2%) §., Theorem 2, Case 2. 
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Theorem 12°). If 9M, and Mi are topologically equivalent 
omanifolds, and if .E, and .E, are oelements, contained respectively in 
oM; and .M? but having no cell in their boundaries (if any), then 
oM; can be superposed on oM, so that oE, falls on o 3 te. there 
exist a division process .a and an integer r such that .aM, ts 8" M; 
and oa, is 03’ Ey. 

From Theorem 11 follows the general 

Theorem on Superposition: Jf oI and oI” are any two equi- 
valent n-complexes there is a division process oa and an integer r such 
that oaT is 93°I”. 

For if .I and ,I” can themselves be organised into assemblies with 
the same structure, it is only necessary to “superpose” corresponding 
1-, 2-,..., m-pieces successively, making the structural relation between 
k-pieces agree with that already set up between their boundaries. 

If .I and oJ” are the end members of the chain oI", oI’, ..., oI, 
where ,I and ,I**’ can be organised as assemblies with the same 
structute, oI”** can first be superposed on oI”, giving o3"I"; then 
oI** may be superposed on .3"J”, giving 98"I”; and so on. 

Corollary. At most one intermediate complex is required to exhibit 
topological equivalence between two complexes. 


*) S., Theorem 3, 


(Eimgegangen am 4. 4. 1927.) 








Parallelverschiebung und Kriimmungstensor. 


Von 


Ludwig Schlesinger in GieBen. 


Der Zusammenhang, der zwischen dem Begriff der Parallelverschiebung, 
wie ihn Levi-Civita*) eingefiihrt hat, und dem Riemannschen Kriimmungs- 
tensor fiir den Fall einer allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit be- 
steht, ist schon von Levi-Civita selbst und nach ihm von zahlreichen 
anderen Autoren nachgewiesen und behandelt worden. Die einschlagigen 
Untersuchungen sind in fast alle Lehrbiicher der Riemannschen Geometrie 
und der Relativititstheorie iibergegangen; ich nenne nur die bekannten 
Werke von Levi-Civita, Weyl, Eddington, Appell. Bei allen diesen Unter- 
suchungen wird der Zuwachs, den die Komponenten des parallelverschobenen 
Vektors beim Durchlaufen einer geschlossenen Kurve erfahren, nur fiir eine 
unendlich kleine solche Kurve durch das Doppelintegral iiber den Kriim- 
mungstensor dargestellt, wahrend die Untersuchung einer Kurve von end- 
licher Ausdehnung nur in den Arbeiten von Tietze*) in Angriff genommen 
wird. Die Schwierigkeit besteht immer darin, daB bei den genannten Unter- 
suchungen die gewdhnliche Integration (Quadratur) zur Anwendung gelangt, 
die aber, da es sich um die Lésung eines Systems von totalen linearen 
Differentialgleichungen handelt, nicht das geeignete Hilfsmittel fiir die Be- 
handlung sein kann. Nimmt man dagegen an Stelle der Quadratur das 
Produktintegral, wie ich es im Anschlu8 an Volterra (1887; 1899) in 
ailteren Arbeiten*) eingefiihrt habe, so zeigt sich, daB mit Hilfe einer nahe- 
liegenden Verallgemeinerung bzw. Ubertragung des Stokesschen Satzes die 
Anderung der Vektorkomponenten bei Parallelverschiebung lings einer be- 
liebigen geschlossenen Kurve direkt durch das Doppelintegral iiber den 
Kriimmungstensor dargestellt werden kann. 


1) T. Levi-Civita, Rendiconti Palermo 42 (1917), 8. 173 ff. 

*) H. Tietze, Math. Zeitschr. 16 (1923), S. 308ff.; Crelles Journal 153 ( 1924), S. 141 ff. 

%) Von 1903 ab, siehe besonders ,Vorlesungen“, Leipzig 1908; vgl. auch ,,Diffe- 
rentialgleichungen“, 3. Aufl., Berlin 1922. Ich schlieBe mich im folgenden der an 
der letztgenannten Stelle benutzten Bezeich weise fiir den Matrizenkalkiil an. 


S 
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I. 
Die Differentialgleichungen der Parallelverschiebung eines Vektors in 
kontravarianten Komponenten u’,..., u™ lauten bekanntlich: 
k, H,! opt age 
(1) du’ + Su’ ST), dt'=0 (E=1,2,..., m). 
l=1 r=1 
Dabei haben wir die Christoffelschen Symbole re als hinreichend oft 
differenzierbare Funktionen der nm unabhangigen Verinderlichen ¢}, ..., ¢” 
zu denken, fiir die aber vorerst weder ein Zusammenhang mit einem 
metrischen Tensor noch die sogenannte Symmetriebedingung I = I’, 


vorausgesetzt werden soll, so da8 also die Differentialgleichungen im Sinne 
von Weyl*) als eine affine Ubertragung definierend gelten kénnen. Dab’ 
auch m $ nm vorausgesetzt werden kann, ist eine naheliegende Verall- 
gemeinerung, auf die kiirzlich besonders Schouten®) aufmerksam gemacht 
hat und fiir die er eine Note von R. Kénig*) zitiert. Wir gehen im An- 
schlu8 an Schouten von der Vorstellung aus, daB jedem Punkte (#', ..., t”) 
der amorphen n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit I, eine m-fach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit €, von Vektoren mit den kontravarianten Kom- 
ponenten u’,...,u™ zugeordnet sei; der Zusammenhang zwischen den zu 
verschiedenen Punkten von I, gehérigen Vektormannigfaltigkeiten E,, werde 
durch die Differentialgleichungen (1) in Verbindung mit einer Fiihrungs- 
kurve € hergestellt, die wir uns durch Gleichungen ¢* = ,(s) (k= 1, 2,...,) 
gegeben denken, wo die , stetig differenzierbare Funktionen des Para- 
meters s bedeuten. Um diesen Zusammenhang bequem analytisch formu- 
lieren zu kénnen, denken wir uns in ©, ein System von m linear-unab- 
hangigen Vektoren (kurz: eine Vektorbasis), deren Komponenten x; eine 
Matrix U von m* Elementen bilden. Durch diese Basis ist dann jeder 


m 
Vektor mit den Komponenten u* von €,, in der Form u* = aye us dar- 
A=1 


stellbar und der Ubergang von der Basis mit der Komponentenmatrix U zu 
einer andern Basis mit der Komponentenmatrix U erfolgt durch Gleichungen 


m 
—k k 
= Sean, 
i=1 


die wir in die Matrizengleichung 7 — CU zusammenfassen, wo die ¢,, Kon- 
stante (d. h. von den #?, ..., ¢” unabhiangige GréBen) bedeuten, deren Deter- 
minante nicht verschwindet. — Es sei nun I", die Matrix der n* GréBen r;? 


*) H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl., Berlin 1923, S. 113 ff. 
°) J. A. Schouten, Rendiconti Palermo 50 (1926), S. 142 ff. 
*) R. Kénig, Jahresbericht der Deutsch. Math.-Ver. 28 (1919), S. 213 ff. 
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und A= -Sr 4 al ; dann kann das Differentialsystem (1) fiir die Fiih- 
rungskurve c in der Form 


n 
dU dt 
(2) @--US1,.5- 
r=1 


als Matrizengleichung oder, wenn wir wie iiblich U = DU setzen 


(zu lesen: derivierte Matrix von U in bezug auf s), a konzentrierter 
in der Form 


(2a) D,U=A 

geschrieben werden. — Wird dann im Anfangspunkte der Fiihrungskurve €, 
der dem Parameterwerte s, entspricht, die Vektorbasis, d. h. also ihre 
Komponentenmatrix U, willkiirlich vorgeschrieben, so vollzieht sich die 
Ubertragung dieser Basis nach dem Punkte s von € durch das bekannte 
Interpolationsverfahren (von Cauchy-Lipschitz), indem wir das Intervall 
(8,,8) der Fiihrungskurve durch die Zwischenwerte s,, ..., &-., 8 = 8» 
teilen und die Differentialgleichungen (2) durch die Differenzengleichungen 

U, — U, 


“1 id 


pes ° = U, A,, U, = U, (Ay (8, — 8) + J), 
a= 0,4, y= 0, (A (4 —8,) +2), 
en 
&—&-1 =U y-1Ap-1, Uy = Up-1(Ap-1 (8p — 8-1) + 1) 


approximieren, wo J die Einheitsmatrix ist und der untere Index k be- 
deuten soll, daB man die betreffende Matrix im Punkte s, der Fiihrungs- 
kurve zu nehmen hat. Es ergibt sich 

(3) U, = U, mm IP {A,_ 1 ( 8, — 8,_,) + J}. 

Bei Verdichtung der Teilung strebt bekanntlich die Matrix U, einer be- 
stimmten endlichen Grenzmatrix U zu, die das Differentialsystem (2) be- 
friedigt und sich fiir s, auf U, reduziert. Diese Grenzmatrix stellt die 


Komponentenmatrix der lings € von s, nach s iibertragenen Vektorbasis 
dar. — Wir setzen 


(4) lim Jf {A,_,(6,—8,,)+D}= f (4de+J) 


p>o r=1,2,....p9 


(zu lesen: Produktintegral), dann ist also 


(4a) U=U,f (Ade+1) 








416 L. Schlesinger. 


und wir kénnen das Produktintegral (4) selbst als die Anderung 


(4b) f(4de+D=0;'0 
8 


auffassen, die die Komponentenmatrix erfahren hat, wenn die Vektorbasis 
von 8, nach s hin lings € sich selbst parallel verschoben worden ist. 
Fiir m =1 reduziert sich das Produktintegral (4) auf 
i Ads 
e” 

Es ist nun die Untersuchung derjenigen Anderungen von besonderer 
Wichtigkeit, die eine Komponenten- oder, wie wir auch sagen, eine Integral- 
matrix erfahrt, wenn die Ubertragung lings einer geschlossenen Kurve zum 
Ausgangspunkte zuriick erfolgt. Das erhellt ja schon daraus, daB gerade 
diese, geschlossenen Wegen entsprechenden Anderungen Aufschlu8 dariiber 
geben, wie eine dem Ubergang zwischen zwei verschiedenen Punkten ent- 
sprechende Anderung von der Wahl der Fiihrungskurve abhingt. Um die 
gedachte Untersuchung durchfiihren zu kénnen, bediirfen wir des folgenden 
Begrifis. 

Wir betrachten eine 1*,1r*-Ebene und in dieser eine geschlossene 
Kurve C, die von einer Parallelen zur t*-Achse in héchstens zwei Punkten 
mit den Abszissen w,(t*), y,(t*) geschnitten wird. A bedeute eine Matrix 
von m®* innerhalb und auf C integrierbaren Funktionen von 1’, r*, und 


es werde: 


2 
~, wa (e*) 


(6) ff f Adetaett a} 
2 Wi (z*) 
= lim Ts {A(oj-1, Of-3)-(t7 - 1-1) (tE - T-1) + I} 


betrachtet, wo tj Teilpunkte des Intervalls 1)...1j, innerhalb dessen 
die Kurve © gelegen ist, bedeuten, rj ebenso Teilpunkte des Intervalls 
w, (tr)... we(te) und of_,, of-, die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
in dem Rechteck (¢,k). Wir bezeichnen dieses Gebilde’) als geméschtes 
Doppelintegral: — 

[J (Adrar® +1). 

( 


Auch dieses reduziert sich dann fiir m=—1 auf 


Addr 
iv edr 


*) Vgl. das von V. Volterra, Memorie Soo. Ital. dei XL 6 (1887), S. 79ff., ein- 
gefiihrte ,integrale doppio di una sostituzione“. 








A 
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Man kann diese Definition des gemischten Doppelintegrals in iiblicher 
Weise auch auf den Fall ausdehnen, wo die Kurve C von einer Parallelen 
zur t'-Achse in mehr als zwei Punkten getroffen wird. 

Bei Einfiihrung von neuen Veranderlichen durch die Gleichungen 


tt = x,(4, 7) 
gilt genau wie fiir gewéhnliche Doppelintegrale die Transformationsformel : 


(6) [Jtaaeae +) sy An dt dz" +I}, 


\c) 





nee r*) 

iF) 
die Funktionaldeterminante bedeutet. Der Beweis kann ebenso ouahes 
werden wie fiir das gewohnliche Doppelintegral, da es sich ja nur um die 
Transformation des Produkts der Differentiale handelt. 


wo C die dem C entsprechende Kurve in der t', 7*-Ebene und 


Il. 


Wir stellen nun das Analogon des sog. Greenschen Satzes der gewohn- 
lichen Integralrechnung 


(4 _ 3 








(7) f (hart mar) = )de*dr* 
é 

auf. Dabei kénnen wir uns, was ns Kurve C anlangt, auf die Betrach- 
tung des durch die Ungleichungen 1} < t*< t}; tf St* < 1? definierten 
»Rechtecks* $i beschriinken, da ja +‘, r® beliebige krummlinige Koordi- 
naten bedeuten kénnen und die bei dieser Wah! auftretenden Ecken durch 
Approximation stets abgerundet werden kénnen*). Die Schwierigkeit bei 
dem Beweise der der Greenschen Formel (7) analogen Gleichung besteht 
hauptsichlich darin, daB dem gemischten Doppelintegral ebenso wie dem 
Produktintegral die distributive Eigenschaft abgeht. Es mégen nun H,, H, 
Matrizen von m* in dem Rechteck ® stetig differenzierbaren Funktionen 
von t*, rt? bedeuten, dann handelt es sich also darum, das iiber die Be- 
grenzung von # im positiven Sinne erstreckte Produktintegral 


(8) f(a, +00 +3) 


- f (A, (t3, 12) dt? + I)- 


~ 
“oo 


S) 


(H, (ti, t*) dt? + I) 


“ 
ow 


~ 
on 
~ 


(H, (3, t*) dt* + J) 


Ss ° 


(H(t, Bde +1), 


- “t) 


t 


“- 


5) Vgl. z. B. A. 8. Eddington, Relativitaétstheorie, Berlin 1925, 8. 92. 
Mathematische Annalen. 99. 27 
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in ein tiber das Innere von § erstrecktes gemischtes Doppelintegral um- 
zuwandeln °). | 
Wir betrachten die Matrix: | 


7 


(9) T= f {H, (1, 0*)de* + T}- f (H,(c,e*) de 40, 
wo t', r* irgendeinen Punkt im Innern von i bedeuten soll, und bilden | 
(10) H, — DeaT. 
Aus den Derivationsformeln 
(a) D,UV =V™-D,U-V + D,V, 
(8) D,U~ = —U-D,U-U™" 
ergibt sich 
D,T H,T~ = TH;*-D,T-H,T* + T-D,H,-T"'—T7-D,T-T", 
also 


aH, 
or 





2 (TH,T™) = T {D,T-Hy+ 


und somit 


— H,-D,T\ | i 


2 (TH, — De T)T™) = T {De T-H, — Da?-DaT+ 2% — 2 pt 


ér' ét 





~ Hy- Da T+ DaT-De rT Tt. 


Nun besteht fiir die Matrix 7’, deren Elemente ja Funktionen von r', r* 
sind, offenbar die Integrabilitatsbedingung: 


Fa Del + DeP-DeT = FyDeT + DeP-DyeT, 





also folgt 
(11) 4. (T(H,— D»T) T~*) 
= {DeP- Hy + St — Hy-DoT —2DeT\ 7. 
Da aber rt? im ersten Faktor von 7 nicht vorkommt und demnach 
(12) Da T = H,(t', t*) 
ist, so folgt aus (11) 
(13) S;(P (Hy — De T)T™) = T- Py T™, 
wo 
(14) P= 5 — 2 + 8H, — HH, 


*) Vgl. V. Volterra, am unter ”) angefiihrten Orte. 
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gesetzt wurde; die Elemente der Matrix P,, denken wir uns mit Ps, 
(a, 8—=1,2,..., m) bezeichnet. Wir kénnen also schreiben 

S TPy_T de = 7T(H,— DeT)T™, 
und folglich 


t 


“oo 


Pa 


( {TP T~*dzx*dr* + 1) 


= 


Tfrp, To dede+ I= 
(®) 


t 


Suk 


= f ((7(4, — DeT)T™ ‘yde* +2). 


tT 


Nun ist nach der Derivationsregel («): 


(16) DeT=(f(Hae+D) -H,( (x2, t ) fa dr? + J) 


+ De f (Hae +). 


Da aber der bei der Differentiation nach t* auszufiihrende Grenziibergang 
mit dem Grerziibergang t'—+ t2 vertauschbar ist, so gilt: 


bd 


(17) im Def (i as*+1) =0. 
tir} 
Es folgt also aus (16) 
(18) lim DaT= H, (2, t*), 
ti+r} 


so da8 im dritten Gliede der Gleichung (15) der Ausdruck unter dem 
Produktintegralzeichen an der unteren Grenze 12 verschwindet. Wir 
finden somit 


t 


19) ff(@rP,T tad? +1) = J (tim T(H,— De T)T™*dx*+ 1). 
(®) 


re rir} 


ma 


Wir bilden nun 


(20) U =f (T(H, — DeT)T~dt*+1)-1 
~ 
dann ist nach der Derivationsregel («): 


DaU=T7?(T(H, — De T)T™) T+ DoT = By, 


also 


(21) ~o- fu H,dt*+1), 
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wo C eine von rt? unabhingige Matrix bedeutet. Nun ist nach (20): 
lim U = C = lim T= Lice t2)dr?+J), 
r?-+>rg r2 +> 


also 


U =f (A, («*, 2) de + J). jm, de?+ 1). 


Wir erhalten folglich, da nach (19) 


SS rp, 7 de de*+ 1) = lim(U- T") 

” | 
ist, fiir das iiber das Rechteck R erstreckte gemischte Doppelintegral die 
Darstellung : 


ne 


ff (re, 7 ' ded? +]) = Fu (r4, 12) de? +) 
12 Be 1 0 
To 


(®) 
ri 


(H, (r3, t*) dr? + I): (Tom (x3, *) dt? + I): f( H, (0, 12) de +1" 


t% 


T 


), 


cw 


r 


Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt nun vollstindig mit der rechten 
Seite der Gleichung (8) tiberein, wir erhalten also endlich: 


(22) f(H,det + Ade? +-1)= ff (PP, dear + J), 
R (®@) 


wo T und P,, bzw. durch die Gleichungen (9) und (14) gegeben werden. 
Dies ist das Analogon der Greenschen Formel (7). Wir bemerken, daf 
die Anwendung der vorstehenden Rechnung auf das im ersten Gliede von 
(7) auftretende gewdhnliche Doppelintegral die Greensche Formel ergibt, 
ohne da8 von der distributiven Eigenschaft des Doppelintegrals Gebrauch 
gemacht wird. 


ITI. 


Aus der Gleichung (22) lassen sich ganz analoge Folgerungen ziehen, 
wie aus der Greenschen Formel (7) der gewdéhnlichen Integralrechnung. 
Fiir den besonderen Fall, wo P,,=0 ist, d.h. wo die Integrabilititsbe- 
dingung fiir das Differentialsystem 

m m 
dut— Sul Hyde + Su! Hisdr* (k=1, 2,..., m) 


/ 


erfiillt sind, kann ich im wesentlichen auf die Erérterungen Seite 51-73 
der ,,Vorlesungen“ von 1908 verweisen. Hier wollen wir den allgemeinen 
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Fall ins Auge fassen, wo P,, +0 ist, und aus der abgeleiteten Formel 
das Analogon des Stokesschen Satzes beweisen. Wir bemerken zuvérderst, 
daB sich die Formel (22) ohne Schwierigkeit auch auf eine geschlossene 
Kurve C ausdehnen laBt, die von einer Parallelen zur 1t+-Achse in mehr 
als zwei Punkten geschnitten wird. 


Wir nehmen nun die allgemeinen Gleichungen (1) und betrachten 
eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 


(23) t” = , (tr, t*) (r=1,2,..., 2) 
und in dieser wieder das Rechteck ¥i. Dann ist: 


(24) dt” =a, dr} + p,dr?, 
ae’ at" 
(25) «, = 571? b= =a» 
und demnach 
. du, Of, 
(26) ae = det 


Setzen wir also 


(27) Hoe- JPa, a=— PRS, 

so ist 

(28) {(- Sati) -far+ wart D, 

also nach (22): : 

(29) f(-— S17," +1)=Sf (rp, 1-de de? + J), 
R r=1 (R) 


wo 7 und P,, durch die Gleichungen (9) bzw. (14) gegeben sind. Nun 
ist nach (27): 


(30) H,H,—H,H,= 3 «,6,(U.0,—T,0,) 


r,a=1 


-_ 2 (GB, i «,8,)(C,0,—T,T,), 
rae 
und mit Riicksicht auf (26) 





od. oH, or, ar, 
(31) wet — Get = (Bs Be) (Fe — Fa) 
Wir erhalten also, wenn wir im Anschlu8 an die iibliche Bezeichnung *°) 
(32a) cad Fd y rio. —Ij.Ft,) = R (a, B=1,2 m) 
ie oe oT (Ug. Uir — Ver ie) = brs i a De is 


4=1 





0) Vgl. etwa P. Appell, Mécanique rationnelle V, Paris 1926, S. 56. 
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oder in Matrizenbezeichnung 








(32b) Sed = oad —rr.—R,,=—RB,, 
at at* ’ 

setzen, 

(33) Pa= 248, is «, B,)R,,, 


was in (29) eingesetzt 

T(— rat’ =—ff(ry “a R.-Tdede+d 
(34) {| 2 dt’ + I) LF (Seb, «, B,)R,,»T*dt* de® + 1) 
ergibt. Mit Riicksicht auf die Gleichungen 


a(t’, 
(35) a, B, — «,8,— Ho 

und auf die Transformationsformel (6) des gemischten Doppelintegrals 
kann die Gleichung (34) auch in der Form 


(4a) f(- Sra" +1) = [J (-2.R,,-T-*at'at'+1) 


geschrieben werden, in der sie das vollstindige Analogon des Stokesschen 
Saizes der gewodhnlichen Integralrechnung darstellt. Sie zeigt, daB das 
iiber den Rand von & erstreckte Produktintegral unabhangig ist von der 
Wahl der durch diesen Rand hindurch gelegten zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit (23). Fiir die Matrix 7 ergibt sich, indem man in den 
Ausdruck (9) die Werte (27) einsetzt, die Darstellung: 


(36) r=f(—3,)_ at" +1)- Fi(- ST, at" +1). 
cay r= r=to 4 r= 
Zunachst zeigt die Gleichung (34a), daB, wenn die Gleichungen 
(37) R,,=0 (r,s=1,2,...,n) 


bestehen, das iiber navaiiedas gadis Kurve erstreckte Produkt- 
integral gleich J wird; also ist in diesem Fall das zwischen zwei Punkten 
von I, erstreckte Produktintegral unabhingig von der Fiihrungskurve 
und somit eine bloBe Funktion der Koordinaten des Anfangs- und End- 
punkts. Das Differentialsystem (1) ist also, wenn die Gleichungen (37) 
bestehen, unbeschrankt integrierbar, d.h. es besitzt Lésungen, die Funk- 
tionen der n unabhingigen Verinderlichen ¢*,...,#" sind. Da das Be- 
stehen dieser sogenannten Integrabilitatsbedingungen fiir das Vorhandensein 
solcher Lésungen auch notwendig ist, ergibt sich unmittelbar aus der 
Vertauschbarkeit der Differentiationsfolgen. Wenn also die Bedingungen 
(37) erfiillt sind, so sind die partiellen . Differentialgleichungen 

duk = lt ogee 
(38) tale? he Pir Aig, 


i=l 
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miteinander vertraglich und wir kommen so zu dem von Fuchs und 
mehreren anderen Mathematikern eingehend behandelten Fall simultaner 
linearer partieller Differentialsysteme"'). Geometrisch bedeutet das Be- 
stehen der Gleichungen (37), daB der sogenannte Riemannsche Kriim- 
mungstensor von I, dessen Komponenten ja nichts anderes sind, als die 
GréBen (32a), verschwindet, d.h. daB wir es in diesem Fall mit einer 
Euklidischen oder ebenen Mannigfaltigkeit zu tun haben. Dabei ist frei- 
lich noch immer der allgemeine Gesichtspunkt einer Weylschen Mannig- 
faltigkeit, in der blo8 ein affiner Zusammenhang ohne Metrik herrscht, 
festgehalten und sogar noch verallgemeinert, indem die rz weder der 
Bedingung m=n noch der Symmetriebedingung unterworfen zu sein 
brauchen. — Wir kommen nachher noch einmal kurz auf diesen Euklidi- 
schen Fall zuriick und wenden uns nun wieder dem allgemeinen Falle zu. 

In der Gleichung (34a) steht links vom Gleichheitszeichen die An- 
derung, die die Komponentenmatrix U einer Vektorbasis erfihrt, wenn 
diese Basis lings der geschlossenen Kurve $ zu ihrem Anfangspunkte 
zuriick sich selbst parallel verschoben wird. Diese Anderung ist also 
direkt dargestellt durch ein gemischtes Doppelintegral, das iiber eine an 
sich beliebige, in die Kurve  eingespannte Flaiche (23) zu erstrecken 
ist, und das sich auf die zu den Indexpaaren r,s gehérigen Komponenten 
des Riemannschen Kriimmungstensors bezieht. Wir wollen uns zuvérderst 
die Frage vorlegen, inwieweit der Anderung der Komponentenmatrix U 
eine geometrische Bedeutung innerhalb der Vektormannigfaltigkeit €, als 
Anderung der Vektorbasis selbst unterlegt werden kann. Hierzu bedarf 
es einiger begrifflicher Feststellungen, denen wir uns jetzt zuwenden wollen. 


IV. 


In der zu einem Punkte ¢',...,¢" von WM, gehdrigen Vektormannig- 
faltigkeit ©, definieren wir den Ubergang von einem Komponentensystem wu‘ 
eines Vektors zu einem andern v* durch Gleichungen von der Form 


(39) ote Suh, (k =1,2,...,m), 
4=1 
wo die hj, hinreichend oft differenzierbare Funktionen von t', ..., t™ be- 


deuten mégen, deren Determinante nicht identisch verschwindet, so da8 
also die Gleichungen (39) nach den u* auflésbar sind. Wir kénnen diese 
Gleichungen als eine Koordinatentransformation in ©,, und demgemaB 
alles, was fiir diese Transformationen invariant ist, als dem betreffenden 


") L. Fuchs (1892), Werke III, 8. 117 ff.; vgl. J. Horn, Acta Matematica 12 (1891), 
8. 113 ff; ua 
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Vektor geometrisch eigentiimlich auffassen. — Fiir eine Vektorbasis ge- 
schrieben lauten die Gleichungen (39): 


(39a) = Su han (¢,k=1,...,m) 
=1 

oder kiirzer in Matrizenform 

(39b) V=0H4. 


Wenn wir die linken Seiten der Differentialgleichungen (1) in Matrizer- 
form zusammenfassen, so lauten sie’ 


(40) dU+U STdt’; 
v=1 


hierin setzen wir fiir U seinen aus (39b) entnommenen Wert U=VH™", 
dann erhalten wir 
(41) dU+U SP dt'=dV-H+4V-d(H™)+V-H"' ST’, 
r=1 r 
=(dV+V 5 B,dt’)H™’, 
wo gesetzt wurde 
» B,dt’=d(H™")-H+ H™ ST,dt’-H, 
r r 
also nach der Derivationsregel (/) 


(42) S B,dt’=—H"*dH+H™” ST. dt’-H. 
Die B, sind Matrizen von Funktionen der ¢?,...,¢” vom selben Charakter 
wie die I, hiz, die Gleichungen (42) kénnen also auch in der Form 


(42a) B,=H"T.H—D,-H 

oder 

(42b) on TH BB, (r=1,..., 2) 
geschrieben werden. — Im Anschlu8 an die in der Theorie der linearen 


Differentialgleichungen iibliche Poincarésche Terminologie sagen wir von 
den beiden Differentialsystemen 


(43) dU+U ST,dt’=0, 
(44) dViV SB dt’ =o 


r 


oder auch von den ihre linken Seiten bildenden Differentialausdriicken, 
da8 sie zu derselben Art gehéren. Damit also zwei Differentialgleichungen 
von der Form (43), (44), wo die I;*, B* Funktionen der t', ..., ¢” be- 











Parallelverschiebung und Kriimmungstensor. 425 


deuten, zu derselben Art gehéren, ist notwendig und hinreichend, daB die 
Differentialsysteme (42b) fiir die Matrix H vertriglich sind oder, was 
dasselbe heiBt, daB das totale Differentialsystem 


(42¢) dH= ST.dt'-H—H S B,dt’. 


komplett integrierbar sei. — Hiernach kénnen wir sagen, daB die Frage 
nach den geometrischen Eigenschaften und Begriffen innerhalb der Mannig- 
faltigkeit ©, gleichbedeutend ist mit der Frage nach den Artinvarianten. 

Da ist nun zunichst leicht einzusehen, daB die Gleichung (34a) selbst 
eine Artinvariante ist, also geometrische Bedeutung besitzt. Man braucht 
dazu nur auszurechnen, wie sich ihre beiden Seiten verhalten, wenn man 
durch (39b) den Ubergang von dem Differentialsystem (43) zu (44) 
vollzieht. Dazu bemerken wir, daB fiir zwei Punkte p,q einer Fiihrungs- 
kurve € 


st )e 


(45) 
so daB also 


(A-ds+I)=U,'U,, 


f(—DB.dt’+1)=VJ,'y, 
p r 
und mit Riicksicht auf (39b) und (45) 


£ p 
(46) J(— 3 B,dt'+1)=H," J (— ST, dt’ +1)-H, 
Pp r p r 


ist. Wenn sich die Fiihrungskurve insbesondere auf eine geschlossene Rt 
reduziert, so daB die Punkte p,q in einen und denselben Punkt 
(tn. ..., 9) oder kurz (0) zusammenfallen, so hat man also 


47) f(—- Bat 4+ N= 'f(—Srd'+)-H,, 

R r R r 
d. h, das Produktintegral wird, wie man sagt, mit der Matrix H,* trans- 
formiert. La®t man die Integration in dem durch (36) gegebenen Produkt- 


integral 7 von dem Punkte (0) ausgehen, so hat man in leichtverstand- 
licher Bezeichnungsweise 


Ts = He’ Tr Ho, 
und fiir die R,, folgt direkt mit Riicksicht auf (42a) 
(48) (Rys)p — Hy (Rs )r- Ao , 


so da8 sich also beim Ubergang von (43) zu (44) durch die Trans- 
formation (39b) tatsichlich beide Seiten von (34a) mit der Matrix H," 
transformieren. 
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Fiir eine von dem Punkte (0) ausgehende geschlossene Kurve §t ist 
die Anderung der Komponentenmatrix U eine bestimmte Matrix von 
m* Elementen; diese wird beim Ubergang zu einem anderen Komponenten- 
system V mit H,”* transformiert, sie hat also selbst keine geometrische 
Bedeutung, wohl aber gilt das fiir ihre Hlementarteiler, die ja die In- 
varianten fiir die Transformation mit irgendeiner Matrix sind. — Zu einem 
allgemeineren Begriffe gelangen wir, wenn wir die Gesamtheit aller von 
dem Punkte (0) ausgehenden geschlossenen Kurven ins Auge fassen. 

Wir wollen zwei solche geschlossene Kurven als aquivalent betrachten, 
wenn fiir sie die rechte Seite der Gleichung (34a) denselben Wert hat, 
d.h. mit anderen Worten, wenn ihnen dieselbe Anderung der Komponenten- 
matrix entspricht. Hiernach geht z. B. eine geschlossene Kurve in eine 
aquivalente iiber, wenn man sie durch einen an sie anstoBenden ,,ebenen“ 
Bereich von M,, hindurch stetig deformiert. Beachtet man dann noch, da8 
nach (45) die Anderung, die der im negativen Sinne beschriebenen Kurve i 
entspricht, die Inverse der Anderung ist, die bei positiver Durchlaufung 
von Rt entsteht, so erkennt man, daB die allen méglichen von (0) aus- 
gehenden geschlossenen Kurven entsprechenden Anderungen der Matrix U 
eine Gruppe © mit paarweise inversen Elementen bilden. Nach Gleichung (47) 
wird bei einer Koordinatentransformation (39) jedes Element dieser Gruppe 
mit _ transformiert. Ohne die Allgemeinheit wesentlich einzuschranken, 
kénnen wir es so einrichten, daB sowohl U als auch V sich im Punkte (0) 
auf die Einheitsmatrix J reduzieren, dann wire also H,=J, d.h. die 
Gruppe © bliebe ungeandert; wir wollen darum iibereinkommen, da8 wir 
Gruppen, die durch Transformation aller ihrer Elemente durch eine und 
dieselbe konstante Matrix auseinander hervorgehen, als nicht wesentlich 
verschieden ansehen. Dann kénnen wir also sagen, daB die Gruppe @ 
eine Artinvariante darstellt, oder da8 ihr in €,, geometrische Bedeutung 
zukommt. 

Die analytische Bedeutung von @ besteht im folgenden. Denken wir 
uns die Komponentenmatrix U im Ausgangspunkte (0) gleich J gewahlt, 
so hangt im allgemeinen, d.h. wenn der Kriimmungstensor von Null ver- 
schieden ist, ihr Wert U, in einem Punkte (t*,..., #"), oder kurz (t), von 
dem Wege © ab, der von (0) nach (t) hinfiihrt, und es ist 


r 


t 
Ua é{(-yr, ot de + 1). 
0 r=1 


Auf einem anderen Wege G’ erstreckt, ergibt sich offenbar in (¢) fiir U 
der Wert CU,, wenn wir durch C diejenige Matrix der Gruppe © be- 
zeichnen, die der geschlossenen Kurve entspricht, die entsteht, wenn wir 
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erst auf ©’ von (0) nach (#) und dann auf © von (t) nach (0) zuriick- 
gehen. Hat man nun einen von den «u* abhingenden Ausdruck ®(U), 
der die Eigenschaft besitzt, daB seine Werte in allen Punkten (¢) von der 
Fiihrungskurve © unabhingig sind, der also eine Funktion der unab- 
hingigen Veranderlichen ¢',...,#" darstellt, so mu8 ®(U) ungeindert 
bleiben, wenn U von links her mit irgendeiner Matrix von © komponiert 
wird, und umgekehrt ist eine Funktion ®(U), die in bezug auf alle 
Matrizen von @ diese Eigenschaft besitzt, eine bloBe Funktion von 
t’,...,#". Wir kénnen demnach & mit dem in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen fiir eine komplexe Variable iiblichen Namen der Mono- 
dromiegruppe belegen, weil diese Gruppe in der Tat ganz analoge Eigen- 
schaften besitzt, wie sie in jener Theorie der Monodromiegruppe zukommen. 
— Von maBgebender Bedeutung fiir die Aufstellung dieser Gruppe ist der 
topologische Charakter des Gebiets der Mannigfaltigkeit §2,, in dem sich 
die Untersuchung abspielt; man erhalt ein instruktives Beispiel, wenn 
man das Differentialsystem in zwei unabhingigen Variablen nimmt, das 
entsteht, indem in einem linearen Differentialsystem fiir eine komplexe Ver- 
anderliche etwa die reellen Teile der abhingigen Variablen fiir sich be- 
trachtet werden. Die Mannigfaltigkeit 92, hat dann zwar euklidischen 
Charakter, da die Integrabilititsbedingungen erfiillt sind, sie ist aber im 
allgemeinen nicht einfach zusammenhangend**). 


V. 


Wir wollen in dieser Note nur noch die vorstehend entwickelten 
Generalitéten auf den einfachen Fall der GauBschen Flachentheorie an- 
wenden, um an diesem Beispiel in Evidenz zu setzen, daB die von uns 
zur Anwendung gebrachten Methoden die allein dem Gegenstande an- 
gemessenen sind; die eingehende Behandlung des fiir die theoretische 
Physik wichtigsten Falles, wo n = m = 4 ist, muB einer spiteren Gelegen- 
heit vorbehalten bleiben. Um die Anwendung auf die GauBsche Flachen- 
theorie geben zu kénnen, bediirfen wir nur noch einiger formaler Be- 
trachtungen, die hier zunachst folgen mégen. 


Neben den kontravarianten Komponenten uw“ eines Vektors betrachtet 
man noch die kovarianten Komponenten u,, die**) dadurch definiert wer- 


den kénnen, daB das Aggregat Suu, bei einer simultanen Parallel- 
k=1 


12) L. Schlesinger, Vorlesungen, 1908, 4. und 5. Vorlesg., besonders 8. 68 ff. 

8) H. Weyl, loc. cit. *), 8.114. Die Bezeichnung als kontravariante bzw. kovariante 
Komponenten wird hier nur formal von dem Falle m=n her iibertragen; in diesem 
Falle kann nimlich u* = dt*/ds gesetzt werden, so daB sich bei einer Anderung der 
Verianderlichen ¢',..., ¢" die u* ebenso transformieren wie die Differentiale d¢*. 
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verschiebung des Vektors mit den kontravarianten Komponenten u* und 
des Vektors mit den kovarianten Komponenten u, lings derselben Fiih- 
rungskurve ungedndert, also absolut konstant bleiben soll. Durch Diffe- 
rentiation der Gleichung 
(49) Fu'u, = konst. 

k=1 
folgt mit Riicksicht auf die Differentialgleichungen (1) fiir die u* das 
Differentialsystem 


S S I r 
(50) du,— Su, 3 Ti,dt’=0, 
i=1 =1 





das man als das zu (1) adjungierte bezeichnet **}. Dabei haben wir vor- 
erst noch kein Merkmal dafiir, welche Lésungen von (50) als die ko- 
varianten Komponenten desselben Vektors anzusehen sind, dessen kontra- 
variante Komponenten durch ein bestimmtes Lésungssystem von (1) gegeben 
werden. 

Ist U=(uj) die kontravariante Komponentenmatrix einer Vektor- 
basis, so bildet, wie eine sehr bekannte kleine Rechnung zeigt, die aus 
U~* durch Transposition (d.h. Vertauschung von Zeilen und Spalten) 
hervorgehende Matrix eine Integralmatrix von (50), also die kovariante 
Komponentenmatrix einer Vektorbasis. Wenn wir den Ubergang von einer 
Matrix zu ihrer Transponierten durch einen Uberstrich andeuten, so kénnen 
wir das System (50) in Matrizenform als 


(51) a0—0 SPat’=0 


r=1 
schreiben, ahnlich wie (1) in der Form (43) geschrieben wurde, und es ist 
(52) 0=c-(0)", 
wo C eine willkiirliche konstante Matrix bedeutet. 


Besteht zwischen zwei Systemen (43), (44) die Artbeziehung (39), 
so gehéren auch die adjungierten Systeme (51) und 


(53) av—V S Bat'=0 


r=1 
zu derselben Art, indem namlich die Bezichung gilt: 
(54) ¥—U(H)". | 
Eine Verallgemeinerung der adjungierten Systeme ergibt sich, wenn 
man das System betrachtet, dem die simtlichen (m,)* Determinanten p-ter 


4) T. Levi-Civita, loc. cit. *), § 5, 8. 180 ff. 
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Ordnung geniigen, die aus der rechteckigen Matrix von p unabhingigen 
Lésungssystemen von (1) gebildet werden kénnen. Man nennt es das 
(m — p)-te zu(1) assoziterte System **); das erste assoziierte System geht 
aus dem adjungierten hervor, indem man alle u, mit der Determinante 
-f srea’ 

(55) 4=|uti=e (,&=1,2,..., m) 
multipliziert. Man kann hiernach neben den kovarianten und kontra- 
varianten Komponenten eines Vektors noch m —2 Zwischenstufen ein- 
schalten, ensprechend den in der analytischen Geometrie gebrauchlichen 
Koordinaten der linearen Gebilde verschiedener Stufen. — In bezug auf 
die assoziierten Systeme bemerken wir nur noch, da8 ein System, das 
aus dem adjungierten des (m — p)-ten assoziierten Systems dadurch hervor- 
geht, daB man alle abhangigen Variablen mit einer geeigneten Potenz von 
A multipliziert, mit dem p-ten assoziierten zur selben Art gehért. Wenn 
also m = 2q eine gerade Zahl ist, so gehért das g-te assoziierte System 
mit seinem adjungierten, nach Multiplikation aller abhangigen Verinder- 
lichen mit einer Potenz von 4, zu derselben Art*®). 

Die letztere Bemerkung legt es nahe*’), iiberhaupt nach den Diffe- 
rentialsystemen der Form (1) zu fragen, die mit ihrem adjungierten zu 
derselben Art gehéren. — Wir wollen also annehmen, daf die Differential- 
systeme (43) und (51) zur selben Art gehéren, d. h. da® ihre linken 
Seiten durch 


(56) U=U-G 

ineinander iibergehen, wo G eine Matrix von Funktionen der t',..., t” 
vom Charakter der I; bedeutet; es sollen also, mit anderen Worten, die 
Elemente der Matrix 0U~* = C(U)"*U~* = C(U-T)~* so beschaffen sein, 
da8 sie ungeindert bleiben, wenn man U von links her mit einer Matrix 
der Gruppe © komponiert. — Da ja die Beziehung zwischen adjungierten 
Systemen eine gegenseitige ist, so folgt, ebenso wie (54) aus (39b), aus 
(56) die Beziehung U=U(G)~*, und da andererseits (56) direkt 
U=UG™~ ergibt, so schlieBen wir, daB (G)"'=@™* oder G=G@ sein 
muB, d. h. es ist 


(57) 9ix = Ixi (¢,&—=1,..., ™), 


%*) L. Schlesinger, Crelles Journal 128 (1905), 8. 296; daselbst ist auch die explizite 
Form der assoziierten Systeme gegeben, jedoch fehlt in der ersten Formel S. 269 
rechts vom Gleichheitszeichen der Faktor (—1)***. 

16) L. Schlesinger, Handbuch II, 1, Leipzig 1897, Nr. 171, S. 142 ff. 

*") L. Fuchs (1899), Werke III, 8. 300ff.; R. Fuchs, Crelles Journal 121 (1899), 
S. 205 ff., ebenda 123 (1900), S. 54ff.; G. Fano, Math. Annalen 58 (1899), S. 568 ff.; 
A. Loewy, Miinchener Berichte 82 (1902), S. 3 ff. 
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die Matrix @ ist, wie man sagt, symmetrisch. Nimmt man in der Matrizen- 
gleichung (56) beiderseits die Determinanten, so erhalt man die Gleichung 


, 1 
(58) A4=niti~ a: 9=|9ix!> 


die zeigt, daB die in den Aussagen iiber die Beziehungen der assoziierten 
Systems zu ihren adjungierten auftretende Determinante 4 in dem jetzt 
betrachteten Falle einfach durch die Quadratwurzel aus g vertreten werden 
kann. 

Man sagt, wenn das Differentialsystem der Parallelverschiebung (1) mit 
seinem adjungierten zu derselben Art gehért, daB ein metrischer Tensor 
mit den Komponenten g,;, vorhanden sei; nach der Gleichung (42) ist 
dafiir notwendig und hinreichend, da8 das totale Differentialsystem 


(59) aG=G(STat’)+(Fr,at')e 
\pmr1 r=1 
komplett integrierbar, oder daB die partiellen Differentialsysteme 
(59a) 26-69, +1,G (vant, ..-.0) 


miteinander vertraglich seien. Wir kénnen jetzt in iiblicher Weise fest- 
setzen, daB die kontravarianten und kovarianten Komponenten einer und 
derselben Vektorbasis durch die Gleichungen (56) miteinander verkniipft 
sein mégen, d. h. daB zwischen den kontravarianten und kovarianten Kom- 
ponenten eines Vektors die Gleichungen 


(56a) w= SUI, w= Sug 


bestehen sollen, wo also g** die Elemente von G™* bedeuten. — Setzen 
wir die aus den Gleichungen (56a) folgenden Ausdriicke in die Relation (49) 
ein, so finden wir fiir das Differentialsystem (1) und das adjungierte 
(60) D9;, 4 ut = Py g** u;u, = konst., 

ik 
eine Gleichung, die dem Integral der lebendigen Kraft analog ist. Man 
bezeichnet die nach (60) bei einer Parallelverschiebung invariante qua- 
dratische Form**) der Komponenten u* bzw. u, als das Quadrat der 
Lange 1, des durch diese Komponenten bestimmten Vektors; damit hangt 
auch die Bezeichnung von g,, als metrischer Tensor zusammen. Man kann 
jetzt auch durch die Formel 


> 1 1 > 
(61) cos § == it » 9;, ui vt = iT, > g** u,v, 
ik ik 








*) L. Fuchs (1888), Werke III, S. 7ff. 
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den Neigungswinkel § zweier Vektoren definieren, der dann auch fiir 
Parallelverschiebung invariant ist. — Wir stellen noch einige fiir das 
Folgende nétige Formeln’*) zusammen, die zwischen den g,, und den 
Christoffelschen Symbolen Te bestehen. Setzt man wie iiblich 


(62) Dinix = STi oe, Tie= STiirg", 


so schreibt sich die Gleichung (59a) 








(59b) <i = Peay + Ter, 
der dann auch die analoge Gleichung 
(59¢) a + 2 9° Ti + D'Ti-g"* =0 
hinzuzugesellen ist. Fiir die Dovnstinens g ergibt sich 
(63) wees -2 > Ti}. 

k 


Es gilt nun, unter der Voraussetzung, daB ein metrischer Tensor vor- 
handen ist, der Satz von Fuchs, wonach fiir m = 2q das q-te assoziierte 
System des Differentialsystems (1) reduzibel ist*°). Der Beweis, den z. B. 
A. Loewy (a. a. 0. *’)) fiir diesen Satz gegeben hat, la8t sich ohne weiteres 
auf die hier vorliegenden Verhiltnisse iibertragen; wir bemerken nur, daB 
man sowohl bei der Definition der Reduzibilitét eines Differentialsystems 
als iiberhaupt bei allen hier in Frage kommenden formalen Betrachtungen 
den Gebrauch der Lésungen des Differentialsystems vermeiden kann, ahnlich 
wie wir es ja auch bei der Definition des Artbegrifis durch die Gleichung (42) 
getan haben. In diesem Sinne sind die Formulierungen von A. Loewy **), 
die gerade in der angedeuteten Richtung liegen, fiir unsere Theorie von 
besonderer Wichtigkeit. — Die Anwendung des Fuchsschen Satzes auf den 


1%) Vgl. fiir diese Formeln etwa P. Appell, loc. cit. ™), S. 53ff.; T. Levi-Civita, 
Caleolo differenziale assoluto, Roma 1925, S. 128ff.; es ist nur zu bemerken, daB in 
unserem Text m+n und re $ rs sein kana. Fiir m=n gibt es zu einem metri- 
schen Tensor, d. h. zu einem symmetrischen G, stets ein System Christoffelscher 
Symbole re. die die Symmetriebedingung erfiillen, aber im allgemeinen noch andere 
Systeme von Jy, ohne Symmetrie. 

%) Siehe die unter 1”) angefiihrten Stellen. — Wenn in einem einfach zusammen- 
hangenden Gebiete von M, e die I" a beschrankt sind und die Integrabilititsbedingungen 
erfiillen, d. h. also mM, 9 daselbst eben ist, so sind die uf daselbst auch Funktionen 
der ¢?, ..., ¢* vom Charakter der I #F es existiert also sicher ein metrischer Tensor 
und die q-te Assoziierte ist reduzibel (vgl. L. Fuchs (1888), Werke III, 8. 28); in diesem 
Falle ist aber alles trivial. 

#1) A. Loewy, Math. Annalen 78 (1918), 8.1, 343, 359ff. 
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physikalisch bedeutsamen Fall m = n= 4 lehrt, daB bei Vorhandensein eines 
metrischen Tensors das zweite assoziierte System des Differentialsystems der 
Parallelverschiebung (das also fiir die 6 Subdeterminanten zweiter Ordnung 
aus der Matrix zweier Vektorkomponenten gilt) reduzibel ist. Fiir m=n— 2, 
den Fall der GauBschen Flachentheorie, ist das Differentialsystem der Par- 
allelverschiebung selbst reduzibel; wir wollen jetzt dazu iibergehen, unsere 
Betrachtungen auf diesen Fall zu spezialisieren. 


VL. 


Levi-Civita hat schon in seiner ersten, auf die Parallelverschiebung 
beziiglichen Arbeit hervorgehoben**), da8 man, wenn ein metrischer Tensor 
existiert, durch Obergang zu einem Differentialsystem derselben Art, d. h. 
also durch eine Koordinatentransformation in ©, erreichen kann, daB das 
Differentialsystem der Parallelverschiebung mit seinem adjungierten zu- 
sammenfallt, so daB also G = J wird und die quadratische Form Pt ,uru® 


sich auf eine Summe von Quadraten reduziert. — Man hat, um dies zu 
erreichen, in der Transformation (39a) die Matrix H nur so zu bestimmen, 
da8 das Differentialsystem (44) mit seinem adjungierten (53) identisch 
wird, und dies ergibt G = HH, es handelt sich also um die rein alge- 
braische Aufgabe, die symmetrische Matrix G als Produkt einer Matrix 
und ihrer Transponierten darzustellen. — Fiir m=n-= 2 soll also H so 
bestimmt werden, daB fiir 

v'=—u'h,,+u*h,,, 

v?= uth, + u*h,, 
die quadratische Form 5’ g,, u‘u* = (v")*-+-(v")? wird. Durch Zerlegung 
von ) 2 9x ufu* in lineare Faktoren findet man in unserem Falle, wenn 


wir owe J,, + 0 voraussetzen, 


| vi = Vg, ui + on u?, 
fe i a 
(64) fea 9 = 911 9x2 — Gis 
y? = g u? 
911 


und die Umformung des Systems (1) in die abhiangigen Verinderlichen v', v* 
ergibt mit Zuhilfenahme der Formeln (59b, c) und (63) 


| dv'= v* "9 (raat + rat’), 
(65) Gir 
| dv? = — »! V9 (rgae’ + Iya dt*). 


%) T. Levi-Civita, loo. cit. *), S. 187. 





' 
| 
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Setzt man nun noch 
(66) v'+y—le*=w', v'=w*, also vi'=w!—y—iw’, 
so folgt aus (65) fiir w*, w* das evident reduzible Differentialsystem 
-9 
| dw + '—2(r3 dt*?+ 3, dt*) w* = 0, 
(67) * 
| aw? + (wt — yaw) Erg ae + Pat") = 
das also durch die Transformation 


| wi =u V9, + ur ete, 
Iu 

| w? = u? go 
91 

aus dem urspriinglichen fiir w*, u* hervorgeht. Die Koeffizientenmatrix 

des Systems (67) lautet 


pat + Byatt = — Bergan’ + rar) (} “!71), 


(68) 


wir kénnen also (67) in Matrizenform so schreiben: 
(67 a) Ww dWw= —Escrg ar +rgat*)(} ms 
Pay 


und hiernach ist evident, daB die Integralmatrix dieses Differentialsystems 
durch **) 


Sen at'+r3,at*)- ae = 


W= 
gegeben wird, wo die sieenssiiaiibadidien einer Matrix in iiblicher Weise 
zu verstehen ist. Wir finden also fiir die Anderung einer Vektorbasis lings 
einer Fiihrungskurve € 


=z - f hernarerganr,(| “= 
[Bae 4 Batt + =e 
é 


Der Kriimmungstensor (R,,), fiir das System (67) erhalt, da die Matrizen 
B,, B, offenbar vertauschbar sind, die einfache Form 


2am $a Et) ~ fl 8) CE) 


(Ryo PE Ria(“I-E 1) — — Vox (~ oo pa} 


0 —1 
%3) L. Schlesinger, Differentialgleichungen, 1922, S. 155. 


*4) Vgl. etwa die Formeln bei L. Bianchi-Lukat, Differentialgeometrie, Leipzig 1910, 
§§ 28, 29, S. 48 ff. 
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wo K das GauSsche Kriimmungsma8, das zum Linienelement Y g,, dt‘ dt* 
ik 


gehért, bedeutet. Da nun offenbar die Matrix (R,,), auch mit der Matrix T 
(siehe Gleichung (36)) vertauschbar ist, so schreibt sich in dem vorliegen- 
den Falle die dem Stokesschen Satze entsprechende Gleichung (34a) in 
der einfachen Form 
y- "2 ae} 2 -¥-1 lat 1 dt? i etd 
~ {Fiona +rgar*y(’ +) vr KVgat dt (3 ped 


(69) e =e . 


oder wenn wir logarithmieren und nur den skalaren Faktor beibehalten 


(69a) f “(rade + rg) = —{ K ygdt' dt’. 
R (R) 


Setzen wir nun noch 


=i 
w = 


so schreibt sich die Gieichung (69a) mit Riicksicht auf die erste der 
Differentialgleichungen (67) 


(69 b) f M=S{ Kyo at'at?, 
(R) 


und dies ist nichts anderes als die Formel von Gauf-Ossian Bonnet. 
Unsere Formel (34a) ist also die genuine Verallgemeinerung der GauB- 
Bonnetschen Formel oder besser, der dieser aquivalenten Formel (69a). 


GieBen, Mathem. Seminar, den 17. April 1927. 


(Eingegangen am 28. 4. 1927.) 
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Einleitung. 


Aus der Reihe geometrischer Tatsachen, die sich an die Verbiegung 
der Flaichen zweiten Grades und an die Bianchische Transformation B, 
kniipfen, seien hier diejenigen hervorgehoben, bei denen es sich um Hilfs- 
flichen handelt, die einer verbogenen F* mit Korrespondenz der Asym- 
ptotenlinien zugeordnet sind und bei Anwendung der Operation B, ebenso 
wie die Biegungsfliche selber asymptotische Transformationen erfahren. 
Die letzteren sind, wie man weiS, dadurch gekennzeichnet, daB die ge- 
gebene und die transformierte Fliche von den Strahlen einer W-Kongruenz 
in entsprechenden Punkten beriihrt werden. 

An erster Stelle stehen die eigenartigen und durch Mannigfaltigkeit 
der geometrischen Zusammenhinge susgezeichneten Beziehungen zu den 
Flachen von konstanter Kriimmung und ihren Transformationen, die fiir 
die Biegungsflichen der Rotationsflichen zweiten Grades und ihrer Ver- 
allgemeinerungen, der sogenannten Darbouxschen F*, sowie fiir die ver- 
28* 
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bogenen Paraboloide mit Ausschlu8 gewisser Grenzfille von einfacherer 
Natur gelten'). Es sei ferner daran erinnert, daB die auf die Flichen 
zweiten Grades abwickelbaren Flaichen zur Klasse der R-Flachen gehéren, 
auf denen ein Netz konjugierter Kurven, im gedachten Sonderfalle das 
permanente konjugierte System, existiert, dessen Tangenten zwei W-Kon- 
gruenzen bilden. Zwischen der verbogenen F* und den zweiten Brenn- 
flichenminteln dieser Kongruenzen, wir kénnen auch sagen: den beiden 
Laplaceschen Transformierten des permanenten konjugierten Systems, be- 
steht also Zuordnung ihrer Asymptotenlinien. Uberdies gilt der Satz: Wird 
auf die Biegungsfliche eine Bianchische Transformation B, ausgeiibt, so 
gehen die Laplaceschen Transformierten durch asymptotische Transforma- 
tionen in das auf gleiche Weise mit der neuen Biegungsfliche verbundene 
Flachenpaar iiber*). 

Als weiteres Beispiel erwaihne ich Ergebnisse einer eigenen unlangst 
verdffentlichten Untersuchung*) iiber die Transformation der auf das gleich- 
seitige hyperbolische Paraboloid abwickelbaren Flachen. Der Sachverhalt 
ist dort insofern neuartig, als die an die Spitze der Theorie gestellten 
simultanen asymptotischen Transformationen der beiden zur Biegungsfliche 
des Paraboloids z= xy gehérigen Hauptevolventenflachen nicht mit einer 
einfachen Transformation B, zusammenfallen, sondern einem Kompositum 
von der Form B,B_, entsprechen, das iibrigens, wie beilaufig bemerkt 
sei, von der Guichardschen Transformation verschieden ist. Daneben tritt 
noch eine dritte Hiljsflache*) auf, deren Punkte und Normalen ebenso 
wie die der Hauptevolventenflachen eine von den Biegungen unabhingige 
Lage in den Tangentialebenen der Biegungsfliche des Paraboloids besitzen, 
die aber im Gegensatz zu jenen bei Anwendung einer einfachen Trans- 
formation B, eine asymptotische Transformation erfahrt, die sie mit der 
entsprechenden Hilfsflache der neuen Biegungsfliche verbindet. Wir stellen 
hier noch ergianzend fest, daB bei der Abwicklung der Biegungsfliche auf 


1) Betreffs neuer Ergebnisse sei verwiesen auf: Jonas, Uber den wahren geome- 
trischen Zusammenhang zwischen der Bianchischen Transformation der auf die Para- 
boloide abwickelbaren Flichen und der Backlundschen Transformation der Filachen 
von konstanter Kriimmung. Math. Annalen 97 (1927), S. 387. 

*) Bianchi, Sui sistemi coniugati permanenti nelle deformate delle quadriche. 
Aco. dei Linc. Rend. 222 (1913), p. 3. Beziiglich des entsprechenden allgemeinen Satzes 
aus der Theorie der R-Flachen vgl. Jonas, Uber die Konstruktion der W-Kongruenzen 
zu einem gegebenen Brennflichenmantel und iiber die Transformation der R-Flachen. 
Jahresber. d. Deutsch. Math. Vereingg. 29 (1920), S. 40 (insbesondere § 6, 1). 

%) Jonas, Ricerche sulle trasformazioni delle superficie applicabili sul paraboloide 
iperbolico equilatero. Annalti di Mat. (4) 2 (1924-25), p 161. 

*) A.a.O. 8. 166 und 191; vgl. auch den SchluB8 von § 3 der in FuBnote *) ge- 
nannten Arbeit. 
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das Paraboloid oder, was auf dasselbe hinausldufi, beim Rollen des Para- 
boloids auf der Biegungsfliche die einzelnen Punkte der dritten Hilfs- 
flaiche die Schnittpunkte der sie enthaltenden Tangentialebenen mit der 
Achse des Paraboloids werden. 

Die soeben angegebene geometrische Konstruktion 1a8t sich nun auf 
den Fall der dreiachsigen Mittelpunktsflachen zweiten Grades ausdehnen. 
Den Biegungsflichen derselben werden damit je drei Achsenspurflachen, 
wie wir sie nennen wollen, angegliedert. Es soll im folgenden gezeigt 
werden, daB nach wie vor Korrespondenz der Asymptotenlinien zwischen 
Biegungsfliche und Achsenspurfliche besteht und daB das Verhalten der 
Achsenspurflachen der Bianchischen Transformation B, gegeniiber dasselbe 
ist wie in dem erwahnten Spezialfall. 

Der erste Teil dieses Satzes wird in § 1 im Anschlu8 an ein all- 
gemeineres Problem erledigt, bei dem es sich um die Verbiegung einer 
Strahlenkongruenz im Ribaucourschen Sinne und um die Bestimmung eines 
Typus des Linienelements auf Grund einer geforderten Biegungseigenschaft 
handelt. Der Beweis des zweiten Teils, demzufolge also bei Anwendung 
der Transformation B, die Achsenspurflichen simultane asymptotische 
Transformationen erfahren, findet sich erst am Schlu8 der vorliegenden 
Abhandlung in § 5. Die voraufgeschickten, §§ 2—4 umfassenden Ent- 
wicklungen betreffen die Grundlagen und den Aufbau der von Bianchi 
geschaffenen Transformationstheorie. Mit der an sich naheliegenden Auf- 
gabe, nun auch die prinzipiellen Gesichtspunkte der unter 8. 436, Fub- 
note *), genannten Arbeit zu iibertragen und unter besonderer Heranziehung 
der Achsenspurflachen die Transformation B, der Moutard-Guichardschen 
Theorie der W-Kongruenzen unterzuordnen, werden wir uns dabei nicht 
beschiftigen; es sollen vielmehr unter Wahrung engen Anschlusses an die 
von Bianchi im dritten Bande seines Werkes®) gegebene Darstellung der 
Transformationstheorie Vereinfachungen in rechnerischer Hinsicht gewonnen 
werden, die den Zugang dazu wesentlich erleichtern und deswegen auch 
ein selbstindiges Interesse beanspruchen. Ein bemerkenswerter Vorteil 
wird dadurch erzielt, da8 wir von vornherein mit der quadrilinearen Re- 
lation (u,v, u,,,)= 0 operieren, die von den Parameterpaaren wu, v 
und u,,v, erfiillt wird, denen auf der gegebenen und der transformierten 
Flache die Biegungslinien der Erzeugenden entsprechen. Wir sind so in 
der Lage, die Mehrzahl der benédtigten Ausdriicke formal darzustellen, an- 
statt sie mit Bianchi in extenso schreiben zu miissen. 

Geboten schien es, die Ausfiihrungen auf das einschalige Hyperboloid 
zu beschranken, da die Diskussion der im Bereiche der Flaichen zweiten 


5) Bianchi, Lezioni di Geom. diff. 3 (1909), insbes. Kap. 1—3. 
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Grades sich bietenden Fille*) und der damit verbundenen Realititsfragen 
einen zu breiten Raum einnehmen wiirde. Unerértert bleibt im Rahmen 
der gegenwartigen Untersuchung alles, was mit der sukzessiven Anwendung 
der Transformation B, und dem Vertauschbarkettssatz zusammenhingt. 
Der kundige Leser erkennt iibrigens als unmittelbare Folge dieses die 
Bianchische Theorie krénenden Theorems die Tatsache, daB im Verein mit 
den Transformationen B, sich auch die simultanen asymptotischen Trans- 
formationen der drei Achsenspurflichen zu viergliedrigen Zyklen zu- 
sammenfiigen. 


g 1. 


Bestimmung einer allgemeinen Flichenklasse auf Grund einer 
Biegungseigenschaft. 


1. Wir sprechen mit Bianchi‘) von der Verbiegung einer Strahlen- 
kongruenz, wenn ihre Strahlen bei den isometrischen Deformationen einer 
Flache von deren Flachenelementen in starrer Koppelung mitgefiihrt werden. 
Es gibt zwei Fille, in denen die besondere Eigenschaft einer Kongruenz, 
ein Normalensystem darzustellen, d. h. co Orthogonalflachen zuzulassen, 
bei beliebiger Biegung der Bezugsfliche erhalten bleibt: die Verbiegung 
der Kongruenz im Beltramischen Sinne, bei der die Strahlen durch die 
ihnen zugeordneten Punkte der Flache gehen, und die Verbiegung im 
Ribaucourschen Sinne, bei der sie in den Tangentialebenen liegen. An 
die erste Operation kniipfen sich die von Guichard entdeckten Eigenschaften 
der Rotationsflichen zweiten Grades, an die zweite, als eine Art Gegen- 
stiick dazu, die Beziehungen zwischen den Biegungsflachen der Darbouxschen 
F* und den Flachen von konstanter Kriimmung. 


Die Fragestellung, von der wir ausgehen wollen, bezieht sich auf die 
Verbiegung der Kongruenzen im Ribaucourschen Sinne, bedeutet aber 
gleichzeitig auch einen Sonderfall eines anderen allgemeinen Problems, 
hinsichtlich dessen ich auf eine Mitteilung in den Comptes Rendus von 1913 °) 
verweise. Es handelt sich dabei um die Bestimmung der Paare von 
Flachen, die einander mit Orthogonalitét der Normalen und Korrespondenz 
der Asymptotenlinien zugeordnet sind. Wir fragen hier nach der Form 


*) Dazu gehéren auch die zablreichen, z. T. interessanten Typen reeller ds*, die 
imaginaren F* oder idealen Teilen reeller F* enteprechen. Erwahnt sei z. B. der be- 
sonders in den Anfangen der Theorie bedeutsame Fall, wo die acht isothermen Flachen, 
deren Punkte in den Tangentialebenen der Biegungsfliche durch die isotropen Er- 
zeugenden der rollenden F* bestimmt werden, simtlich oder teilweise reell sind. 

”) Lezioni 2 (1903), § 253. 

*) Jonas, Sur une transformation qui dépend d’une équation aux dérivées par- 
tielles du 3™ ordre. ©. R. de l’Ac. dos Sc. 156 (1913), p. 1816. 
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des Linienelements einer beliebigen Biegungen zu unterwerfenden Flache S, 
in deren mit den Flachenelementen gekoppelten Tangentialebenen sich die 
Punkte und die Normalen einer (bei den Biegungen verdnderlichen) 
Fliche S’ derart festlegen lassen, dap die jeweiligen Asymptotenlinien 
von S und 8" sich stets entsprechen. 

Sehen wir von dem bei friiherer Gelegenheit*) beriicksichtigten Fall 
ab, daB S’ eine durch ein System geoditischer Linien definierte Evolventen- 
fliche von S wird — das Linienelement entspricht dann einem geraden 
Konoid —, so kénnen wir die Parameterkurven auf S so wahlen, da8 
die Punkte von 8’ auf den Tangenten der Kurven u = konst. liegen und 
die Normalen von 8’ parallel zu den Tangenten der Kurven v = konst. 
werden. Es sei unter dieser Voraussetzung 


Sdzx* = Edu*+2Fdudv+ Gdv? 
das Quadrat des Linienelements der Fliche S(z, y,z), und 
— SdxdX =Ldu*+2Mdudv-+ Ndv* 
ihre fiir die Gestalt im Raume charakteristische zweite Fundamentalform, 


wobei X, Y, Z die Richtungskosinus der Normalen bedeuten. Fiir die 
laufenden Koordinaten x’, y’,z’ von 8’ gilt der folgende Ansatz: 
(1) 2’'=2—Az,*), 
und fiir die Normalenkosinus X’, Y’, Z’: 
Xx’ = ae - 
yz 

Wir differentiieren (1) mit Benutzung der Formeln der allgemeinen 
Flachentheorie, die die zweiten Ableitungen von zx linear durch z,,2,, X 
ausdriicken, beachten, daB 


>» %% =, D> %%=0 


sein soll, und finden so zuniachst die beiden Bedingungsgleichungen: 
(1—a{T})#—-(4,+4{2}) F=0, 
aft E+ (4 +a{9} —1)F=0, 


die dem Ribaucourschen Satz entsprechend L, M, N nicht enthalten. 


(2) 





®) Jonas, Untersuchungen iiber die als Gewebe bezeichneten Kurvennetze usw. 
Math. Annalen 87 (1922), 8S. 157; siehe daselbst § 2. 

*”) Der Hinweis auf das Bestehen analoger Formeln beziiglich der y- und der 
z-Achse soll der Kiirze wegen iiberall unterdriickt werden. Buchstabenindizes deuten 
partielle Differentiationen an. 
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Die Annahme F = 0 fiihrt auf Bekanntes. Es wird dann namlich: 


22 1 2E 


Die Kurven u=konst. sind hiernach geodatische Linien; 8’ ist die zuge- 
hérige Erginzungsflache, d. h. der zweite Brennflachenmantel des von ihren 
Tangenten gebildeten Normalensystems. Dieses mu8 mit Riicksicht auf 
die auBerdem noch geforderte Korrespondenz der Asymptotenlinien ein 
W-Normalensystem sein. Einem Satz von Weingarten zufolge ist S also 


Biegungsflache einer Rotationsfliche, auf der die Kurven u=konst. die 
Meridiane vorstellen. 


Fiir F +0 erhalten wir unter Anwendung der einstweilen als erfiillt 
vorausgesetzten Beziehungen (2) die Formeln: 


m= 5(1— a{T}) (Fe, — Ez,)—iMXx, 
(3) aun —5i{t} (Ps, — Ex,) — ANX, 


deren wir uns zur Berechnung der zweiten FundamentalgréBen von S’: 
L' = a Ea Thus M’ = — ig Statue, N' =~ Dtitw, 
bedienen. Es ergibt sich so: 

JEL’ = 5 (BG — F*) {3 }(1 — a{t}) +4ML, 

jem’ — (kG — F*){>\(1— a{7}) +AM', 

JEN = — (FG — aed iter. +AMN. 


Damit nun die Asymptotenlinien der Flichen S und S’ (und gleichzeitig 
auch ihre konjugierten Systeme) einander entsprechen, mu8 

LU’: M’:N’=L:M:N 
sein. Dieser Bedingung kann aber, wie eine von analogen Fiillen her ge- 
laufige Uberlegung zeigt, allgemein nur in der Weise geniigt werden, daB 


HO-%)—0. (BO—af)=0. (Ho 


wird. Von den sich bietenden Méglichkeiten ist 


=o, {Bc 


im Hinblick auf (3) zu verwerfen. Ebensowenig kommt 


(i}=0. {ic 





(4) 
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in Betracht, da alsdann auf Grund der Formel 


xem (Th —{aht {ites Hahtas Cita} Cap 
entweder Z oder das Kriimmungsma8 X identisch verschwinden miibte. 
Es bleibt die Annahme 


12 12 
(5) 1—a{}—=0, {3 }=0 
iibrig, die im Verein mit der ersten Relation (2) 4, = 0, also 4 = A(v) 
liefert. Die Wahl dieser Funktion 4(v) ist aber, wie ein Blick auf (1) 


lehrt, véllig belanglos, so da8 man, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, 
4=1 setzen kénnte. Als zweckmaBiger erweist es sich, 


(6) A=v 


zu waihlen. Der zweiten Relation (2) entnimmt man dann: 


a{}+2(2}~0 


und findet an Hand der Formel 


RB} + F(a} + (rf) +89} 
mit Benutzung von (5) und (6): 


F, 1 ° ae ’ 
; jako d. i. F=v0, 


wobei U’ eine mit Riicksicht auf das Folgende als Ableitung geschriebene 
Funktion von u bedeutet. Mittels des fiir F gewonnenen Ausdrucks muB8 
schlieBlich noch den Gleichungen 


{i}m3  {s}=9 
geniigt werden. Diese lauten ausfiihrlich: 


GE,—FG, 1 is ¥e 
EG-R > «0 -BG, — FE,=0. 


Wird 
(7) 0,—52, 
in die erste eingesetzt, so folgt 

» 2 

E a, , 


also mit Unterdriickung eines offenbar entbehrlichen, von u allein ab- 
haingigen Faktors: 

E=v’. 
Aus (7) erhalt man: 
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wobei V Funktion von v ist. Das Quadrat des Linienelements der Flaiche S 
hat demnach die charakteristische Form: 


(8) ds* = v?'du* + 2vU' dudv+2(U0+ V)dv*. 


Die zugehérige Fliche S’ und ihre Normale sind durch 
(9) z’=2—vz,, x’ =+2, 


gegeben. Der Ausdruck (8) umfa8t fiir VU’ = 0 auch den Kotationsflichen- 
typus, der bei der vorstehenden Rechnung nur mit Riicksicht auf die 
Schreibweise der Formeln (3) ausgeschlossen wurde. 


2. Das Ergebnis ist einer geometrischen Deutung fahig, durch die es 
den bekannten Satzen iiber die Verbiegung der Rotationsflachen noch naher 
geriickt wird. Wir betrachten namlich die Flache 
(10) r=U,v, y=U,e, 3=V%; 


U,, U, seien dabei Funktionen von u, V, sei Funktion von v. Im be- 
sonderen liegt fiir U? + Uj} —konst. eine Rotationsflache vor. Da all- 
gemein iiber w so verfiigt werden kann, daB 
Uy* + U;* =1 

wird, findet man als Quadrat des Linienelements der durch (10) definierten 
Flache: 

ds* = v* du* + 2v(U,U; + U,U;)dudv + (U; + U; + Vi") dv?. 
Dieser Ausdruck geht, wenn U; + U; =2U, Vi" =2V gesetzt wird, in 
(8) tiber. 

Ist umgekehrt ein in dem Typus (8) enthaltenes ds* gegeben, wobei 
u, v reelle Parameter sein sollen, so ist die Existenz dazugehériger Biegungs- 
flachen S an die Bedingung 

2U—U"*+2V>0 


gebunden, die wir mithin fiir den zu betrachtenden Wertebereich von wu, v als 
erfiillt voraussetzen. Dann 1la8t sich aber, wie ersichtlich, noch auf co? 
Weisen eine positive oder negative Konstante c so wahlen, da8 in einem 
Teilbereich nebeneinander die Ungleichheiten 


2U—U"+ce>0, 2V—c>0 
gelten. Man kann also U,,U,, V, aus den Beziehungen 
U; +U; =2U+¢, 7 4+U;*=1, Ve° =2V—c 


bestimmen und erhalt dadurch zu dem gegebenen ds* eine Schar von co’ 
Biegungsflachen der Klasse (10). Es wird niamlich: 
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sath aie ae? y2u-—v" 
anf j2U+c¢-cosw, U, = ¥2U+c-sino, w = [Po ota, 


V.=Jf ¥2V— cd». 


Fiir diese speziellen Biegungsflachen artet die Hilfsfliche S’ aus; man findet 
mittels (9): 


, , , 1 , 
=p =—0, =V, —-—YV,; 
(12) {: y 8 o~sve 


x’ = Ui, 9%’ =U;, 3/=0. 


Das leicht zu deutende Resultat sprechen wir in dem folgenden Satze 
aus: Hine Flache, deren Schnitte mit den Ebenen z = konst. ( Héhenlinien) 
sich auf die xy-Ebene als ein System ahnlicher und beziiglich des Koordi- 
natenanfangs dhnlich gelegener Kurven projizieren, besttzt die Higenschaft, 
daf die in den Tangentialebenen markierten Spurpunkte der z-Achse nach 
einer beliebigen Verbiegung der Flache stets eine Flache S’ bilden, deren 
(reelle oder imagindre) Asymptotenlinien denjenigen der Biegungsfliche S 
entsprechen. Die Normalen von S’ gehen bei der Biegung aus den Schnitt- 
linien der Tangentialebenen mit den Ebenen z = konst. hervor. 

Es soll noch der folgende Zusatz bewiesen werden: Das Kriimmungs- 
map von S’ bleibt beim Verbiegen der Flache S ungedndert. 

Man findet namlich mit Beriicksichtigung von (8): 

__ V'(U' x, —v2,) ae 


x, = —vMX, “i= - vNX, 
2U—U"*+2V 
so da8 sich fiir die FundamentalgréBen erster Ordnung von 9’ die Ausdriicke 
2 
F=-0M, F=o0MN, @'=—")__4,¢'y 
2U—U0'"+2V 


ergeben. Die Formeln (4) gehen in die folgenden iiber: 
L'=ML, M’ = M’*, N’=MN. 
Es wird demnach: 
x’ UNM _ K(2U-0" +29) 
6 2 E'G’-—F"? = vty’? 
und, wenn das Kriimmungsma8 K von S durch den aus den Koeffizienten 
der Differentialform (8) berechneten Wert 


v’(U" —1) 














1 ete 
(18) x v(2U—U'*+2V7)* 
ersetzt wird: 

»_ _U"-1 
(14) K' = To 


In der Tat hangt K’ von L, M,N nicht ab. 
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3. Wir bemerken noch, da8 das Linienelement der von uns betrach- 
teten Flaichen leicht auf diejenige Form gebracht werden kann, die den 
Ausgangspunkt fiir die Weingartensche Methode zur Behandlung des 
Biegungsproblems bildet. Werden % und wy durch die Formeln 


(15) i= uv, y=0U—Zutv+ [ido 
definiert, so geht (8) in 

(16) ds* = dii* + 2dwdv 

iiber. 


An die geometrische Deutung im Reellen sei zunachst erinnert: die 
Reduktion des Linienelements einer beliebigen Flaiche S auf die Form 
(16) liefert ein normales System von Kreisen in den Tangentialebenen 
von S. Eine der Orthogonalflachen, deren Kriimmungslinien dem sog. 
zyklischen konjugierten System von S entsprechen, ist die von Darboux*’) 
mit =’ bezeichnete Hilfsfliche mit den laufenden Koordinaten: 


Die Konstruktion, durch die Darboux sie einfiihrt, kniipft sich an die eben- 
falls durch (16) definierte imaginare Biegungsfliche S,: 


(17) z=, Yo +42 =, Yo — t2% = 2y. 


Rollt namlich S, auf der reellen isometrischen Fliche S, so ist >’ Ort 
der Schnittpunkte der Tangentialebenen mit der Minimalgeraden x = 0, 
y+tz=0, die von dem bewegten Koordinatensystem der rollenden S, 
mitgenommen wird. Fiir das von uns betrachtete Linienelement (8) wird, 
wie man leicht erkennt, die Darbouxsche Hilfsfliche =’ mit der durch 
(9) gegebenen ¥lache 8’ identisch**). 

4. Bevor wir uns dem eigentlichen Gegenstand unserer Untersuchung, 
den Biegungsflachen der allgemeinen Mittelpunktsflachen zweiten Grades, zu- 
wenden, mége der Fall, daB S’ konstantes Kriimmungemaf hat, kurz er- 
értert werden. Wir erhalten dabei die Typen des Linienelements, die 
Bianchi, an eine Note von Darboux**) ankniipfend, in seiner Abhandlung 


11) Darboux, Lecons sur Ja théorie gén. des surf. 4 (1896), p. 310. 

12) Die Frage nach dem Typus des Linienelements, fiir den allgemein zwischen 
der Fliache S und der Darbouxschen Hilfsfliche =’ Korrespondenz der Asymptoten- 
linien besteht, fallt also, von der spezielleren Formulierung abgesehen, mit dem in 
Art. 1 erledigten Problem zusammen. 

8) Darboux, Sur la déformation des surfaces du second degré. C. R. de I’Ac. 
des Se. 129 (1899), p. 760. 
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iiber die Verbiegung der Kongruenzen im Ribaucourschen Sinne*‘) auf- 
gestellt hat. Der Umstand, da8 wir im Gegensatz zu Bianchi zunichst 
Korrespondenz der Asymptotenlinien zwischen der Biegungsfliche S und 
der Orthogonalfliche S’ der Kongruenz verlangt haben, vereinfacht die 
Herleitung, die an der Hand der Formel (14) unmittelbar gelingt. Aus 


, 1 
K = {= konst. 
folgt namlich, wenn y, y,, y, und C Konstanten sind: 
1 A 1 
Ua" wt nut —FatzZ?. 


Fiir y + —1 findet man durch Einsetzen in (8) nach Unterdriickung 
der entbehrlichen Konstanten y,, 7,: 


(18) ds* =v%du® +2(y+1)uvdudv+ [(y+1)u*+24 + 0] do’. 


Da man, ohne die Allgemeinheit zu beschranken, fiir C +0 die Substi- 
tution u 





uy|Cl, v al anwenden kann, so geniigt es, der Konstanten C 


die Werte +1, —1, 0 zu geben. Als Vertreter des Typus (18) im Be- 
reiche der Flichen zweiten Grades erhalten wir mit Hilfe von (17) die 
imaginare Darbouxsche F*, deren Schnitt mit der unendlich-fernen Ebene 
den Kugelkreis beriihrt: 


Ly = uv, Yo + tz =, Yo — iz) = yutv —14 4 Ov, 

(19) Ys +23 = yg + Oyo + tz)” — Ay. 

Im besonderen Falle C = 0 entspricht das vorliegende Linienelement einer 
Rotationsflache**). Die Reduktion auf die Form (18) kann dann, wie schon 
aus Griinden der Symmetrie zu ersehen ist, auf doppelte Weise erfolgen. 
mit der (als reell vorausgesetzten) Biegungsflache 8 verbinden sich also 
zwei Flachen von konstanter Kriimmung als Flichen S’. Wir bemerken, 
da8 die Normalen derselben sich paarweise in den Punkten der Erginzungs- 


flache treffen, die die Flache S in ihrer Eigenschaft als verbogene Rota- 
tionsfliche besitzt**). 


14) Bianchi, Sulla deformazione delle congruenze e sopra alcune classi di superficie 
applicabili. Annali di Mat. (3) 6 (1901), p. 117. 

15) Man hat zu beachten, daB reelles ds* an die Bedingung y [A—(y-+-1)u*v*]>0 
gebunden ist. Reelle Vertreter der 4 sich ergebenden Typen sind: fiir A>0O die 
Komplementarflichen des verlingerten Rotationsellipsoids und des zweischaligen Rota- 
tionshyperboloids, fiir A>0 das verkiirzte Katenoid und die Komplementirfliche des 
hyperbolischen Sinusoids. 

16) Bianchi, Lezioni 2, § 309. Betreffs der Konstruktion dieser Gebilde durch Zu- 


sammensetzung reeller oder imaginaérer Backlundscher Transformationen vgl. daselbst 
§§ 390, 402—405. 
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Fiir y = —1 kénnen durch geeignete Wahl von u die Konstanten y, 
und C unterdriickt werden; auBerdem darf man, wie die Substitution 


u|uy,, v| = erkennen laBt, y, = 1 setzen. Man findet so den Typus: 
(20) ds* = v*du* + 2vdudv+ (2u— 4) do 
und dazu die imaginiére Darbouxsche F’, die den Kugelkreis oskuliert : 


%=Uv, Yotiz,=—v, Yo —t% =2uv—u*v+ -. 
(21) a2 + y2 +22 —22,(y +12)=A. 2) 

Wir weisen schlieBlich darauf hin, daB man die Formeln (10), (11) 
zur Bestimmung gewisser reeller Biegungsflachen der Darbouxschen Flachen 
zweiten Grades (19) und (21) benutzen kann. 

5. Beziiglich der dreiachsigen Mittelpunktsflachen zweiten Grades — 
die weiteren Entwicklungen sollen auf den Fall des einschaligen Hyper- 
boloids beschrinkt werden — stellen wir hier zunichst fest, daB bei diesen 
die in dem Satz des Art. 2 vorausgesetzte Eigenschaft der zur Achse senk- 
rechten ebenen Schnitte in dreifacher Weise verwirklicht ist. Die in den 
Tangentialebenen markierten Spurpunkte der drei Hauptachsen bilden nach 
einer Verbiegung der F*, bei der die Flachenelemente die Tangential- 
ebenen in starrer Koppelung mitfiihren, drei zur Biegungsfliche S gehérige 
Flichen S’. Wir wollen sie als die drei Achsenspurflachen der verbogenen 
F* bezeichnen. Nach dem Voraufgehenden gilt der Satz: Zwischen der 
Biegungsflache S einer Mittelpunktsflache zweiten Grades und ihren drei 
Achsenjlichen besteht Korrespondenz der Asymptotenlinien und damit 
sdmtlicher konjugierten Systeme; die Normalen der Achsenspurflachen sind 
parallel zu den gegentiberliegenden Seiten des Achsenspurdretecks **). 


1”) Bei Bianchi (ebenda § 808) hat die Gleichung der Fliche die Form: 
y?+2°+(2—y+iz)t=A. 


2 
Man erhilt sie aus: z=(u+5)e, y—iz=v, ytiz=—(u—}) 044. Erwahnt 
sei noch die Erzeugung der Flichen vom Typus (20) durch die Laméschen Scharen 
von Flaichen konstanter Kriimmung (s. daselbst § 447). 

18) Ein bemerkenswertes Beispiel auBerhalb der Biegungstheorie der Flaichen 
zweiten Grades liefern die mit den Affinsphiren zusammenhingenden Biegungsflichen 
des Typus 9 
ds* = Z (udu*—2dudv+vdv*). 


Sie lassen als Flichen S’ im Sinne des Satzes von Art. 2 eine Schar von o' Flichen 
S® zu [Jonas, Aufstellung einer Transformationstheorie fiir eine neue Klasse auf- 
einander abwickelbarer Fliachen. Math. Annalen 92 (1924), S. 214]. Bei der auf oo* Weisen 
méglichen Verbiegung in Flachen der tetraedralen Klasse Az"ls + By'ls + 02"/s = 1 
gehen die Punkte je dreier dieser Fliachen S® in die Schnittpunkte der Tangential- 
ebenen mit den Koordinatenachsen iiber. 
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§ 2. 
Biegungsflichen des einschaligen Hyperboloids. Satz iiber die 
Asymptotenlinien. Die drei Achsenspurflichen. 


1. Das einschalige Hyperboloid 
(22) rye —h ml 


a® b? c* 
werde wie bei Bianchi’*) auf die Parameter u, v®°) der Erzeugenden be- 
zogen. Es gilt dann die folgende Darstellung: 
1+ uv 
ute 


. y = b—— gage 


u+v’ utv- 


(23) r=a 


Fiir die FundamentalgréBen erster Ordnung erhilt man die Formeln: 
(u + v)*H= a*(1 — v*)* + 45%v* + c*(1+ v*)?*, 





(24) 4 (u-+v)* P= a*(1 — u*)(1 — v*) — 4b%u*v* + c*(1+-u*)(1 + 0%), 
(u + v)*G = a*(1 — u*)* + 45% u* + c*(1+ u*)?® 
und findet: 
2 4a*b*c*H 
” 56 —- P= Cre 
wobei 
(25) H = 2.(1+ uv)* + 5a(u—0)* + 3 (1—u)® 


ist. Angemerkt seien die Werte der Christoffelschen Symbole: 
wm (Bennet (Gms 
(irises | tap ee ate 


VH werde stets positiv genommen; ) EG — F* dagegen mége entsprechend 
der Formel 


Ba pt _. 2ebc/# 

(27) j£G-—F* = Toteyr 

das Vorzeichen von u-+ v fiihren. Mit den Ausdriicken 
— ube — bu Ye 

(8) . j#G-F* 


fiir die Richtungskosinus der Normalen sind dann die folgenden auch hin- 
sichtlich des Vorzeichens gleichwertig : 
_ _ (w+v)¢ — — (utr) — (Mtr)3 
(29) = a* )H ’ y be yH ’ 8 c*yH — 

1%) Bianchi, Lezioni 8, § 16. 

®) Die Einfiihrung der weiterhin beizubehaltenden Bezeichnungen erfolgt unab- 
hangig von § 1. 
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Die zweite Fundamentalform wird: 


4dudv 
(30) pS dr dk (eae) 


ihre Koeffizienten sind also 2 = 3 —0O und 


(u+v))H 
Das Kriimmungsma8 hat den Wert 
K m* (u+v)4 


EG — F* a*b*c*H?* 


2. Um eine Biegungsflache S (2, y, z) des Hyperboloids (23) zu defi- 
nieren, kann man zwei Wege einschlagen. Der eine besteht in der Ein- 
fihrung der FundamentalgréBen zweiter Ordnung L, M, N, die der GauB- 
schen Relation und den Codazzischen Differentialgleichungen geniigen miissen. 
Letztere sind mit Benutzung von (26) zu bilden. Ihre Gestalt vereinfacht 
sich, wenn wir uns der drei GréBen 


L M N 
(32) loo, m=a, t=oe 
bedienen. Die drei zu erfiillenden Beziehungen lauten dann: 
2 ea e 
(33) H* ln = m* —1, 
m,=Hl,, m,=Hn,. 


Bei der zweiten Methode werden wu und wv als Funktionen zweier 
Variablen « und f dargestellt bzw. aufgefaBt, denen auf der Biegungs- 
fliche S die Asymptotenlinien entsprechen. Die beiden Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung, denen die Funktionen u(«, 8) und v (a, 8) unter- 
worfen sind, erhalt man aus den Uhristoffelschen Invarianzen fiir die ge- 
mischten zweiten Ableitungen. Die Eigentiimlichkeit dieses Gleichungs- 
paares, zwei Integrale erster Ordnung zuzulassen, hingt eng mit der Tat- 
sache zusammen, daB sich auf der verbogenen F” die Asymptotenlinien, 
also die Integralkurven der Differentialgleichung 


(34) Ldu* + 2Mdudv+Ndv?=0 


durch Quadraturen bestimmen lassen. Es handelt sich dabei um eine aus 
dem System (33) zu ziehende Folgerung. Wiewohl wir mit Riicksicht auf 
die von Bianchi gegebene Darstellung seiner Transformationstheorie den 
erstgenannten Weg bevorzugen werden, benutzen wir die Gelegenheit, den 
bislang nicht hinreichend geklarten Zusammenhang beider Methoden zu 
erértern. An die zweite kniipft sich iibrigens eine Bemerkung am Schlu8 
von § 4, die geeignet erscheint, einen neuen Einblick in die analytische 
Natur der Transformation B, zu eréffinen. 
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Zum Beweise des Satzes tiber die Asymptotenlinien der Biegungsflache 
geht man zweckmaBig von den beiden durch (34) gegebenen Werten von 
« aus, die den asymptotischen Richtungen entsprechen. Sie seien mit p 
und q bezeichnet, so daB die Differentialgleichungen der beiden Scharen 
von Asymptotenlinien jetzt 


(35) pdu—dv=0, qdu—dv=0 
jauten. Wir finden, indem wir die Beziehuny 

M’*—LN=' 
beachten : 
26 sig oan ED ce ee Ge So eee 
(3%) gees)? 2 SO ry --ie 
und umgekehrt : 

_ _2Mpq _ B(p+9) oe 
phe oe gt a eee pP—q" 
Bildet man nach (32) 

a =. ae 2 


, m™ > 

H(p—q) P—4q 

und setzt diese Ausdriicke in die beiden Differentialgleichungen des Sy- 
stems (33) ein, so erhalt man: 


P (9, + PI) — 9(Pu t+ 9Py) = Pa(P — q) 


H, 
I+ Pq — (R+IP,)= (P—-a) F 


und hieraus schlieBlich : 
(38) p+ap,=f(9H,—H,), %u+P9.= (PH, — H,). 

Zu den gefundenen Formeln, denen man auch die einfachere Gestalt 
(39) (pH), +qH"(f)=0, (qH),+pH*(%) =0 


geben kann, sei zunachst folgendes bemerkt. Werden p und q als gesuchte 
Funktionen aufgefaBt, so bringen die simultanen Differentialgleichungen (39), 
die (33) ersetzen, von neuem das Biegungsproblem fiir die allgemeine F* 
analytisch zum Ausdruck. Wichtig erscheint an denselben der Umstand, 
da8 eine der beiden Unbekannten leicht eliminiert werden kann; fiir die 
andere ergibt sich dabei eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
vom Ampéreschen Typus. 
Die Relationen (38) erméglichen nun den Nachweis, daB 


dp = Vip|(qdu—dv) 


Viqi (pdu—dv) 
40 de = 2 
(40) \H(p—4) 


)H(p—q) 
Mathematische Annalen 99. 
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exakte Differentiale sind. Um namlich das Verschwinden des Ausdrucks 


We-2) (2 (he), 2(_t_)| 





Va dv\VH(p—q)/ %*\VH(p—gq) 
i lq _1Hy_ Pe—q\ , 1d LHe Pe 
—p,+p(z% 2a —*)+5% 2H P—4q 


(nachtraglich kénnen p und gq vertauscht werden) zu bestitigen, braucht 
man nur p, und qg, durch die den Gleichungen (38) entnommenen Werte 
zu ersetzen. Die Integrale «a = konst. und § = konst. der beiden Differential- 
gleichungen (35) gewinnt man also in der Tat durch zwei Quadraturen*), 

Von (40) gelangt man zu den Differentialgleichungen der zweiten, 
die Parameter «a, B der Asymptotenlinien benutzenden Methode™). Wird 


(41) q=4|q|, p=&&|P|, (le|=le.)=1)_ 
gesetzt, so ergibt die Auflésung nach dw und dv die Formeln: 
ome — ar) dv — JH (e, Viqid«—e, ipl as), 
vig} viPl 

aus denen hervorgeht, daB uw und v als Funktionen von « und f den 
simultanen Differentialgleichungen 





(42) du= /A( 


(43) u.v,=6,H, u,v,=—«,H 


geniigen. Anderseits findet man, wenn ein Lésungspaar u,v von (43) als 
bekannt vorausgesetzt wird, 


(44) p=~2, q=— 


und erkennt unschwer, daB diese GréBen wiederum die Differential- 
relationen (39) erfiillen, die jetzt auf dem umgekehrten Wege aus dem 
Bestehen der Formeln (42) folgen. Mit der Zuriickfiihrung auf das 
System (43), an dessen Stelle man 


tute — e,du* + e,dp* + 25 dadp 





%1) Die von Bianchi in Lezioni 3, Kap. VI gegebenen Entwicklungen, die an Er- 
gebnisse von Darboux, Servant und Calapso ankniipfen, beziehen sich auf die Para- 
meter des permanenten konjugierten Systems, die mit denjenigen der Asymptoten- 
linien durch eine einfache lineare Substitution zusammenhiingen (siehe den folgenden 
Artikel 3). Betreffs des hier vorgetragenen Beweises vg]. Jonas, Uber eine neue 
partielle Differentialgleichung des Deformationsproblems usw. Berl. Math. Ges. Ber. 13 
(1914), S. 52. 

®) Beziiglich der oben erwihnten Herleitung aus den Christoffelschen Invarianzen 
vgl. Bianchi, Lezioni 3, § 82 und Jonas, Uber gewisse mit der Verbiegung des ortho- 
gonalen Hyperboloids hangende Flachen usw. Berl. Math. Ges. Ber. 24 





(1925), S. 54, daselbst Art. 5. 
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schreiben kann, erweist sich das Biegungsproblem fiir die Flichen zweiten 
Grades als gleichbedeutend mit dem Tschebyscheffschen Problem fiir die 


quadratische Differentialform “ . 

3. Der Vollstaéndigkeit halber mégen hier noch zwei Bemerkungen 
Platz finden, von denen wir im folgenden keinen Gebrauch machen werden. 
Die erste betrifit das permanente, d. h. der Biegungsflache S und dem 
Hyperboloid gemeinsame konjugierte System **), das darch das Verschwinden 
der quadratischen Kovariante ihrer zweiten Fundamentalformen (34) und (30) 
definiert ist. Seine Differentialgleichung 


Ldu* — Ndv*=0 
geht, auf die Parameter «, 8 der Asymptotenlinien von § bezogen, in 
(45) da* — e,2,4d8* =0 


iiber, wobei e, unde, durch (41) gegeben sind. Auf § ist dieses Kurven- 
netz, wie (45) erkennen 14Bt, gleichzeitig tsotherm-konjugiert. Es fallt 


reell oder imaginaér aus, je nachdem ob $ =pq>0 oder <0 ist, und 


wird, da ¢,-e, entsprechend den Wert + 1 oder — 1 hat, im ersten Falle 
durch « + £ = konst., im zweiten durch « + ¢f = konst. dargestellt. Die 
betreffenden Biegungen werden nach Bianchi als Biegungen erster und 
zwetter Art unterschieden. 

Der zweite, hier gleichfalls in aller Kiirze zu erérternde Punkt, dessen 
prinzipielle Bedeutung fiir einen weiteren Ausbau der Bianchischen Theorie 
indessen nicht verkannt werden soll, ist ein transformatorischer Zusammen- 
hang zw schen den Differentialgleichungen der Biegung, durch den zwei 
verschiedene Flachen zweiten Grades, im besonderen zwes einschalige Hyper- 
boloide, einander als biegungs-konjugiert (quadriche coniugate in defor- 
mazione) zugeordnet werden™). Wir gehen dabei auf die geometrischen 
Betrachtungen, deren sich Bianchi bedient, nicht ein, sondern wahlen einen 
einfachen rechnerischen Weg im Anschlu8 an die Form (39) der Biegungs- 
gleichungen. Der durch (25) definierten GréBe H geben wir zunichst, wo- 
bei wir die stets zulissige Annahme a > b machen, mit Hilfe der Identitat 


(u+v)—(1+uv)'—(u—v)*+(1—uwv)=0 
die folgende Gestalt: 





H=3(u+of+(5+4)(1— uo) +(f—A)(u—oy, 


%) Bianchi, Lezioni 8, Kap. VI. 
%) Bianchi, Lezioni 8, Kap. V. 
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substituieren 
(46) tui's 


und erhalten den zu (25) analogen Ausdruck 


7 H 1 os Bs ae as 
H= Ga qllt de)’ + s(@— of + a(l— ay, 
in dem 
oe ac t= ab 
ya? +c?” ya? —b? 








ist. H gehért zu einem neuen einschaligen Hyperboloid: 


a l+fv sg e—v > oe 9 88 
[i-o ed Se hee 
(47) x? 5? a” 
| team! 
Setzt man nun noch 
(48) p=—pu, g=—gqu’', 


so verwandeln sich die Differentialgleichungen (39) in 


(pH) +qH"(F)—0, (gH: +pH"(F) =o, 

also in diejenigen, von denen die Verbiegung des Hyperboloids (47) ab- 
hingt. Vermége der Formeln (46), (48) bestimmt demnach eine bekannte 
Biegungsfliche S des Hyperboloids (22) gleichzeitig, allerdings nur in- 
trinsek, d. h. durch die flichentheoretischen FundamentalgréBen, eine 
Biegungsfliche S des biegungs-konjugierten Hyperboloids (47). Seiner rein 
analytischen Natur entsprechend ist dieser von Bianchi als Transfor- 
mation H bezeichnete Ubergang einer geometrischen Deutung in Form 
einer Konstruktion nicht zuginglich. Die Biegungsflichen S und S sind 
mit Korrespondenz der Asymptotenlinien aufeinander bezogen; in der Tat 
gehen die Ditferentialgleichungen (35) durch die Substitution (46), (48) in 
pdi—dv=0, gdi—dv=0 
iiber**), 

4. Wir wollen schlieBlich, bevor wir die Transformation B, behandeln, 
die in § 1, 5 eingefiihrten, mit der Biegungsfliche S verbundenen drei 
Achsenspurflachen fiir den Fall des einschaligen Hyperboloids in einer fiir 
unsere Zwecke geeigneten Weise darstellen. Sie mégen S”, 8S”, S® ge- 


: . gekennzeichnete orthogonale Hyperboloid 
fallt, wie Bianchi (a.a.0. 8.213) bemerkt hat, mit dem biegungs-konjugierten zu- 
sammen. 


*5) Das durch die Relation Ls —=+ 
a 


b? 
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nannt werden. Der Punkt (a, y”, z”) von S” ist also Schnittpunkt 
der Tangentialebene von S mit der r-Achse des auf § rollenden Hyper- 
boloids (23). Wir setzen dementsprechend: 


2 —2-+o02,-+12, 
und haben die Koeffizienten o und + auf Grund der Bedingung 
(49) H+oy, +ty,=0, § +035, +t3, = 9 
zu bestimmen. Es empfiehlt sich, die dritte Gleichung 


(50) r+ortrr= = 
hinzuzufiigen, die man leicht als Folge der beiden voraufgehenden er- 
kent, indem man sie mit +, multipliziert, dazu die mit 2; und — 4 


multiplizierten Gleichungen (49) addiert und dann die Gleichung (22) des 
Hyperboloids beriicksichtigt. Die gewiinschten Ausdriicke fiir o und rt er- 
geben sich jetzt, wenn wir die drei Relationen (50), (49) der Reihe nach 
mit ae ~, _ & bzw. mit =. 3, _ - multiplizieren und unter An- 

b o* b c 


wendung der unschwer zu bestitigenden Formeln 


(se) +) (u)" _ 9, a} Ey ool (wy _ 9, 





c? c? 
(51) 
fee te — > . 2 
c* (u+v)* 
addieren. Wir finden 
(w+)? x, (uo) ry 
oe~ a pila. dais 
also 
(52) 2X0—e7— rey -(t, 2%, +2,2,)- 


Die Richtungskosinus der aida von S” verhalten sich wie 


(53) (2%, — Lu)? (Lo Yu — Eu Yo)? (So %u — Eu 2): 
Fir S® und §® hat man entsprechend: 


2%®— x ete (y, 2, +9, 2,); 
(54) 
0 ( 


a (3) = 7f— 


bo Zu + bu %)- 


Der Deutlichkeit halber sei pa hingewiesen, daB beim Ubergang 
von (52), (54) zu den analogen Formeln fiir die y- und z-Koordinaten 
die deutschen Buchstaben unverindert bleiben. 
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Wiewohl wir der Darstellung der Achsenspurflichen durch (52), (54) 
im Hinblick auf § 5 den Vorzug geben — der gleiche Bau der Formeln 
gestattet uns dort, die Untersuchung auf S zu beschranken —, médgen 
hier noch die einzeln jedenfalls bequemer zu handhabenden Formeln folgen, 
in denen die Koeffizienten durch die Parameter u,v ausgedriickt sind: 


a =f a Sites [(1 —_ u*)z, + (1 —_ v*)z,], 





+ 
~ ~ (wa, —vz,), 





2 =f 4. 
. a= 


2% ma tage lt u*)e, + (1+ 0*)z,). 


§ 3. 
Aufstellung der Bianchischen Transformation B,. 


1. Die geometrischen Uberlegungen, auf Grund deren es Bianchi ge- 
lang, die durch W-Kongruenzen vermittelten Transformationen fiir die 
Biegungsflichen der allgemeinen Flaichen zweiten Grades zu entwickeln, 
sollen auch uns hier als Ausgangspunkt dienen. Wichtige Vereinfachungen 
erfahrt die rechnerische Behandlung des Problems. 

Neben dem Hyperboloid (22), bei dem weiterhin a > 6b vorausgesetzt 
ist, betrachten wir ein zweites der gleichen Schar konfokaler F* angehériges 
einschaliges Hyperboloid: 

< z’8 y”? a°* a 
(56) otk Ot Hk 
Die charakteristische Konstante k der Bianchischen Transformation B, ist 
von Null verschieden und im Intervalle 


ec? >k>—0d* 


zu wahlen**), Wir setzen mit Bianchi 


(57) la*+k=a’, Vb*+k=b', Ve*—k=c’. 


Zur leichteren Unterscheidung sei das urspriingliche Hyperboloid mit 
oder 9, und ebenso das konfokale Hyperboloid (56) mit 9’ oder 9; be- 
zeichnet, je nachdem es auf die Parameter u,v bezogen wird oder Traiger 
des durch ein neues Parameterpaar u,,v, definierten Punktes sein soll. 
Es gelten dann also die Formeln: 











*) Fir k=c* und k=—b* (Fall der singuldren Transformationen) tritt an die 
Stelle des konfokalen Hyperboloids (56) die Ebene des einen oder des anderen Fokal- 
kegelechnitts, soweit sie von dessen Tangenten, die als Erzeugende anzusehen sind, 
iiberdeckt wird. 
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ie l+uv _ 2p &—v bab l—uv 

O) Eee” ete, Oar 

J _ 1+u% _ p%h—% _.,1-%hY 

(58) a ti Oye,’ eae = “+0,” 
l+uv ’ ’ r1+uy 

9’) r’ =a’ sterre”? 91) un=a ag gal 


Die GréBen u,,v,, denen die Rolle der Parameter u,v in bezug auf 
die transformierte Biegungsfliche zukommen wird, sind als gesuchte Funk- 
tionen der zwei Variablen u und v aufzufassen. Zunachst werden die 
beiden Parameterpaare u,v und u,,v, durch eine die charakteristische 
Konstante & enthaltende endliche Gleichung verbunden, die der Forderung 
entspricht, daS der Punkt (u,,v,) von 9; in der Tangentialebene des 
Punktes (u,v) von © liege. Sie lautet: 


und geht durch Einsetzen der Ausdriicke (58) und durch Fortschaffen der 
Nenner in 


(59) p=“ (14 u,0,)(1+ we) +5 (u, —%,)(u— v) 
— £(1— w0,)(1— uv) — (wu, + 4)(u +0) =0 


iiber. Wir nennen (59) die quadrilineare Relation*’) der Transformation B,. 
Die Einfiihrung eines Funktionszeichens ¢ fiir die linke Seite der Gleichung 
erweist sich in der Folge als bedeutungsvoll, da sie die Méglichkeit bietet, 
die erforderlichen Rechnungen durch formale Operationen wesentlich ab- 
zukiirzen. Die durch Indizes angedeuteten partiellen Ableitungen von 
wie (x, Pu,» Puce usw. sind durchweg so zu verstehen, daB dabei als 
Funktion der vier Argumente u,v, u,,v, gilt. Im Hinblick auf die in- 
verse Transformation sei noch die Symmetrie des Ausdrucks ¢ beziiglich 
der beiden Parameterpaare hervorgehoben; g = 0 besagt also auch, daB 
der Punkt (u,v) von ©’ in der Tangentialebene des Punktes (w,, v,) 
von §, liegt**). 


°") Gleichwertig mit dem Formelpaar (89) auf 8. 60 in Bd. 83 der Lezioni. 

8) Die mit a’, b’, c’ bezeichneten Quadratwurzeln (57) kénnen als positiv gewahlt 
vorausgesetzt werden; prinzipielle Griinde fiir den Ausschlu8 negativer Werte liegen 
nicht vor. Die Beseitigung von Minuszeichen gelingt mittels der Substitutionen der ©,, 
die aus den Kongruenzen und Symmetrien des Hyperboloids ${ bzw. ©, in sich selbst 
besteht. Um zwei Minuszeichen verschwinden zu lassen, hat man (u,,v,) durch 


{—u4,, —%), (=, ~) oder (-=. -=) zu ersetzen, um eines oder drei zu be- 
.u,’ Y% Uy v, 


seitigen, durch (v,, u,), (—v,, —%), (> +) oder (-2. -<). Die vier letzt- 
1 
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2. Wir benutzen jetzt, um den Punkt z/, y/, 4; von 9{ als Punkt 
der Tangentialebene von 9(r,, 4) darzustellen, den (gleicherweise in y 
und 4 giiltigen) Ansatz: 
(60) HE +A + Hey 
der uns dazu dienen soll, die am Hyperboloid  vorzunehmende Kon- 
struktion anf die in §2 betrachtete Biegungfliche S(2z, y, z) zu iibertragen. 
Um die beiden Koeffizienten 4, ~ durch die zunachst nur der Relation 
gy = 0 unterworfenen GréBen u,v, u,, v, auszudriicken, gehen wir von der 
folgenden ohne Riicksicht auf das Verschwinden von @ bestehenden Glei- 
chung aus, deren Richtigkeit man mit Hilfe von (29), (58), (59) leicht 
bestatigt: 
31 ' a BES poe sates 
(61) on -tt--_ a 
Sie darf als Identitaét nach wv differentiiert werden. Wird nachtriglich 
y = 0 gesetzt, so folgt: 
Duk . 
— ~ (uy +0,))a 
Tragen wir fiir rj den Ausdruck (60) ein und beachten, daB wegen (30) 


cna tle pum 2 = 
pt >: (u+v))H* D> lok 0 


ist, so finden wir 4 und haben unter Hinzufiigung der analog gebildeten 
Formel fiir u: 


(62) Dew ett. pa ee we ee 








2(u,+v,)?"? 2(u, +0) Pe? 
so daB (60) in 
(63) h=I0- Bima) Poke + Yt) 
iibergeht. 


Nehmen wir nun die Biegungsfliche S(z,y,z), so wird durch die 
entsprechende Formelgruppe 


(64) By BF a (Peta t Pate) 


ein Punkt z,, y,,2, in der Tangentialebene von S§ definiert, der eine be- 
stimmte Flache S,(z,, y,,2,) beschreibt, sobald neben der Bedingung 
gy =0 den beiden Parameterpaaren u,v und u,,v, eine weitere Relation 
auferlegt wird. Diese kann, wie im folgenden Artikel gezeigt werden soll, 
noch auf co* Weisen, nimlich als Integral einer totalen Differential- 


genannten, den Symmetrien entsprechenden Sybstitutionen ziehen infolge des Buch- 
stabenwechsels die Vertauschung der Vorzeichen —« und +<« in den Differential- 
gleichungen (75) nach sich und dndern damit die Klasse der Transformation (siehe 
den SchluB des folgenden Art., sowie § 4, 1). 
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gleichung, so gewahlt werden, daB S, eine neue Biegungsflache des ur- 
spriinglichen Hyperboloids wird oder, wie wir, um die isometrische Ab- 
bildung als durch die Parameter u,, v, bewirkt zu kennzeichnen, sagen 
wollen, daB S,(x,, y,,2,) auf ,(z,, 0,, §,) abwickelbar wird, 

Den geometrischen Inhalt der Formeln (63), (64) sprechen wir wie 
folgt aus: Rollt das Hyperboloid 9(r, ), 4) unter Mitfiihrung der mit den 
Flichenelementen gekoppelten Tangentialebenen auf der Biegungsflache 
S(x,y,z), so fallt der in der Tangentialebene von 9 markierte Punkt 
tj, 9,» 4, des konfokalen Hyperboloids auf den in der Tangentialebene 
von § gelegenen Punkt z,, y,,2,. Statt dessen kénnen wir auch sagen: 
Wird die Biegungsfliche S (mit geeigneten Schnitten versehen) auf das 
Hyperboloid 9 abgewickelt, so gehen die Endpunkte z,, y,,z, der mit- 
gefiihrten Tangentenabschnitte in die Punkte 4, {, 4; des konfokalen 
Hyperboloids iiber. 

Es ist schon mit Riicksicht auf diese geometrischen Vorstellungen 
selbstverstindlich, da8 wir fiir § und S die beiden von Flachennormale 
und Parameterrichtungen gebildeten Dreikante als gleichsinnig voraussetzen, 
so daB sie beim Rollen oder bei der Abwickelung zur Deckung gelangen. 
Es gilt demnach, wenn X, Y, Z die Normalenkosinus von § bedeuten, die 
den Formeln (27), (28) entsprechende Festsetzung des Vorzeichens: 











- (u+v)® 
(65) X= sabe Yate — *¥e)> 
so daB also 
Ty» Yu» Zu b 1 
2 2abc) 
(66) Zy> Yy> 2, — (u+v)* 
XxX, Y, 
wird. 


3. Wir differentiieren jetzt die durch (64) und (63) gegebenen Koor- 
dinaten z, und x{ nach den Variablen uw und v, wobei wir uw, und », als 
Funktionen von u,v behandeln und von den Formeln der allgemeinen 
Flachentheorie Gebrauch machen, vermége deren sich die zweiten Ablei- 
tungen von x bzw. von x linear durch die ersten und durch die Normalen- 
kosinus ausdriicken lassen: 





u+v 
(67) | (®y)y= PX, + Q2,— a7 5p u,) Pel + Pu M)X, 
(2,),= Ra, +82, — 375 (%M+o.N)X, 
bh ah ut+v 
(68) | (tr). = Pt, + Qu, — Fu, Puree, 
, u+v 
(ti), = RE, + 88, — 57 po) Po ME. 
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Die umstiandlichen Ausdriicke fiir P,Q, R, S sind nicht erforderlich. Es 
geniigt die bloBe Feststellung, daB die beiden Formelsysteme in diesen 
vier Koeffizienten iibereinstimmen. Man findet mittels (67) und (68): 
Jae} = Sagi? + 2 (9, + pM) aut (pM + 9) ao)” 
rp - (p,du p,dv)}. 

Sdr{? kann durch u,, v, ausgedriickt werden. Man hat in den Formein 
(24) u,v durch u,, v, und a*, b*, c* beziiglich durch a*+k,b*+k,c*—k 
zu ersetzen. Nimmt man nun das urspriingliche, aber auf u,, v, bezogene 


Hyperboloid hinzu, das wir in (58) mit §,(r,, 9,, ,) bezeichnet haben, 
so wird, wie man unmittelbar iibersieht: 


Zast— Seu + aye 
Soll demnach S,(2,, y,,2,) auf 9,(r,, 9,, 3,) abwickelbar, also 
Lazy = Lay 
sein, so muB die Gleichung 
(69) 4kdu,dv,— “+” ¢((y, b+ pM) du+(p,M+ 9,N)dv]* 
— M*(p,du + y,dv)*} 
bestehen, die wir mit der aus y = 0 folgenden Differentialrelation 
(70) Py, du, + p, dv, = — p, du — o,dv 


zu kombinieren haben. 
Wir brauchen dazu die Beziehung 


(71) Pu, Po, = — kH. 
Um dieselbe zu bestatigen, hat man p in der Form 
(72) y= Uu,r, + Bu, + Cv,+D 
zu schreiben, wobei 
M=*(1+uv)+2(1— uv), = *(u—v)—(u+»), 
(73 
c=—F (u—v)- (w+), D = “(1+ uv) —<(1 — uv) 


ist, und 


Pu a, oe Pu Peo, P Pav, = BE —- AD 


mit Benutzung der Ausdriicke (72) zu bilden. 
Quadriert man nun die beiden Seiten von (70), addiert dazu die mit 
H wmultiplizierte Relation (69), beriicksichtigt links (71) und setzt rechts 
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den durch (31) gegebenen Ausdruck 
* 
val m*(u+v)* 
ein, so folgt, wenn man beiderseits die Quadratwurzel nimmt: 


(74) py,du, — 9, dx, =— o[(~L + o,M)du+(p,M+ 9,N) dv] 
(e=+1). 
Unter abermaliger Heranziehung von (70) ergeben sich so die beiden mit 


der Bedingung g = 0 jedenfalls vereinbaren simultanen totalen Differen- 
tialgleichungen fiir u, und v,, von denen die Transformation B, abhdngt: 


1 
du, = — To, (Pudu + 9, dv) 


— Fag (PL + PM) du + (pM + 9,.N) de], 
(75) 


1 
dv, i et Tp, (Pudu + yp, dv) 


+ 3ite, [(o,L + 9,M)du+(9,M+9,N) dv]. 








Dem noch zu liefernden Nachweis, daB dieses System unbeschrinkt 
integrabel ist, lassen wir die folgenden Bemerkungen voraufgehen. In der 
von Bianchi gegebenen Darstellung seiner Theorie wird von vornherein der 
eine der beiden neuen Parameter bevorzugt. Es erscheint beachtenswert, 
da8 wir die eine GréBe, z. B. v,, auf formalem Wege eliminieren kénnen, 
d. h. ohne genétigt zu sein, die bei Bianchi auftretenden Ausdriicke wirk- 
lich zu bilden. Verfaihrt man namlich wie bei der Aufstellung der For- 
mel (71), so gelingt es, auch die iibrigen Produkte, insbesondere ¢, p,, 
und 9, Pr,» als Funktionen der beiden nicht als Ableitungsindizes fungie- 
renden GréBen darzustellen. Es wird: 


(76) Pu Po, = PuPe, — PPuv, =X (% Uy), Py Pe, = AM (U, Uy), 


wodei die Polynome zy und yz, ahnlich wie H, beziiglich jedes ihrer 
beiden Argumente vom zweiten Grade sind. Wir sind so in der Lage, die 
erste der Differentialgleichungen von v, zu befreien, indem wir die folgende 
Umformung vornehmen: 


Pu  —§s «Pu Pe, zx (v, u,) Yo ss Py Po, xz (u, %) 
() goa eee? —_—" 


%y, %u,%e, %u,%e, kH 


Damit reduziert sich das System (75) auf eine einzige totale Differential- 
gleichung vom Riccatischen Typus fiir u,, wahrend sich v, nachtriglich 
aus der Relation » = 0 ergibt. 
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Auch aus den Formeln (64), die der zwischen S und S, vermitteln- 
den geometrischen Konstruktion entsprechen, laBt sich v, ohne eine bis 
ins einzelne gehende Rechnung entfernen. Man hat dazu die in (62) mit 
A und uw bezeichneten Briiche mit gy, zu erweitern, auf die Zahler die 
Beziehungen (76) anzuwenden und im Nenner 

(u, + 0,) Py, = (4, +) 9, — o = Aut —(B — €)u,-—D 
zu schreiben. Der Ubergang zu den grundlegenden Entwicklungen in Bd. 3 
der Lezioni ist hiermit klargelegt. 

Durch das Auftreten des doppelten Vorzeichens e = + 1 zerfallen die 
Transformationen B, in die von Bianchi unterschiedenen beiden Klassen. 
Eine in § 4,1 aufzustellende, fiir das Endziel unserer Untersuchung wich- 
tige Formelgruppe wird uns Gelegenheit geben, auf die geometrische Deu- 
tung dieses Gegensatzes einzugehen. 

4. Um jetzt die unbeschrankte Integrierbarkeit des Systems (75) zu 
bestitigen, brauchen wir nur die erste der beiden totalen Differential- 
gleichungen ins Auge zu fassen, wofern wir uns v, mittels ¢ = 0 auf dem 


angebenen Wege eliminiert denken. Wir ersetzen dieselbe durch die beiden 
partiellen Differentialgleichungen: 


(78) —2e(u,),—BHI+ A(m+e), —2e(u,),= AHn+ B(m-+-e), 
in denen 


(79) A=, B=? 
Pu, Pu 


ist und an Stelle von L, M, N mit Riicksicht auf die einfachere Gestalt 
der Codazzischen Gleichungen, die durch (32) definierten GréBen 1, m, n 
eingefiihrt sind. Nachzuweisen ist das Bestehen der Relation: 


[BH1l+ A(m+e)],—[AHn+ B(m-+e)], =0, 


die sich als Identitét darstellen mu8, wenn beim Differentiieren A und B 
zunichst als Funktionen von u,v, u, behandelt werden (in diesem Sinne 
@ @ a 
du’ dv’ Ou, 
von u, nach den unabhaingigen Variablen u und v wieder die den Diffe- 
rentialgleichungen (78) entnommenen Ausdriicke eintreten. Die linke Seite 
der fraglichen Relation wird auf diese Weise: 


seien die Bezeichnungen verstanden), und fiir die Ableitungen 


jp(BHI+ A(m + e)] — 5 [AHn+ B(m +e)] 


—;[2 m+ Fa. (m+ e) |[AHn + B(m + e)} 


+ 5 [5 Hn + Fo (m+ e)|[BHI+ A(m+e)}. 
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Wir beachten, daB infolge von (77) 
(BH) (4H) _ 
—_— ay 


0, ou 


0 


wird und benutzen die Beziehungen (33) zur weiteren Reduktion. Es 
bleibt nach Unterdriickung des gemeinsamen Faktors m +-« der Ausdruck: 

6A OB éB aA 
Um auf kiirzestem Wege das Verschwinden von Q festzustellen, nehmen 
wir A und B jetzt wieder in der urspriinglichen Gestalt der auch v, ex- 
plicite enthaltenden Briiche (79) an. Die Differentiationen sind dann so 
auszufiihren, daB v, als eine durch gy =0 gegebene Funktion der drei 
Argumente u,v, u, aufgefaBt und dementsprechend 


ou, 


Tr 
2.3m 4-—A4 usw. 


GA 

dv a A, + A % Pr, 

eingesetzt wird. Dabei deuten wir durch Indizes die partiellen Ableitungen 
von A und B nach je einem der vier Argumente u,v, u,,v, an, wie dies 


fiir » allgemein verabredet wurde. Es ergibt sich so: 
Q=A,— B,+AB, —BA, ——[A, 9,— B,,%,+(4B,, — BA,)%,,); 
und hieraus, da die eckige Klammer wegen (79) gleich Null ist: 
Q= A,—B,+ AB, — BA,. 

Fiihrt man schlieBlich die Differentiationen an den Ausdriicken (79) formal 
aus und beriicksichtigt dabei, daB Pu,u, = 0 ist, so folgt 2 = 0, w. z. b. w. 

Das allgemeine Integral u, der hiermit als unbeschrinkt integrabel 
erkannten Riccatischen Diffentialgleichung enthalt eine willkiirliche Kon- 
stante, den Wert von u, fiir ein anfingliches Wertepaar u = u, v = v. 
Jede der beiden Klassen umfaBt demnach bei gegebenem k eine Schar 
von co’ Transformationen B,. Geometrisch entspricht dem Auftreten der 
Integrationskonstante die Tatsache, daB fiir einen Punkt (u,v) der 
Biegungsflache S der zugehérige Punkt der transformierten Flache S, auf 


dem in der Tangentialebene gelegenen, durch das konfokale Hyperboloid 
bestimmten Kegelschnitt beliebig angenommen werden darf. 


§ 4. 
Formeln fiir die transformierte Biegungsfliche. Inverse Transformation. 
Korrespondenz der Asymptotenlinien. 


1. Die neue Biegungsfliche S,(2z,, y,,2,), die aus S(x,y, z) mittels 
einer Transformation B, hervorgeht, werde jetzt auf die Parameter w,, v, 
bezogen, die den Erzeugenden des Hyperboloids $, entsprechen. Es han- 
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delt sich zunichst darum, die Ableitungen der Koordinaten z,, y,,z, nach 
den Variablen uw, und v, auf die Form 


(80) fee tere rey 


(,)e, = 4,2, + b,x, +¢,X 

zu bringen. Werden fiir das bei der Konstruktion benutzte konfokale 
Hyperboloid ©/(ri, i, 41) analoge Beziehungen angesetzt, so kénnen sich 
diese, wie man leicht aus (67) und (68) schlieBt, nur durch die an dritter 


Stelle stehenden Koeffizienten von den Formeln (80) unterscheiden. Es 
wird also gleichzeitig: 


(81) 
Wir schreiben nun 
(2, us, du, + (x, Jo, 2, — (x, Nu du + (2,), dv 


und driicken die Ableitungen von z, links durch (80) und rechts durch 
(67) aus. Identifizieren wir alsdann insbesondere die Faktoren von X, 
so folgt: 


(£3 )w, = a,T, + 6, ci, %, 
(rie, = MZ, + bax, + 2%. 


es u+v 
2(u,+%,) 


Auf demselben Wege ergibt sich aus (81) und (68): 


¢, du, + ¢,dv, = 





(op, L+9,M)du+(p,M+9,N)dv). 


cidu, + cjdv, = — ACN Kae du + y, dv). 
Wir ersetzen in den beiden letzten Gleichungen du, und dv, durch die 


Ausdriicke (75) und finden so mit Beriicksichtigung von (31): 


Pees...“ — es = 
(82) : (4+9))H° (m+) YH’ 
| . C¢,=eC;, C. = — €Cy, 


wobei «= +1 durch die Klasse der Transformation bestimmt ist. 
Zwecks Ermittelung der iibrigen vier Koeffizienten gehen wir von der 
Identitét (61) aus, der wir, da 


u+v 
Dtt= ~ 


ist, die folgende Gestalt geben kénnen: 


ve Eee PMs 


(u,+0,))H )H 


Um a, zu berechnen, differentiieren wir sie, ohne auf die Abhangigkeit 
der vier Argumente Riicksicht zu nehmen, nacheinander nach u, und v 
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und beachten, daB infolge von (81) 


2 (tw, %, = — a, M 


wird. Wir erhalten damit fiir a, und auf entsprechende Weise fiir 6,, a,, b, 
die Ausdriicke: 


Se ee 
2 RW (a, + 0,) VB) u,0’ 2 WN (a +0) VE Jae’ 
1 ” 1 ge 
Mea ’ b See 9 
“s Slicexsy 3 ‘ Sitcessy 
Fiihrt man die Differentiationen aus, setzt nachtraglich ¢ = 0 und macht 
wieder Gebrauch von (31), so wird: 














4+ — gatas Pee TO — ate) 
(88) at ~ Feat (Maw FH PBR) 
rere Tata (Pac — 3%, — fe), 





Die erhaltenen Formeln gestatten uns zunichst, eine bekannte geo- 
metrische Eigenschaft der Transformation B, zu betatigen. Einem jeden 
Punkte des Kegelschnitts, der in der Tangentialebene von S mittels $; 
festgelegt wurde, sind, insofern er ein Punkt 2,,y,,2, je einer trans- 
formierten Flache S, innerhalb jeder der beiden Klassen wird, zwei durch 
ihn hindurchgehende Ebenen als Tangentialebenen zugeordnet. Diese Ebenen 
werden, da L, M,N in den Koeffizienten von (64) nicht auftreten, bei 
beliebiger Verbiegung der Fliche S von dieser in starrer Koppelung mit 
ihren Flachenelementen mitgenommen. Die Integration des Systems (75) 
im Verein mit g = 0 lést also die Aufgabe, die 2-co* Facetten, bestehend 
aus Punkt und Ebene, entsprechend der jeweils durch L, M, N bestimmten 
Gestalt der Fliche S als Flichenelemente zweier Scharen von co’ trans- 
formierten Flachen S, anzuordnen. 

Dazu kommt noch die folgende, aus (80), (81), (82) ersichtliche Tat- 
sache, die dazu dient, die beiden Transformationsklassen geometrisch zu 
unterscheiden. Fiir e=-+1 wird namlich c, = cj, ¢, = — cq, fire = — 1 
dagegen c, = — cj, ¢, =¢y. Demnach fallt von den Erzeugenden (u,, v,) 
des konfokalen Hyperboloids $;, das von dem urspriinglichen Hyperboloid 9 
beim Rollen auf der Biegungsfliche S mitgefiihrt wird, jedesmal die eine 
mit der Tangente an die entsprechende Parameterlinie von S, zusammen, 


%) Es ist klar, daB H vor Ausfiihrung der Differentiationen nur den Ausdruck (25) 
bedeutet und nicht etwa mittels der Formel (71) dargestellt werden darf. 
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und zwar v, = konst. fiir e—-+1, u, = konst. fiir e— —1; die andere 
dagegen nimmt die zu der entsprechenden Tangente von S, symmetrische 
Lage in bezug auf die Tangentialebene von § ein. 


2. Auf die Formeln des vorigen Artikels stiitzen wir uns ferner bei dem 
Nachweis, daB die inverse ation, durch die S aus S, hervorgeht, gleich- 
falls eine Transformation B, vorstellt. Wir beachten, daB CLP, +P, =O 
ist, und finden mittels (80): 

(84) My(%1)u, + Pu, (Fo, = (Us Po, + Mp Pu,) Zu + (By Py, + By y,,) %- 
An Hand der aides (83) bilden wir: 
+ H, Py (Py, + %p,) | 
a, PY, +P, = — Rare)  (, Pb — H Pu, Pv, ~ Eee 2 | ° 


Differentiiert man nun die Identitat 
Pu, Pr, Be J P Pu,v, =-—kH 
partiell nach v, so folgt fiir gO nach einer leichten Umformung der 
rechten Seite: 
H, 
(%,, Pr, v —~ Po Pui, = FH Pu, Pr, ° 


Mithin wird: 
(U+ 0) Q, Pu, T Po, 
O, Py, + 5 Py, = — 2(u, *)% (9, 4%, atte), 


Zur weiteren Vereinfachung dient die Beziehung: 
‘e+ ? To _ 2("-+ + Uv) 
Pa»,-~ —e es vi “+e,” 
die man aus (72) mit Benutzung der Werte (73) von 8 und € herleitet. 


Man hat hiernach unter Hinzufiigung einer zweiten analog gebildeten 
Formel : 


+»)° 

a, Pr, + Ms Py, oe ss Ee) v? 
85) (% + % ) 
(85) (u+v)* 
5, 9,, + 5,9, = ——_ 
. . (% + v,) 


Setzt man diese Ausdriicke in (84) ein, so ergibt sich die beachtenswerte 
Relation: 


Pr, (24)y, 5 Pu, (21 )v, gr ae a t+ Py) 


durch die man aus der Formelgruppe (64) unmittelbar ihr zu der inversen 
Transformation gehériges Gegenstiick: - 





(86) = %,— Tapa (Pe, ( sy, sw Pu, (2 dy, 





—SES__ a 





__ i, i ae a. a, ine an oe 


— ee eee bee 





Eine Eigenschaft der Bianchischen Transformation. 465 


gewinnt. Man erkennt daraus zunachst, daB die Tangenten von S, auf 
denen die korrespondierenden Punkte von S, liegen, gleichzeitig Tangenten 
an 8, sind, 

Nimmt man jetzt das auf uw, v bezogene konfokale Hyperboloid 
9’ (r’, »’, 3) hinzu, so besteht neben (86), der Beziehung (63) entsprechend, 
die folgende: 


(87) t= 2 — gop tM, (Erde, + Pu, Erb]: 





Man braucht sich daher nur die Entwicklung in § 4, 3 zu vergegenwartigen, 
um zu iibersehen, daB sich fiir die inverse Transformation Schritt fiir 
Schritt die gleichen Formeln lediglich mit verianderter Stellung des Index 1 
ergeben. Ein prinzipieller, aber fiir die Rechnung belangloser Unterschied 
liegt nur darin, daB die durch die Gleichung 


a dz* = Say’ 


ausgedriickte Isometrie von S(z,y,z) und 9(r, 4,4) hier bereits fest- 
steht und nicht erst gefordert wird. Angemerkt sei als Gegenstiick zu 
(74) die Differentialrelation : 


(88) o.du — 9,dv—=— 5 [ (Ly + 9, M,) du, + (y,, M, + 9,,N,) a2, J 
(e*=1), 


in der L,, M,, N, und M, die zweiten FundamentalgréBen der auf u,, v, 
bezogenen Biegungsflache S, und des Hyperboloids 9, bedeuten. Die im 
folgenden noch auftretenden GréBen H,, X,,..., ¥,,... bediirfen hiernach 
keiner besonderen Erklarung. 
Wichtig ist es noch nachzuweisen, daB in (88) ¢ = « ist, daB also der 
Satz gilt: Die inverse Transformation B, gehort der gleichen Klasse an. 
Wir gehen dazu von der Relation 


> ae 
2 (#1)4,2= (u,+0,)/H 
aus, die man leicht aus (80) und (82) gewinnt. Ihr entspricht bei der 
inversen Transformation B, jedenfalls die folgende Gleichung: 


€ Pu 
(89) > % X= ~ (u+0))H, 
Wir gelangen zu dem gewiinschien Ergebnis, indem wir die linke Seite 
derselben fiir sich berechnen. Bilden wir namlich X,,... nach dem Muster 
der Formel (65), ersetzen dann (z,), ,..., (2, )o,s+++ durch die Ausdriicke 
(80) und beachten die Multiplikationsregel fiir Detersainanten sowie die 
Gleichung (66), so wird der Reihe nach: 


Mathematische Annalen. 99. 80 
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2%%,= inter oO % (C91). (21), — (21) u,(Y1)e,J 


8 
a,2,+6,2,+¢,X 

a, 2, +b, 2, + ¢,X 
(#, + ,) *yH 


- tom ai, (6, ¢, — by ¢,). 


_ (m%+%)" 
2abc VH, 





Aus (82) und (85) ergibt sich aber: 





e(b ‘4 + bey 7 
b,c, — b,c, = — a > wo — HOF HE Re ; 
(te, +v,))H (4, + ¥, )H’ 
mithin wird: 
‘ ~y Px 
90) S's xX Bae — —— © 
( a (u—v) A, 


Nach (89) und (90) ist in der Tat @ =e. 

3. Eine fiir die geometrische Natur der Transformation B, wesent- 
liche Eigenschaft muB noch hergeleitet werden: Zwischen der Biegungs- 
fliche S und threr Bianchischen Transformierten S, besteht Zuordnung 
ihrer Asymptotenlinien. Der hier zuniachst gegebene neue Beweis benutzt 
die Wechselseitigkeit der Beziehungen, von der wir uns im vorigen Artikel 


iiberzeugt haben. 


Wir quadrieren die Gleichung (74), addieren die folgende aus (70) 
gewonnene: 


49,9,dudv — (oy, du, + $y, 40, )* = — (gy, du — ¢,dv)* 


und beriicksichtigen, daB I2* — M*— LN ist. Nach einer leicht zu iiber- 
sehenden Umformung ergibt sich: 


PuP dudv — p, yp, du, dv, 


1 (L(g)? +2Mo,9,+N(9,)*](Ldut +2 Mdudv+ Ndv’). 


~ 43m" 
An die inverse Operation kniipft sich die analoge Formel: 


Py, Py, dU, av, — ?,P,dudv 
- apt la(%.,)* + 2M,P, + N,(9,,)°)(L,du? + 2M,du,dv, + N,dv?). 


Aus dem gleichzeitigen Bestehen dieser beiden Relationen geht aber her- 
vor, da8 sich die zweiten Fundamentalformen von S und S, nur um einen 
Faktor voneinander unterscheiden. Die Korrespondenz der Asymptoten- 
linien ist eine unmittelbare Folge davon. Da nach Art. 2 bereits feststeht 
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daB die Verbindungslinien entsprechender Punkte von § und S, nicht 
nur S, sondern auch §S, beriihren, erweist sich die von ihnen gebildete 
Strahlenkongruenz als ein W- System. Die Transformation B, gehért damit 
der allgemeineren Klasse der asymptotischen Flachentransformationen an. 

Die beim Beweise noch nicht beriicksichtigte Annahme, da8 fiir ein 
partikuldres Lésungspaar u,,v, (denn um ein solches kénnte es sich nur 
handeln) die in den eckigen Klammern stehenden Ausdriicke identisch ver- 
schwinden, kann auf Grund einer geometrischen Uberlegung ausgeschlossen 
werden. Aus L(p,)*+2Mg,9,+N(o,)*=0 wiirde nimlich & = p 


Pe 


bzw. =q folgen, wobei hinsichtlich der Bedeutung von p und g auf § 2, 2 
verwiesen sei. Dem Formelsystem (64) wire dann zu entnehmen, daB 
die Kongruenz, deren Brennflachenmintel die beiden Flichen S und S, 
sind, aus den Tangenten der einen Asymptotenlinienschar von S besteht. 
Diese letztere Eigenschaft bedingt aber einem bekannten Satze zufolge das 
Zusammenfalien der beiden Brennflichenmintel. 


4. Die nachfolgende erginzende Betrachtung, bei der die Parameter 
«, 6 der Asymptotenlinien explicite eingefiihrt werden, enthilt einen zwei- 
ten Beweis des soeben bestitigten Satzes und liefert eine iibersichtliche 
Darstellung der GréBen L,, M,, N,. Sie 1aBt tiberdies erkennen, wie man 
die in §2, 2 erwaihnte Aquivalenz zwischen der Verbiegung der Flachen 
zweiten Grades und dem speziellen Tschebyscheffschen Problem benutzen 
kann, um ohne die grundlegenden geometrischen Gesichtspunkte eine rein 
analytische (intrinseke) Theorie der Operation B, zu entwickeln. 

Wir gehen von den Beziehungen 


a (Mdu-+ Ndv) =u,da —u,dB, 


(91) 
gq (Lau + Mdv) = —v,da + v,dp 


aus, die, da nach (44) 


v Va 
(92) Yap, Sag 
ist, mit den Formeln (36) gleichwertig sind, bemerken aber, daB dabei 
die Parameter «, 8 der Asymptotenlinien nicht mit den durch die Quadra- 
turen (40) gegebenen GréBen a, f identisch zu sein brauchen, sondern daB 
diese durch eine willkiirlich gewihlte Funktion von @ bzw. von f ersetzt 
werden kénnen. Mit Hilfe von (91) bringen wir die im Verein mit der 
endlichen Relation ~ = 0 geltenden Differentialgleichungen (75) der Trans- 
formation B, auf die folgende einfache Form, wobei wir die beiden durch 
e = +1 gekennzeichneten Klassen trennen: 

30* 
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Pu, + Pyttg=9,. Py (Us )et Py = 0. 
a ra Pa +%=9, M(%)e +H, U,= 0, 
(b) em —1y{ Pit + %,%,=9, Pu,(Us e+ Put, =O, 
Pr, (% lat Puta=9, Py (%)e +H, % = 0. 

Bezeichnen wir nun fiir einen Angenblick mit «,, 6, die Parameter 


der Asymptotenlinien von S,, so besteht infolge der Umkehrbarkeit der 
Operation das analoge Formelsystem: 


(94) (e=+1) gu (t)e + Putte, = 0 usw. 


Der aufgeschriebenen ersten Gleichung desselben geben wir, indem wir den 
Fall e=-+-1 ins Auge fassen und « und £ als Funktionen der beiden 
Variablen a, und £, betrachten, die folgende Gestalt: 


(Pu, (a+ Puta) a, + (Pu, (Mr)e + Pate] B,, = 0. 


Hierin ist die erste Klammer nach (93a) gleich Null, die zweite dagegen 
ist von Null verschieden, da man andernfalls mit Hilfe der hinzutretenden 


Relation 9, (u,)p+ 9,% = 90 zu der speziellen Annahme = “8 — p ge- 


langen wiirde, die wir am Schlu8 des vorigen Artikels als p Sas 
erkannt haben. Es mu8 demnach £, 2, = 0, also 6 = f(A,) sein, so daB wir 
8, = £8 und als Ergebnis einer entsprechenden Uberlegung «, = « schreiben 
kénnen. Die Korrespondenz der Asymptotenlinien von S und S, ist da- 
mit abermals bestitigt. Das Formelsystem (94) fallt jetzt mit (93) zu- 
sammen. 

Wir fiihren noch die zu S, gehérigen GréBen p,,g, ein. Analog zu 
(92) wird: 

(%) (Ya 

(95) nen ero h- 
Aus den Differentialgleichungen (93) gewinnen wir im Verein mit (92) 
und (95) die bemerkenswerten Beziehungen: 


(93) 








= — 7% 1 _ Puy Po | 
(e=+1) P= Po, Po Pp’ 1 Po, Py q; 

a" — Pm Pe — Pu %u 1 
(e=—-1) »p, 92° he, a" 


die sich zur Darstellung von L,, M,, N, benutzen lassen. Man hat dazu 
die Ausdriicke fiir p, und g, in die durchweg mit dem Index 1 versehenen 
Formeln (37) einzutragen und gleichzeitig die noch auftretende Grébe M, 
der Formel (31) entsprechend zu bilden. 

Es werde schlieBlich diejenige Auffassung der Operation B, zur 
Sprache gebracht, die sich auf die Entwicklung am Ende des Art. 2 von 
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§ 2 stiitzt. Man kann die Frage nach einem transformatorischen Zusam- 
menhang zwischen Lésungen des dort betrachteten Tschebyscheffschen 
Problems an die Spitze der Theorie stellen. Die neue Form (93), die 
wir den Differentialgleichungen der Transformation B, gegeben haben, 


erscheint diesem Standpunkt angepaBt. Ist u,v das der Biegungsflaiche S 
entsprechende Lésungspaar von 


(96) m= uy =H (j=tlq=t), 


so erfolgt mit der Aufstellung des einen oder des anderen Systems (93) 
eine Zerspaltung der durch g = 0 bedingten Relationen 


Py, (M1 a ss Pv, (%1)a + Py UM, }- Py, — 0 ’ 
Pu,(Us p+ Po, (%)e t+ Puts t+ Pr% = 9, 
die sowohl fiir «= -+1 wie fiir e——1 die Gleichungen 


Pu, Pv, (Mal Ys da = PyuPyUaras Pu, Py, (My )p(% \e = Puro Ug, 


unmittelbar nach sich zieht. Auf Grund von (96) und mit Benutzung 
der Formeln 

Pu, Po, = — kA, PuP, = — kA, 
folgert man daraus: 


€,(U, (Oa = &q (UM, Yel, Ye = &A,, 


so da8 man in w,,v, ein neues Lésungspaar von (96) besitzt. Die trans- 
formierte Biegungsfliche S, ist damit allerdings nur intrinsek, d. h. durch 
ihre flachentheoretischen FundamentalgréBen und ohne Riicksicht auf ihre 
Lage im Raume bestimmt. Wir begniigen uns mit diesen Andeutungen 
und verzichten insbesondere darauf, die fiir die betrachtete Form der 
Funktion g durch die Rechnung § 3, 4 erledigte Frage nach der unbe- 
schrinkten Integrierbarkeit der Systeme (93) unter allgemeineren Voraus- 
setzungen zu diskutieren. 


§ 5. 
Simultane asymptotische Transformationen der Achsenspurflichen. 


1. Nachdem wir unter Vereinfachung des analytischen Apparats die 
Theorie der Bianchischen Transformation in ihren Grundziigen entwickelt 
und damit die Aufdeckung einer neuen geometrischen Eigenschaft vor- 
bereitet haben, wenden wir uns jetzt wieder zu den in § 1, 5 eingefiihrten 
und in § 2, 4 dargestellten Achsenspurflachen, um ihr Verhalten der 
Operation B, gegeniiber zu untersuchen. Bezeichnen wir mit S{"(2;”, ...) 
S!”(x{”,...), S!(x{”,...) die drei Achsenspurflichen, die sich zu der 
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transformierten Biegungsflache S, konstruieren lassen, so gelten die von 
(52), (54) nur durch den Index 1 unterschiedenen Formeln: 


(97) a" .&— oy [(£1)e, (1), + (E1)u, (1 )e,] USW.; 


bei S{” und 8{° tritt y, bzw. 3, an die Stelle von x,. Es soll nun der 
folgende seinem geometrischen Inhalt nach auBerordentlich einfache Satz 
bewiesen werden: 

Die drei mit einer Biegungs{liche S des einschaligen Hyperboloids 
verbundenen Achsenspurflachen S”, S®, S® gehen bei Anwendung der 
Transformation B, durch simultane asymptotische Transformationen in 
die drei entsprechenden zu der transformierten Biegungsflache S, gehdrigen 
Achsenspurflachen S{°, S{, S{° tiber. 

Zuniachst leuchtet unmittelbar ein, daB eine fiir die asymptotische 
Transformation wesentliche Bedingung erfiillt ist: auf den Flachen eines 
jeden der drei Paare entsprechen sich die Asymptotenlinien. In der Tat 
besteht eine derartige Verwandtschaft einmal nach § 1,5 zwischen der 
Biegungsflache und den ihr zugeordneten Achsenspurflachen, nach § 4, 3 
aber auGerdem zwischen den durc! die Transformation B, zusammen- 
hingenden Biegungsflachen, so daB sie sich auf die Gesamtheit der acht 
betrachteten Flachen ausdehnt. Es handelt sich hiernach noch darum, zu 
bestitigen, daB die Flichen S$’, S{", ebenso S®, S{” und S8®, 8{° paar- 
weise die Brennflachenmintel je einer Strahlenkongruenz bilden. Eine 
gewisse Schwierigkeit bietet dabei die ganz natiirliche Forderung, die fiir 
S™, S{” durchzufiihrende Rechnung so zu gestalten, daB sie sich ohne 
weiteres auf die beiden anderen Paare iibertrigt. Wir sind dadurch ge- 
ndtigt, die Darstellung (52), (97) der Achsenspurflachen den durchsichtigeren 
Formeln (55) vorzuziehen. Eine durchaus zulissige Vereinfachung ergibt 
sich andererseits aus dem Umstande, daB wir uns in Anbetracht der 
in § 4, 2 erkannten Reziprozitét aller bei der Transformation B, giiltigen 
Beziehungen darauf beschranken kénnen, den Nachweis zu erbringen, da8 
die Verbindungslinien korrespondierender Punkte von S” und 8S!” die 
eine der beiden Flichen, z. B. S” beriihren. Als Bedingung dafiir erhalten 
wir mit Beriicksichtigung der Formeln (53), durch die fiir S“ die Normalen- 
richtung gegeben ist, die folgende Gleichung, deren linke Seite wir ab- 
kiirzend mit 9 bezeichnen: 


(98) o” — 5 (al? — 2”) (2,2, —1,2,) = 0. 
Dabei ist die dreigliedrige Summe unter Festhaltung des x iiber die 
lateinischen Buchstaben x,y,z zu erstrecken. In den analog gebildeten 


Summen 6,6 steht » bzw. 3 an Stelle von x. Wir zeigen jetzt, 
daB (98) tatsichlich erfiillt ist. 
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2. Aus (97) folgt zunichst mit Hilfe von (52) und (64): 
a,” — a) = — egal [(t1)e, (21 ue, + (X1 ju, (21 )o, | + eer (x, xy, +r ty x,) 
ut+v 
— Fu, $v) (Pete + Put) 
Hierin ersetzen wir (2,)y, und (z,),, durch die Ausdriicke (80), summieren 
in der durch (98) vorgeschriebenen Weise, wobei wir beriicksichtigen, daB 
»(r,)° = £ usw. ist, und erhalten fiir 9 die Formel: 











(99) 6 = A” (Ex, — Fy,) — B" (Gx, — Fr,), 
in der 
A” = — (pat [a2 (Xa), + ay (x1 Ye, ] + (* as au * 7 — ep 
es) B® — — (tet b b ( ] $ (w+ o Tu _ (u +v) Py 
[ 2 (X1)u, + 1 X1)e, ~ F(uy+e,) 


ist. Wir driicken er er durch (83) aus und benutzen zu einer 
ersten Reduktion die nach (87) bestehende Beziehung: 


(101) Pov, (Et), + Pu, (Li), = — SiS 9) (y’ —%1)- 


yry 
Es ergibt sich so, indem wir uns vorlaufig auf A” beschrinken: 


L (u+v)* ':. 








u +0) (% +%) +v)* H 
(102) A” = (™ nee om op” +o Al “ t,) 1 9 r? 
wobei 
(103 ) oe” = Poe (Za )u, + Pu, vo (X1)e, os u, = ( t1) u, + (£1)e, + it] 
ist. 


Um nun ®” umzuformen, stellen wir uns diejenige Identitat her, die 
fiir ¢ =0 mit der Relation (101) zusammenfallt. Sie bietet wieder den 
Vorteil, daB sie sich ohne Riicksicht auf die Abhangigkeit der vier Argu- 
mente u,v, u,, v, partiell differentiieren la6t. Wir gehen dazu von dem 
in £, 9, 4 geltenden Ansatz 


(104) ro =A" (ti)u, + (ti), + es 


aus. Zwecks Bestimmung der Koeffizienten 4*, u*,»™ werden diese drei 
Gleichungen einmal mit +. a, — a, ein zweites Mal mit (Eau (rus | 
b c a b° 
— a3 und ein drittes Mal mit fe, Se, _ Ubu)es multipliziert und 
c 
auieilh addiert. Auf der rechten Seite sind die Gleichung des Hyperboloids 
und die daraus durch Differentiation hervorgehenden Beziehungen, ins- 


besondere die fiir den Index 1 geschriebenen Formeln (51) anzuwenden, 
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links dagegen die aus (59) mit Beriicksichtigung von (58) zu entnehmende 
Identitat : 


r’r 


oh a an 1 + 


er fr 
: r b* c* (u+v)(u,+,)’ 





sowie die beiden weiteren, die aus ihr durch partielle Differentiation nach 
u, und v, folgen. Die auf Grund des Ansatzes (104) gewonnene Identitat 
schreiben wir ahnlich wie (101) in der Form: 
2x, 2(u+ 

Po, (Li)u, + Pu; (Erbe, — ee (es Jun + (Ea )e, + -| = — ey —%,)- *) 
Wir differentiieren dieselbe nach v, setzen nachtraglich g = 0, wodurch 
sich die Formel nicht weiter andert, und erhalten, da links der Aus- 
druck (103) entstanden ist: 


o” aa dene 





ae [t’—t1 —(u + 0) ge). 


Beim Eintragen dieses Wertes in (102) ersetzen wir noch ry, durch Er 
und finden so: 
AY — (u + v)* lr’ —h) (& 1 A, 1 


r 2H u+v/- 


Hier kann an die Stelle des letzten Faktors * treten, wovon man sich 


iiberzeugt, indem man die logarithmische Abbildung von (29) bildet. Es 
wird demnach unter Hinzufiigung des analogen Ausdrucks fiir B: 














ie (u+v)*(r’—1,) 2 oe _ (w+) (x — i) Fe 
(105) A’ =— 25, . a oy, 2 
Man braucht nur die sog. Weingartenschen a 
x, = co EG-— 7 (E =. Fx,); zt, = ia EG— *—(¢%,— Fry,) 


heranzuziehen, um durch Einsetzen der Werte (105) in (99) jetzt unmittel- 
bar zu bestiitigen, dab 6” — 0 wird. 

Aus der vorstehenden Rechnung, in der ein leicht zu iibersehender 
Wechsel der Buchstaben einzutreten hatte, schlieBt man ohne weiteres 
auch auf das Bestehen der beiden anderen Gleichungen 90” = 0 und 


6 —0. Der am Anfang des Paragraphen ausgesprochene Satz ist damit 
bewiesen. 


*°) Der Ausdruck zwischen den eckigen Klammern hat den Wert a, wird in 3 ge- 
schrieben —c und in » gleich Null. In p ist also bereits die Gleichung (101) eine 
Identitat. 


(Eingegangen am 12. 5. 1927.) 
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On Families of Surfaces. 


Von 


C. E. Weatherburn in Christchurch (Neu-Seeland ). 





1. Introduction. Curvature. 


This paper is concerned with various properties of a singly infinite 
family of surfaces in Euclidean space. Such a family may be defined by 
an equation of the form 


(1) y (x, y, z) = const. 
It is also determined if the unit vector m normal to a surface is given 
as a point-function, satisfying the condition of normality 
(2) n-rotn = 0. 
For this vector is the unit tangent to a normal congruence of curves, 
which are the orthogonal trajectories of the family of surfaces. Conversely, 
if the equation of the family is given in the form (1), the unit normal 
may be taken as defined by 

oe. 

\Ve| 

where 7 p denotes the gradient of the function ¢. 

Let s be the arc-length of an orthogonal trajectory of the family of 
surfaces, measured from a fixed point, and let ds be the intercept between 
consecutive surfaces m and »-+dq. Then if 

ds = ydp 


we may call y the distance function for the family of surfaces. On any 
one surface the curves y = const. are the lines of equidistance. Since 
the gradient of the function @ is defined by 


dy 
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it follows that 





(3) n=wywVo 
and therefore 

1 
(4) v= We) 


The first curvature (or mean curvature), J, of a surface of the 
family is then given by‘) 


= —divn = — div(y/¢) 
= —(yV*p+Vo-Vy) 

so that 

(5) J= —(yV*o+n-P logy). 


As for the second curvature (or Gaussian curvature), K, we have shown 
elsewhere*) that this is given by 


(6) 2K = div(ndivn + > rotn). 

Now 

(7) rotn = rotbwVo =Vyx<Vop = —nxV logy 

and therefore 

(8) n < rot n = V logy — (n-Vlogy)n. 

Consequently, in virtue of (5), we have 

(9) ndivn +n x rotn =(y*V*~)Vp+V logy 
=O07e~+Vlgy 


where we have written 
O= w*V*p =V*9/(Ve)*. 
Thus the second curvature, K, of a surface of the family is given by 


(10) 2K =div(6Vp+V logy). 


2. Orthogonal trajectories. Lines of Equidistance. 


Again it follows from (7) that the direction of rot m is perpendicular 
to m and also to Vy. It is thus tangential to the surface g = const., 
and also to the surface y = const., and is therefore the direction of the 
line of equidistance through the point considered. Hence the theorem: 

For a singly infinite family of surjaces, the direction of the line of 
equidistance through any point is that of the vector rotn. 


1) See the author’s Differential Geometry, p. 226 (Cambridge Press). 
*) Loc. Cit., p. 261; also a paper “On Families of Curves and Surfaces“, recently 
communicated to the Quarterly Journal of Mathematics 50, p. 352. 
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A family of parallel eurfaces is characterised by the property*) that 
rotm vanishes identically, and all curves on the surfaces are lines of 
equidistance. 

Consider now the congruence of curves which are the orthogonal 
trajectories of the family of surfaces » = const. The unit tangent ¢ to 
the curve at any point is the unit normal m to the surface through the 
point. Let x be the curvature of the curve, s its arc-length, p and b 
the unit principal normal and binormal respectively. Since is a vector 
of constant length it follows that‘) 


(11) —n>x<rotn =n-Vn =“ — xp 
and therefore, in virtue of (2). 

(12) rotnm =n>x<(xp)=xtxp=xb 
and we have the theorem: 


The magnitude of rotm is the curvature of the orthogonal trajectory, 
and its direction its that of the binormal of this curve. 

From the equation (8) it follows that m > rotm is the two-parametric 
gradient®) of logy on the surface » = const. This may be denoted by 
V,logy. We have also just seen that the vector has the value — xp. 
Hence the formula 


(13) —xp=V,logy 
which may be expressed: 

The two-parametric gradient of the function logy on any surface 
of the family is the negative of the vector curvature®) of the orthogonal 
trajectory through that point. 

Moreover, the curves of equidistance on any surface will be parallel 
curves provided the magnitude of Vy is constant along each curve’), that 
is to say, provided x is constant along each curve. Hence the theorem: 


A necessary and sufficient condition that the lines of equidistance 
on each surface may be parallels, and the lines of slope of the distance 
function therefore geodesics*), is that the curvature of the orthogonal trajectories 
of the family of surfaces be constant along each line of equidistance. 


®) Differential Geometry, p. 261. 
*) See the author's Advanced Vector Analysis, Art. 8 (19). 
5) Differential Geometry, Art. 114; also a paper by the author “On Differential 
Invariants in Geometry of Surfaces etc.”. Quart. Journ. of Math. 50 (1925), pp. 280 
to 269. 
*) Differential Geometry, Art. 52. 
*) Ibid., p.224. 
*) Ibid., p. 259; also “On Families of Curves and Surfaces”, Art. 7. 
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3. Isometric System of Surfaces. 


The condition that a family of surfaces ~ = const. may constitute an 
isometric system is usually stated in the form that 7*p/(Vq)* must be 
a function of g only. It may, however, be very neatly expressed by a 
differential equation of the second order, to be satisfied by the unit 
normal m, and there is no need to assume that the family of surfaces 
is a Lamé family, that is to say, forms part of a triply orthogonal sys- 
tem®). For, on taking the rotation of both members of (9), remem- 
bering that the rotation of the gradient vanishes identically, we have 


rot (mdivn +m x rotn)=VOxVo. 
This vector will vanish if 0 is parallel to Vp, that is to say, if @ is a 


function of g only. But this is the condition that the family of surfaces 
should be isometric. Hence the theorem: 


An singly infinite family of surfaces with unit normal n will con- 
stitute an isometric system provided 


(14) rot(ndivn + m x rotm) = 
which may also be expressed 
(14’) V>=<(nV-n—n-Vn)=0. 


When this relation is satisfied, @ being a function of gy only, we 

may write 
F = f Odo. 

The equation (9) is then equivalent to 

ndivn +n x rotn = V(F + logy) 
so that, in virtue of (6), the Gaussian curvature of a surface ~ = const. 
has the value 
(15) K =477(F + logy). 
This formula expresses the second curvature of an isometric family of 
surfaces as the Laplacian of a scalar function. 

It has not been assumed in the above proof that an isometric family 
of surfaces is necessarily, a Lamé family. We have shown elsewhere*®) 
that the candition that a family of surfaces may form part of a triply 
orthogonal system may be expressed 


div (* rot») = 0 


*) See also a paper “On Lamé Families of Surfaces’’, recently communicated by 
the author to the Annals of Mathematics 28, p. 301. 
10) Ibid., Art. 2. 
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where denotes differentiation in the direction of the normal. This 
relation is expressible in several other forms, such as 

div [(rot)-V] = (rot )-V divn 
but the above condition (14) appears to be independent of it. 


4. Gaussian Curvature of any System. 


In conclusion let us investigate other formulae for the second curva- 
ture, K, of a surface belonging to a singly infinite family with unit normal 2. 
We have shown elsewhere**) that, in terms of three parametric differential 
invariants for the space occupied by the family, the second curvature is 
expressible by 


(16) 2K=n-V'n-+(diva)* + (rotm)?*. 
Consider any set of fixed rectangular coordinate axes of z, y, z. 
Since »* is equal to unity, its Laplacian is zero, so that 
‘ an\? an\? an\* 
(17) n-vin+ (32) + (a5) +(e) = 9 
Further, if é, j, & are unit vectors in the directions of the coordinate axes, 
rot =i B+ jx Bike 
and therefore, on squaring both members, 
a an\* aén\* (any? , $ 
(rot m)* = (32) + (3p) +(32) — (div) 
On, in on on 
+225 Tk FER) 
Hence, in virtue of (17), 


2K = n-V*n + (divn)* + (rot m)* = 2.2 (j><k)-(2 <8). 
Thus, for any three mutually perpendicular directions, we have the formula 
on _ dn 


This may be expressed in words as follows: 


For any choice of three mutually perpendicular directions, the second 
curvature of a surface of the family is the sum of the resolved parts, in 
each direction, of the cross-product of the derivatives of n in the other 
two, cyclic order being preserved. 


1) ”On Families of Curves and Surfaces”, Art. 2; also Differential Geometry, 
p. 261. 
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The above formula for K may again be transformed as follows. In 
terms of tne three-parametric operator V we have**) 


; on on on 
and the second of this dyadic has the value**) 


: . On _ én +,0n on 
(V8), = 2jxk> x7 = 217 x 


dz 02 * 
The scalar**) of this dyadic is the expression found above for K, or 
(19) K = (Vm),,. 


Thus the second curvature of a surface of the family is equal to the 
scalar of the second of Vn. 

We have elsewhere proved this formula for a single surface*®), 7 being 
then the two-parametric operator associated with the surface. 

Lastly, if a, b are unit perpendicular vectors, tangential to ortho- 
gonal systems of curves on the surfaces, the formula 


(20) K =(a-Va)-(6-Vb) —(b-Va)-(a-Vb) 
which we have previously shown to hold for a single surface**), 7 being 


two-parametric, is true also for a family of surfaces, 7 being three-para- 
metric; for the various derivatives have the same values in both cases. 


Canterbury College, Christchurch, New Zealand. November 1926. 
%2) Advanced Vector Analysis, Art. 83. 

#8) E. B. Wilson, Vector Analysis, Art. 118. 

*4) The author’s Advanced Vector Analysis, Art. 56. 

*°) Quarterly Journal of Mathematics 50, p. 252. 

1) Jbid., p. 251. 


(Eingegangen am 15. 12. 1926., 























Beitrag zum Schwingungsproblem von Duffing. 
Von 
Kurt Lachmann in Berlin. 


Der mathematische Kern des von Herrn Duffing’) behandelten 
Schwingungsproblems lautet in der von Herrn Hamel*) gegebenen Form: 
Die periodischen Lésungen der Differentialgleichung 


(1) y” + a*siny=fsinz 
sind zu bestimmen, welche die Form 

(2) y=A,sinz+ A,sin382+... 
haben. 


dine strenge Lésung des Problems ist nicht bekannt. Unter den 
bisher vorliegenden Naherungsmethoden ist die folgende hervorzuheben. 
Setzt man angenahert: 

yr Asn 
und benutzt in der Fourier- Entwicklung fiir siny nur das erste Glied, so 
erhalt man fiir A eine transzendente Gleichung*), mit deren Hilfe man 
A auf zeichnerischem oder rechnerischem Wege bestimmen kann. 

Im folgenden soll ein Verfahren entwickelt werden, welches es ge- 
stattet, die periodischen Lésungen fiir gegebene Werte der Konstanten a* 
und # mit beliebiger Genauigkeit zu ermitteln. 

Hierzu wird der nachstehende Weg eingeschlagen: 


a) Man bestimmt ein Intervall, in dem z liegen muB, wenn die den 
Anfangsbedingungen 


, 


(3) z=0, y=0, y' =z 
geniigende Lésung von (1) periodisch sein soll. 


4) Georg Duffing, Erzwungene Schwingungen bei verinderlicher Eigenfrequenz und 
ihre technische Bedeutung. Sammlung Vieweg Heft 41/42. Braunschweig: Vieweg & Sohn. 
1918. 

*) Georg Hamel, Uber erzwungene Schwingungen bei endlicher Amplitude. Math. 
Annalen 86 (1922) Heft 1/2. 
*) Hamel, loc. cit. § 2. 
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b) Man sucht eine Entwicklung fiir die den Anfangsbedingungen (3) 
geniigende Lésung von (1) nebst deren erster Ableitung, welche fiir die 
gem&B a) in Betracht kommenden Werte z bis x = = gilt. 


c) Ersichtlich findet man diejenigen Werte z, welche periodischen 
Lésungen entsprechen, aus der Bedingung 


(4) y' (5) =. 
Man hat also in der gem&B b) gefundenen Entwicklung fiir y’ (x) =F 


zu setzen und zu untersuchen, fiir welche Werte z dieser Ausdruck ver- 
schwindet. 


d) Setzt man diese Werte z in die nach b) ermittelte Reihe fiir y(z) 
ein, so sind die periodischen Lésungen von (1) gefunden. Man wird schlieB- 
lich die Koeffizienten der Entwicklung (2) bestimmen. 


Die Methode kann stets angewendet werden, wo es sich um die Be- 
stimmung der periodischen Lésungen einer zahlenmaBig gegebenen Diffe- 
rentiaigleichung handelt. 


§ 1. 
Grenzen fiir z. 


Setzt man 
a* + |p|=M, 
so liegt y” zwischen +- Mund — M. Die Ableitungen der Lésungen von (1), 
welche den Anfangsbedingungen (3) geniigen, liegen in dem von den Ge- 


raden y=z+ Mz und y=z— Mz begrenzten Gebiete. Damit y’ (5) 
verschwinden kann, muB 


jz) <M-5 


§ 2. 
Die Potenzreihe. 


Wir wollen die Lésung der Differentialgleichung (1), welche den An- 
fangsbedingungen (3) geniigt, in eine Potenzreihe entwickeln. 
Die Lésung hat die Form 


(5) yz) = ep May Bess, 


da gemaB (1) und (3) die geraden Ableitungen von y an der Stelle z = 0, 
y = 0 verschwinden. 




















Schwingungsproblem von Duffing. 
Fiir die ungeraden Ableitungen wird y, =z und fiir n > 0 
(6) yor? = (— 1)"**.B —«*(siny,)°*~”. 


Die in (6) auftretenden ungeraden Ableitungen von siny an der Stelle 
x = 0, y= 0 findet man am besten dadurch, da8 man mit Hilfe der Reihe (5) 
den Ausdruck siny = y — r + r —-+... bildet und nach Potenzen von 


* Led - . (sin y,)?*~ ! 
x ordnet. Der Koeffizient von z**~' ist dann gleich — 5) — : 


yo =B—az; yyo=—B—a*B+atze+ a2; 

yn" = (Bb + a* B+ at B) — a*z+ 10a* B2z* — 1le‘tz* — «2'; 
(7) | yi =(—f— at B — a B— af) + (a* + 200" 8) 2 

+ (— 21a* B — 171 a@* B)z* + 102a%z* — 35a? B2* + 57at25 
+ a@%z* usw. 


Es wird 





Mit diesen Werten ist 

, mw 2 
(8) V(z)— tt F(z) +8 (@) +-- 
Ist diese Reihe konvergent, so kann man nach einem der bekannten 
Nahrungsverfahren diejenigen Werte z bestimmen, fiir welche y’ 3) ver- 
schwindet. Diese Werte wurden in (5) eingesetzt und liefern die Potenz- 
reihenentwicklungen der gesuchten periodischen Lésungen. Wir werden 
zunachst untersuchen, wann die Reihe (5) und mit ihr die Reihe (8) bis 
x =5 konvergent ist (§ 3). In §4 werden wir zeigen, wie man aus einer 
Potenzreihenentwicklung, welche bis x =3 konvergent ist und eine perio- 
dische Lésung darstellt, die Fourier-Koeffizienten der Entwicklung (2) er- 
mittelt. SchlieBlich soll gezeigt werden, welches Verfahren man einschlagen 
kann, wenn die Konvergenz der Potenzreihe (5) fiir die in Betracht kom- 
menden Werte z nicht bis x =5 nachgewiesen werden kann. 


§ 3. 
Konvergenzbereich der Potenzreihe. 


Einen Bereich, in dem die Potenzreihe (5) sicher konvergiert, kann 
man auf Grund der folgenden Betrachtungen finden. 
Setzt man die Lésung der Differentialgleichung 
y” =a,+e,r+a,y+a,,2°+ 20, 27y +e ,y7?+..., 
welche den Anfangsbedingungen 
z=0; y=% y= 
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geniigt, in der Form 
y=a,+4,2+a,2*+a,27°+... 
an, und wei8 man, daB die Lésung der Differentialgleichung 





y" =a tartasy +ay2* + 2anry+omy?+...a%, > {e,, |, 


welche den Anfangsbedingungen 
z=0; y=: wy’ =o: we>|%li yo >|! 
geniigt, durch die fiir _2|< R konvergente Potenzreihe 


y=a,+a;z+a;2*+a,2°+4+... 
dargestellt werden kann, so ist | a,|<a,, und die Entwicklung 
y=a,+a,2+a,2*+ a,2*°+... 


konvergiert mindestens fiir |z|< R. (Prinzip der Majorantenreihe.) 


Zur Abschitzung des Konvergenzbereiches der gegebenen Differential- 





gleichung 
- . e.: _ al x? 2 \ 
= Bsinz —a sny=~f\2—5-+5-7+ re) 
Ft 3 5 y’ ‘ 
+e (y-F4 EF 4 —..) 
kann man die Differentialgleichung 
3 5 ? 
y” = m* Gin(z + y) =m" [st +etn 4 e+p 4 na J) ee 


benutzen, wenn m®* die gréBere der beiden Zahlen «? und | £| ist. 
Anfangsbedingungen kann man x=0; y=0; y'=|2z| wibhlen. 
Um die Differentialgleichung 
y” = m* Sin(z + y) 
zu lésen, setzt man 


” “ 


w=2+y; w’=1+y’; w 


|| 
< 


und erhalt 
w” = m* Sinw; 


die Anfangsbedingungen lauten 


Als 


z=0; w=; w’=1+ |2|. 
Um diese Differentiaigieichung auf einen bekannten Fall zuriickzufiihren, sei 
w=iv; Sin w = Sin (iv) = ¢sinv; m=ta. 
Hieraus folgt 


ve” +a*sinu=0. 


Das ist die bekannte Pendelgleichung. Fiir x=0 ist v0; o =v; = at] s| 



































Schwingungsproblem von Duffing. 
Bei der Lésung hat man drei Fille zu unterscheiden‘). 


1. Ist 
-l<k=* <1, 
a 
so wird 
. sin > = k sn(az), 
worin 
.. 14+k* , , 14+14k*+k* 
snu =u —- ——& $e +. 
die von Jacobi eingefiihrte elliptische Funktion ist®). 
2. Ist 
ae 
3, ~*=!1, 


so wird sn uw = Tqu,*) mithin 


Uv 
sn5 = Egan). 
3. Ist 
wa tt Bee 1s 
Vo 
so wird 
We v3 \ 
sin =sn(J-2). 
Wir setzen w=iv, m=ia und og = TIA in die vorstehenden 
Formeln ein. 
’ 1 lz} : | 
‘as * +l2| 6) 1+ /2| 





' ict ‘tn tn “oe 
| ba tlle 44 (m positiv ) 


sein. Fiir diesen Fall ist 


. v . w . w .\ . . Ww . 5 
sin 5 = sin = — sin (5°) = — Gin 5 = ksn(—imz) 
oder 
Sins = tksn(— imax) = — tksn(imz). 


Hieraus folgt 


of 5 = yi + Sin? 5 = Vi— k? sn*(imz) =dn(imz). | 


*) Z. B. Wilhelm Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs. 2. Auflage. 
8.191. Berlin: Julius Springer 1925. 

5) Heinrich Burkhardt, Funktionentheoretische Vorlesungen. Zweiter Band. 
Elliptische Funktionen. §.:141. Berlin und Leipzig: Vereinigung wissenschaftlicher 
Verleger, Walter de Gruyter u. Co. 1920. 

*) Dr. Eugen Jahnke und Fritz Emde, Funktionentafeln mit Formeln und 
Kurven. Sammlung mathematisch-physikalischer Lehrbiicher 5, S. 51. Leipzig-Berlin: 
B. G. Teubner 1923. 
$1* 
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Differentiiert man die fiir Gin 5 ee Gleichung, so wird 


Coj 33 a dn (tmz) - A = —tk- x sn (tmz) = k-m-cn(tmz)- dn (imz) 
oder 
w’ = 2kmcn(imz). 

Da enu nur die Pole 24K+(2u-+1)iK’ als singulare Stellen hat, 
worin 2 und yu beliebige ganze Zahlen sind’), so ist cn w regular, wenn 
|u| kleiner als K’ ist. Folglich konvergiert die Potenzreihenentwicklung 
fir w, wenn m|z| < K’ ist. Da nun y=w—z2 ist, so konvergiert 
auch die Majorantenreihe fiir |x| < =, d. h. diese Reihe hat den Kon- 
vergenzradius = Hieraus folgt: 


1+|2| 


Ist —~— <1, 80 konvergiert die Potenzrethe (5) sicher bis x = - 
nm a 
wenn = < — tet. 
2 m 


2. Ist 1+|z2|—m, also k=1, so wird K'=3 und daher muB m 
kleiner als 1 sein, wenn wir die GewiBheit haben wollen, daB unsere 
Potenzrethe wenigstens bis x =5 konvergent ist. 





F 7 2a 2m : 

3. Es sei jetzt a tan a). Dann ist 
7 ow (1+|z|_\ 
sing = — 1Gin5 = sn( 5; z), 


oder 
w (1+ zl 
Gin ~ 5 = tsn{ 5 x). 


Ahnlich wie unter 1. folgt 
Coj 5 += V/1+ Sin? = yi- sn* (Atltle) = en (HHI e), 
Gof. Sm cn (ltl). a 1tMlen (It1410) 


Es ist also 








/1+|z| 
Ht): 


mA 





tw’ = (1+ |2|)dn(*F!le). 


Da nun dnw dieselben Pole wie cnu hat, so ist dnw fiir |u| < K’ 
1+ |2| 
2 | 





regular und daher mu8 2|< K’ sein, wenn w als Funktion von x 

regular sein soll. Hieraus ergibt sich: Ist m<1+|z|, so ist fiir 
2K’ 

= <j ya] der Konvergenzradius der Potenzreihe wenigstens gleich = 


*) Burkhardt, loc. cit. S. 144. 








3 
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Zusammenfassend erhalt man: 
Bezeichnet man die gréfere der beiden Zahlen «* und |B| mit m?, 


so konvergiert die Potenzrethe (5) wenigstens bis x => wenn fiir 


1+|2[<2m mis battl 22% 
1+ |z|=2m m<il 


1+\z|>2m mit bat $<icn 
$8t. 

Um die Werte |z| und m zu ermitteln, welche obigen Bedingungen 
geniigen, wurde zunichst in Fig.1 K’ als Funktion von k dargestellt. 
In Fig. 2 wurden als Abszissen die Werte m, als Ordi- 
naten die Werte |z| aufgetragen. Wahlt man fiir k 
einen beliebigen Wert, der aber zwischen 0 und 1 liegen 


muB, so kann man die Gerade k = “+18 in das Ko- 








ordinatensystem eintragen. Zu diesem Werte k ent- 
nimmt man der Fig. 1 den zugehérenden Wert K’. 


Durch >= = oder m = = wird auf der Geraden 
ein Punkt bestimmt, der folgende Eigenschaft hat: 
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Fig.1. K’ ais Funktion von k. Fig. 2. Konvergenzbereich der Potenzreihe. 


links von diesem Punkte erfiillen die den Koordinaten der Geraden ent- 
sprechenden Werte m und |z| die Bedingung 3< =. 
Punkte aber nicht mehr. 

Ebenso kann man auch fiir einen festen Wert k, fiir den 0<k<1 


rechts von diesem 
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ist, die Gerade k = a zeichnen und denjenigen Punkt hervorheben, 


a ae 
bis zu dem 3< T+15) 


Fiihrt man die Konstruktion fiir verschiedene Werte & durch, so er- 
halt man das in Fig.2 schraffiert gezeichnete Gebiet, fiir welches die 


Potenzreihe wenigstens bis 2 = 3 konvergiert. Sind also bestimmte Werte 


«* und £ gegeben, so hat man nach § 1 den zugehérenden gréBten Wert | z| 
zu ermitteln und wahlt fiir m* die gréBere der beiden Zahlen a* und £. 
Liegt dann der Punkt mit den Koordinaten m und |z| in dem schraffierten 
Gebiet, so sind wir sicher, da8 die nach § 2 ermittelte Potenzreihe einen 


Konvergenzradius hat, der gréBer als 4 ist 


oder je}< 42-1 ist. 


Ist 6 = 0, also y” + a*siny = 0, so laBt sich die den Bedingungen 
z=0, y=0, y’ =z geniigende Lésung nach den auf Seite 483 gegebenen 
Gleichungen in geschlossener Form angeben und daher der wahre Kon- 
vergenzradius der Potenzreihe berechnen. Die in Fig. 2 zum Vergleich 
eingetragene Kurve gibt die wahre Grenze des Gebietes an, fiir welches 


der Konvergenzradius fiir 6 = 0 gréBer oder gleich 3 ist 


§ 4. 
Bestimmung der Fourier-Koeffizienten. 


Wir kommen jetzt zu dem folgenden Problem. 


Gegeben ist die Potenzreihenentwicklung einer periodischen Lésung 
der Form 


YT Yee 4 WE ety +qf ye xt! + Roaaa (2), 
wobei 
| Renea(Z)| <P 
ist. 
Verlangt wird, die Fourier-Koeffizienten zu bestimmen, d. h. die 
Konstanten der Entwicklung 


y= A,sinz + A,sin3z+.... 


DaB diese Entwicklung stets méglich ist, folgt aus bekannten Satzen; 
ferner gilt die Beziehung 


a 


22 - 2 
A, = Lf ysin kadz= £f ysin kadz. 
i) 0 
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Denkt man sich an Stelle von y die Reihe eingesetzt, so erkennt 
man, da8 man die Integrale 


tee TEE | 


a"sinkxdx 
zu ermitteln hat. 


(k,n ungerade) 
Aus der Rekursionsformel 








= ; oth 1 ; 
(— 1) Jers kadz = a (5) —(-—1) “ay Jerssinke de 
und 
bai 3 
(— 1)* fesinkede = -: 
folgt , 
bit — P ; 

(—1) , fersin kedz = — a E — x (#) + z (=) 

j a1 a-1 

— aH) + aH) 


(- 1)? ‘ak “ 
(n—1p \ t) J: 
Setzt man die eckige Kiammer gleich k"**- F(k,n), also 


(— 1)? fie*sin krdz =(— 1) * -n! F(k,n), 


2 
(—1)* 4.—(—1) * 5} e+ yo*+---.]aaneas 








= *| P(e, 1) y— F(k, 8) 96" + F(k, 5) 90 + 
+(—1)" P(k, 20 +1) y3**"| + M, ones (2), 
und ersichtlich ist 
i ; 
M, s041(2)| = + J Reass(2) sinkzde < ‘Rf sinkede = 43, 
° 0 
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d. h. der Fehler, den man begeht, wenn man das Restglied M vernach- 
lassigt, ist héchstens gleich dem 1, 3-fachen Betrage des absolut gréBten 
Restes der Potenzreihe. 


Fiir & = 1 ist 


n—1 


F(i,n)= 1-3 (3) a a(S) + Gan ($) 





also 

Fil,ij=1, F(1,3)——0,233701, F(1,5)=—0,019 969, 
F(i, 7) =— 0,000895, F(1,9)=0,000025, F(1, 11)—— 0,000001. 
Fir k = 3 ergibt sich 

n-1 

ria.) = gba lt— HCH) +28) + Sar) 
F(3,1)=0,111111,  F(3,8)=—0,124732,  F(3, 5) =0,014326, 
F(3,7)=—0,000726, F(3,9)=0,000021, F(3, 11) = —0,000000. 


Mit diesen Werten wird 
A, = * (yf + 0,283 701 y" + 0,019969 y¥ +...), 


A, = — (0,111 111 yf + 0,124 723 y?” + 0,014 326 y¥ +...). 


0 


Ebenso kénnen auch die iibrigen Koeffizienten ermittelt werden. 


© 


§ 5. 
Die Konvergenz der Potenzreihe kann nicht bis x = + 
nachgewiesen werden. 


Sind «* oder 8 so groB, daB die Konvergenz der Potenzreihe (5) fiir 


die in Betracht kommenden Werte z nicht bis x = > nachgewiesen werden 


kann, so wendet man zweckmaBig das Verfahren der analytischen Fort- 
setzung an. 

Nach den in § 3 gegebenen Formeln sei die Konvergenz die Potenz- 
reihenentwicklung bis x=, sichergestellt, Fir r=2z, sei y=y, 
und y’=y;, und die weiteren Ableitungen kénnen mit Hilfe von 
y; = Bsinz,—«*siny,; y{” = Bcosz,—a*cosy,-y, usw. zahlenmaBig 
ermittelt werden. 


Setzt man nun 


z—2z,=1, 











eet ee —— 
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so kann man fiir y(#) und y’(t) die Reihen 


y(t)=y, + #14+ B0+..., 
y'(t)=yi + Be+... 


bilden. Konvergieren diese Reihen fiir |¢|< 2, so rechnet man sich fir 
x2=2,-+ 2, die Werte y=y, und y’=y, aus, wendet dasselbe Verfahren 


an und fabrt so fort, bis x = = erreicht ist. 


Da8 das Verfahren der analytischen Fortsetzung stets nach einer end- 
lichen Anzahl von Schritten zum Ziel fihrt, folgt aus dem Umstande, dab 
auf der reellen z-Achse keine singuliren Stellen von y liegen. 

Wir wollen eine obere Grenze fiir diese Anzahl und gleichzeitig eine 


untere Grenze fiir den Konvergenzbereich der Potenzreihenentwicklung an 
der Stelle 


t=2z,; y=y,; y=y, (0<2,<4) 


angeben. Zu bemerken ist, daB nach § 1 die Werte y’ zwischen z + Mz, 
und z — Mrz, liegen, also beschrankt sind. 

Man kénnte die gegebene Differentialgleichung, wie in § 3, mit 
y” = m* Gin(xz + y) vergleichen, doch wird die Rechnung bedeutend ein- 
facher, wenn man zum Vergleich die Differentialgleichung 


, 2 = 
y” = m*e*+¥ = m* E a + ayy +.. | 


heranzieht, wobei natiirlich die zu ermittelnden unteren Grenzen der Kon- 
vergenzradien bedeutend kleiner ausfallen. 
Man setzt 


z—-2z,=t; w=2r+y=2z,+t+y 

und erhalt die Differentialgleichung 
w” — m*e”, 

welche fiir die Anfangsbedingungen 

t=0; w=a,+\y|—w; w'=1+|y,i =, 
zu untersuchen ist. 

Durch Multiplikation mit 2w’ wird 
2w’-w” = 2m*e”w’. 


Die Integration dieser Gleichung liefert 


w’? = 2m*-e*— ¢, = 2w” —¢,. 











Setzt man 
, ” , 
= @ ? 


so folgt 
v*=2v'—¢,, 


dv t dv 
Sii8 us 9a = am 
v*+e=—2-> oder 5 fs =" 





Folgende Fille sind zu unterscheiden. 
1. ¢, =C?>0. Es ist 


t dv 1 v 
iJ iam ot t8g +O, 


t t 
O,(5 — O,) =aretgs, v= 0, tg, (5 — 0,). 
Durch Differentiation erhalt man 

, eee 


: ” somal (5- ¢,) 


v’ und daher auch v bleiben regular, solange der Nenner nicht gleich 


Null, d. h. 
a,(4!-a) <3 


oder 
\t]<+20, 


ist x +20, ist also eine untere Grenze fiir den Konvergenzradius der 


Potenzreihen-Entwicklung unserer Reihe. 
Die Integrationskonstanten bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen ; 


fir ¢=0 muB v=w) und vo’ = w” = m*e™ sein. Mithin ist 


wy = C, tg C, C,, 


cr c C \ OC 
mem — saeco) ~ Bt + t8°(0,0,)) = 3 (1+ 7s) — = + 
Ist also 


1 = 2m*e" — w,* > 0 


und bestimmt man C, aus 


w, = 0, tg 0, Oy, 
so gilt als untere Grenze fiir den Konvergenzradius 
a, +20. 
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2. Ist c, = 0, so wird 

















t dv 1 1 t 
¢-[#--t+a, ou" a-% 
oder 
<< und daher vv’ = ~ 5 
@=5 2(¢ -3) 
= oie 
Fir t= 0 wird emus und v’ = m*e% = a 
ca 2C; 
Es muB also 
1 1 
= ‘2 — = 2 oO 
5% 208 m* e™ 
oder 


i 
wi 


Ersichtlich muB8 hier 


sein; ferner ist C, = 


lg|<¢s oder It< 
sein, Als untere Grenze fiir den Konvergenzradius erhalt man, wenn 
2m*e” — wi? = 0 
ist, 
Wo 
8. Ist c, = — Ci <0, so wird 

t dv 1 v—C 

t-Jatanran teat O 
oder 


v—C, __ ,0,t-20,0, oo. I 
v+C, e , a a 


20, 
1—eMrt-20,0, * 





Aus v*+c,=2v’ folgt fir =—0 mit c, = — OC? 
w,' — CO} =2m*e” 
oder 
C} = w,* — 2m*e”>0. 
Ferner ist fiir t = 0 
7 1 wi—C, 
=~ 90 Paid,” 
Als Grenze des Konvergenzradius ergibt sich aus 
|C,t-—20,0,|<0, 
wenn wir ©, und C, positiv wahlen, 
20C,. 


In 
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Fiir gegebene Werte z,,y, und y’ hat man zunichst w, und w, zu 
berechnen und dann mit Hilfe von 2 m*e” — w;/?* - zu untersuchen, 


welcher der drei Fille vorliegt. SchlieBlich berechnet man C, und C, und 
die untere Grenze fiir den Konvergenzradius. 

Fiihrt man dieselben Betrachtungen durch, indem man fiir y, und 
y,, die absolut gréBten Werte, welche gema8 § 1 méglich sind, einsetzt, 
namlich 


, 


y, = Mz, ¥.= 3 Mzx*, M=«*+|Bj, 
und 


wahlt, so erhalt man eine untere Grenze fiir die Konvergenzradien aller 
Entwicklungen und kann hiernach berechnen, wieviel verschiedene Ent- 


wicklungen man héchstens nétig hat, um bis z = - 


Die Bestimmung der Fourier-Koeffizienten hat so zu erfolgen, daB 
man die Integrale iiber die einzelnen Teilintervalle erstreckt und die fiir 
y geltenden Potenzreihenentwicklungen einsetzt. 

Ersichtlich wird die Bestimmung der periodischen Lésungen sehr 
schwierig, wenn man nicht mit einer Potenzreihenentwicklung auskommt. 
Man wird daher nicht mit dem unbekannten Werte z arbeiten, sondern 
die angenaherte Richtung der Anfangstangente der periodischen Lésung 
entweder mit Hilfe der Naherungslésung und nach einem zeichnerischen 
Verfahren bestimmen, fiir z bestimmte Werte annehmen und diese so lange 


zu gelangen. 


verindern, bis fiir das letzte Intervall y’ (3) mit geniigender Genauigkeit 


verschwindet. Die Bestimmung der Fourier-Koeffizienten ist dann verhilt- 
nismaBig einfach. 


(Eingegangen am 9. 6. 1927.) 
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Berichtigung und Bemerkungen zur Arbeit 
»Uber p-Relationen~. 


Von 


R. Weitzenbick in Amsterdam. 


In der genannten Arbeit (Math. Annalen 97 (1927), 8. 788—795) 
glaubte ich fiir den Satz, daB eine p-Relation G(p)=—0 stets auf die 
Gestalt G(p)= SAJI= SAIl(p,p)=0 zu bringen ist, einen von Reihen- 
entwicklungen') unabhangigen Beweis gegeben zu haben. 

Wie sich nach einem Briefwechsel mit Herrn E. Fischer herausstellte, 
fiihren die Uberlegungen des § 4 der genannten Arbeit G(p) wohl formal 
in die gewiinschte Gestalt “AJ/ iiber, beweisen aber den Satz nicht, weil 
bei dieser Umwandlung von G(p) die Koordinatenreihen xz, y,..., 2 aus 
Pik...s =(@Y...Z)x.... gebraucht werden. 

Gleichfalls von Herrn Fischer wurde ich auf einen Beweis des Satzes 
durch F. Mertens*) hingewiesen. Dieser gedanklich sehr einfache, von 
Reihenentwicklungen unabhingige Beweis besitzt nur den Ubelstand, daB 
er eine zwélf Seiten lange Indizesrechnung benétigt. Ich halte es deshalb 
nicht fiir iiberfliissig, diesen Mertensschen Beweis in der viel kiirzeren 
Form wiederzugeben, die die symbolische Methode der Invariantentheorie 
an die Hand gibt, wobei ich mich méglichst den Mertensschen Bezeich- 
nungen anschlieBe. 


") Der in meiner ,JInvariantentheorie“ (1923), 8. 115, gegebene Beweis des 
Theorems stiitzt sich auf den zweiten Fundamentalsatz der symbolischen Methode, der 
seinerseits wieder durch Reihenentwicklungen gewonnen wird. Vgl. hieriiber auch 
B. van der Waerden, Math. Annalen 95 (1926), S. 706—735, wo das Theorem als 
Spezialfall des Satzes II von 8S. 725 auftritt. 

*) F. Mertens, Uber ganze Funktionen von m Systemen und je n Unbestimmten, 
Monatsh. f. Math. u. Physik 4 (1893), S. 193—228 und 8. 297—329. In Betracht 
kommen 8. 316—329. 











R. Weitzenbick. 
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Es sei G = G(p)= G (pix...) eine Form l-ten Grades der G,- Koor- 
dinaten py... = (ry... 2Z)ix...2, und G(t) bezeichne dieselbe Form, gebildet 
mit unabhangigen, zu den p,;;..., kogredienten Verianderlichen %;,._,. 

Wir berechnen den Ausdruck T(G(p)), wo 7 den ProzeB 


1 7 
T= Dt ‘intn ds ai Zz tin...e (Qey...z ke... 


(ik.. (k...8) 


bedeutet. Man erhalt bei / > 1 die Formel (c = rationaler Zahlenkoeffizient) : 


(1) TG (p) =e (t<)G(p) + Se’ M(t, pe’. 





Hier ist der erste Term rechts die Polare Py tie. gom und in 
» hat jedes Glied einen Faktor ne 
IT (t, p) ed tik...e Diu... — biz...e Pip...» Tose + (— i = 


[1T(p,p)=0 ist eine quadratische p-Relation]. G@’ ist eine Form 
(1 — 2)-ten Grades in den py,...,. Bei 11 steht in (1) rechts nur die 
Polare allein. 

Bevor wir (1) beweisen, sei der Beweis des Theorems iiber p-Re- 
lationen nach Mertens zu Ende gefiihrt. 7G(p) ist wieder eine Form der p, 
wir kénnen also zur Berechnung von 7(7G(p))=T°G wieder (1) an- 
wenden; analog bei 7*@ usw. Man erhialt nach / Schritten: 


~ 8 > 

(2) T'G(p) = 0 (t=) @(p) + Se" (t, t)-@". 
Hier ist der erste Term rechts =cG(t) mit c+0, und die @” sind 
Formen der &;...,. Wegen G(p) = Gi(zy...z)x...,) = 0 haben wir also: 
(3) G@(t) = —+ Se” M(t, t)-@"(t), w. z. b. w. 

Zum Beweise von (1) setzen wir 
(4) G(p) = (A’p)*(B’q)* ... (L'r)* 

=(d!)'(A’x)(A’y)...(A’z)-(B’z)(B’y)...(B’z)-...-(I’x) (L’y)...(L’z). 
Hier sind die p d-faltige Komplexsymbole; g,r,... sind mit p aquivalent. 
Ebenso sind die A’ d-faltige Komplexsymbole und B’, ..., L’ sind mit 
A’ aquivalent. 

Die Wirkung von 7 auf G@ ergibt sich dann aus der Formel 

T((a'2)(B'y) ---(7')) = 3) he...0 Be 


@k.. 
= TD ti...0(@’B < Y hie. =H (@ t) (p’ t)...(y’t), 


d. h. man erhalt 7'((«’x)(8’ y)...(y’z)) bis auf einen Zahlenfaktor, wenn 
man 2, ¥,...,2 durch ¢ ersetzt. 











(6) 

















p- Relationen. 
Demgema8 wird 7(G@) nach (4): 


(5) T(G(p)) = Sc(A’t)*(B't)* ... (D't)*(A’é)(A'n 
.. (B’@)(B’o)...(D' 1)(E’ p)* rae 
(a+f+...+-6=d). 

Die Reihen £, ,...,0,0,...,t sind hier: d — ] Reihen x, d — 1 Reihen 

., @—1 Reihen z. Die Summe ist zu erstrecken iiber alle Ausdriicke, 
die sich ergeben, wenn man in (4) auf alle méglichen Weisen je eine 
Reihe x, y,..., 2 durch ¢ ersetzt. Die Zahlen «, 8, ..., 6 haben die Werte 
Wy Bi. Be venga 

In (5) lassen sich die Reihen ¢,7,... wieder zu py. p= (@Y..-Z)ie...s 
zusammenfassen. Man erhilt*), abgesehen von Fakt~ren (£’p)*... (L'r)*: 


TG(p) —2 o{(A’t)*(B’t)*...(D't)’ 3S '(4"B™ ... D'™)\ey...a-- 
@, B oo My +.6 @ 
(A’ Bina a yp), a); 
4 +4t+...+4_,=d-«) 051 Sd-« 


ho rm ° thins aes B 0SmS4— BAtHK+.-. +a=d 
. s + -e & hee a bee’ ee “oo ek a+fPeHt. .. +6 =d. 
ane x, seal otectel 


Hier kann (A’t)*(B’ sy’. .(D't)*’ durch den Klammerfaktor 
2 Pir ae iedes (A™ B.D. durch (A’p)“ 


<(B'p) ...(D'p)™ ersetzt werden. 7(G@) geht also iiber in eine 
Summe von Termen 


(7) (A’* B®... D’°t’'*-*)(A'p)...(B’q)...(E’r)* ... (L's)*. 


Hier bringen wir alle d—« Reihen A’ von (A’p)... in den Klammer- 
faktor hinein‘). Dadurch entstehen Ausdriicke W, mit symbolischen 
Faktoren (t’p} und, wenn keine Reihe ¢’ aus dem Klammerfaktor heraus- 
getreten ist, Ausdriicke W, mit (A’*t’*~*), d. hb. mit (A’t)*: 


W, = (A’t)*-(B’p)...(B’q)...(C’p)...(B’r)*... (B’s)*. 





’) Die Formel (6) ergibt sich entweder direkt aus (5) durch passende Zusammen- 
fassung der Faktoren (A’&)(A’)... oder — was freilich einfacher ist — durch 


Reihenentwicklung. Da niamlich (9 5) TG)=0 ist fir +7, so treten die Reihen 


“,y,...,2 nur in den Verbindungen p,,..., auf. Es kommt iibrigens fiir das Folgende 
nur darauf an, daB man in (5) rechts die Reihen x, y,... durch Komplexsymbole 
P,q,... ersetzen darf. 

*) Vgl. ,Inv. Theorie“, S. 79. 

5) Vgl. ,Inv. Theorie“, S. 116 oder ausfiihrlicher: Proceedings der Akad. van 
Wetenschappen in Amsterdam 30 (Januar 1927), S. 222. 
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Hier formen wir (B""“pq...)(pC’)... um, indem wir alle Reihen p 
im Klammerfaktor vereinigen. Wegen (p*g...)=0 bleibt nur i, “P*) 
=(n—d)!(B'p)* iiber usf., so daB schlieBlich (A’t)*(B’ p)*(C'q)*. 
herauskommt, was aber bis auf einen Zahlenfaktor mit der Polare 

(t im) @ von (1) iibereinstimmt. 


Bei den Gliedern W, ist wenigstens eine Reihe ¢’ aus dem Klammer- 
faktor (7) nach auBen getreten, W, hat daher die Gestalt 


(8) shad Hee . D'*t) (B’p)...(D'q)...(t'p).. 
=(— 1)" d!(AB’)’.. (AD'y" (At’)’...(t’p). 
und fihrt also ris 
i=n 
(9) (t’ p) ti... tne Phy..te = 2 tis... ina Piky...tg = I(t, p) 
auf die Ausdriicke in |S’ von (1). Hiermit ist (1) bewiesen. Uberdies 


zeigt (8), daB die G’ in von (1) einen Faktor (A B’) enthalten und 
also durch Faltung aus der Form (/ — 2)-ten Grades 











2 ra ; aa 
(90) estes cee! « SS ae Se _ 
OPik...s°Paw...+ Opan...s 9Pip...» OPaik... CPsu...¥ 
= Qi... Aan? 
hervorgehen*). Nach (4) haben wir namlich: 
a*G 


\ 2, ’ , d ri\d 
ina tne OE EY) Aix... » Bin ft Pp) Al oe ea 


und analog zu (9) fiihrt (A’ B) auf (B’, A’), also auf (10). 

Hieraus folgen*) dann die Bemerkungen betreffend die Eindeutigkeit 
der Clebschschen Normalform von G(t), die allen Differentialgleichungen 
Qi... 6, in...r(G} =O geniigt. 


*) Siehe F. Mertens, a. a. 0. 


( Eingegangen am 20. 10. 1927.) 

















Eine Verallgemeinerung des Bézoutschen Theorems. 


Von 


Bartel L. van der Waerden in Géttingen. 


§ 1. 
Einleitung. 


Um die Lésungsklassen (Klassen proportionaler Lésungen) eines 
Systems von n homogenen Gleichungen f,=0,..., f,=0 der Gradzahlen 


m,,.--,”, mit n-+1 Unbekannten 2,,...,2, zu finden, bildet man die 
,»u-Resultante* des Gleichungssystems, d. h. die Resultante der Formen 
f,,---,f, und einer allgemeinen Linearform SYu,2,. Die u-Resultante 


hat als Funktion der uw, den Grad I m, und zerfallt (in einem geeigneten 
1 


Erweiterungskérper des Rationalitatsbereichs der Koeffizienten) in Linear- 
faktoren Su, &\". Im allgemeinen, das hei8t wenn die Formenkoeffi- 
zienten Unbestimmte sind, sind diese Linearfaktoren alle verschieden; fiir 
spezielle Werte kénnen aber vielfache Faktoren vorkommen; oder es kann 
vorkommen, da8B die u-Resultante identisch verschwindet, naimlich dann, 
wenn unendlich viele Lésungsklassen vorhanden sind. Sehen wir von dem 
letzten Fall ab, so reprisentieren die Koeffizienten eS. er ge eines jeden 


Linearfaktors eine Lésungsklasse. Ein j-facher Linearfaktor gibt eine 
»Lésung der Multiplizitat u*. Die Summe der Multiplizitiiten der Lésungs- 


klassen') ist somit II; dies ist der Satz von Bézout in moderner Ge- 
1 


stalt*). Wie man sieht, gibt hier die u-Resultante das Mittel, die Mul- 
tiplizitaten so zu definieren, daB die ,Erhaltung der Anzahl“ gilt: die 


1) Man sagt oft ungenau ,Anzahl“ statt ,Summe der Multiplizititen‘. 
*) Vgl. etwa F.S. Macaulay, Algebraic Theory of Modular Systems, Cambridge 
Tract 19 (1916), p.15—17. Im folgenden mit ,Macaulay“ zitiert. 
Mathematische Annalen. 99. R2 
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Anzahl der Lésungen im ,allgemeinen“ Fall ist gleich der Summe der 
Multiplizitaten im Spezialfall. 

Geometrisch heiBt dieser Satz, daB die Summe der Multiplizitaiten 
der Schnittpunkte von n algebraischen Hyperflichen im projektiven "Raum 
gleich dem Produkt der Gradzahlen ist, falls die Anzahl der Schnitt- 
punkte endlich bleibt. Die Multiplizitaéten sind dabei wie vorhin definiert 
durch die Exponenten der Linearfaktoren der u-Resultante. 


Man hat oft in der Geometrie*) unter dem Namen ,,Bézoutschen 
Satz“ einen viel weitergehenden Satz angefiihrt und meist ohne Beweis 
angewandt, der besagt, daB die Summe der Multiplizitaten einer r-dimen- 
sionalen und einer (n — r)-dimensionalen Mannigfaltigkeit im projektiven 
"Raum (oder speziell einer Kurve und einer Fliche im *Raum) gleich 
dem Produkt der Gradzahlen dieser Mannigfaltigkeiten ist, falls die An- 
zahl der Schnittpunkte endlich bleibt. Dabei versteht man unter dem 
Grad einer Mannigfaltigkeit von k komplexen Dimensionen die Anzahl der 
Schnittpunkte mit einem allgemeinen linearen *-*Raum. Was aber unter 
der Multiplizitat eines Schnittpunktes zu verstehen ist, hat man anzugeben 
versaumt, 


Erst Hensel und Landsberg haben mit funktionentheoretischen Hilfs- 
mitteln fiir den Fall r 1 eine Defininition der Multiplizitét und einen 
Beweis des Satzes gegeben. Die Multiplizitét eines Schnittpunktes wird 
da definiert als Ordnung des Verschwindens einer gewissen Funktion (ge- 
nauer: eines gewissen Divisors) in einem (oder mehreren) Punkten der 
zur gegebenen eindimensionalen Mannigfaltigkeit gehérigen Riemannschen 
Flaiche. Der Beweis laBt sich aber nicht auf beliebige Werte von r iiber- 
tragen. 

Dasselbe gilt von einem Beweisansatz von Lasker, der die Multi- 
plizitat durch idealtheoretische Begriffe (Idealmultiplizitat oder ,,Lange“) 
prazisiert *). 


*) Siehe z. B.: G. Salmon, Geometry of three dimensions (1874), 8S. 303 (Ubers. 
von Fiedler, II. Teil, S. 86); H. Schubert, Kalkiil der abzihlenden Geometrie (1879), 
8. 47; E. Study, Uber die Geometrie der Kegelschnitte (1885), S. 36, und Math. An- 
nalen 40 (1892), S. 555. Der angebliche Beweis bei Halphen (Mémoire sur les courbes 
algébriques, Journal Ec. Pol. 52 (1882), p. 19) fiir den dreidimensionalen Fall kann 
nicht anerkannt werden, weil bei Halphen eine Multiplizitétsdefinition fehlt, also der 
Satz keinen klaren Sinn hat. Derselbe und noch andere Einwande lassen sich geltend 
machen auch gegen einen allgemeinen Beweis von M. Noether, Zur Eliminationstheorie, 
Math. Annalen 11 (1877), S. 571. 


*) E. Lasker, Zur Theorie der Moduln und Ideale, Math. Annalen 60 ( 1905), S. 20; 
vgl. auch B. L. v.d. Waerden, On Hilbert’s function etc., Proc. Kon. Ac. Amsterdam 
Sept. 1927, wo die Laskerscher Gedanken genauer ausgefiihrt sind. 








_—_— pra & . Aiea fo SlUlUleelU el lUueUCO 








Verallgemeinerung des Bézoutschen Theorems. 499 


Von geometrischer Seite her ist nur ein Beweis von Zeuthen zu 
verzeichnen, ebenfalls nur fiir den Fall r= 1 giiltig®). 

In dieser Arbeit wird das Problem fiir beliebige Werte von n und r 
in Angriff genommen. Ausgangspunkt ist die Forderung, daB8 die Multi- 
plizitéten wie vorhin so definiert werden sollen, daS die Summe der Mul- 
tiplizitaten der Schnittpunkte im Spezialfall gleich der Anzahl der Schnitt- 
punkte im allgemeinen Fall ist. Was dabei als ,allgemeiner Fall“ anzu- 
sehen ist, ist nicht ohne weiteres klar*); es erweist sich als zweckmabig, 
ihn folgendermaBen zu definieren. Man bringe die beiden gegebenen Mannig- 
faltigkeiten, deren Schnittpunkte gesucht werden, in eine allgemeine Lage zu- 
einander, indem man die éine mit unbestimmten Transformationsparametern 
linear transformiert, und bringe sodann die Mannigfaltigkeiten zum Schnitt. 
Aus diesem allgemeineren Schnittproblem gewinnt man das urspriingliche 
zuriick, indem man die Transformationsmatrix U als Einheitsmatrix Z 
spezialisiert. 

Es handelt sich nun darum, eine Multiplizitatsdefinition zu finden, 
die die obige Forderung der ,,Erhaltung der Anzahl“ erfiillt. Da hier 
die Bézoutsche Resultante ebenso wie die Riemannsche Flache und der 
idealtheoretische Langenbegriff versagt (vgl. § 11, Schlu8), so mu8 ein 
neuer Begriff an ihre Stelle treten. Dieser ist der von mir in der 
schon zitierten Arbeit W, eingefiihrte Begriff der ,,relationstreuen Spezia- 
lisierung“. Es gibt, wie ich dort zeigte, zu dem vollstindigen Schnitt- 
punktssystem X"’,...,X der in allgemeine Lage gebrachten Mannig- 
faltigkeiten ein und im wesentlichen nur ein Schnittpunktssystem Y’,..., ¥ 
der urspriinglichen Mannigfaltigkeiten, derart, da8 alle zwischen den Ko- 
ordinaten der Punkte X“’ und den Transformationsparametern bestehenden 
algebraischen Relationen bei der Spezialisierunng X‘ — Y“’, U— E be- 
stehen bleiben. Die Multiplizitat ist die Zahl, die angibt, wie oft ein 
Schnittpunkt unter den Punkten Y” vorkommt. 

Auf Grund dieser Multiplizitatsdefinition, die selbstverstindlich dem 
Prinzip der ,,Erhaltung der Anzahl“ geniigt, hat die zu beweisende Be- 
hauptung einen prazisen Sinn, und eben wegen dieser ,,Erhaltung der An- 
zahl“ ist sie aquivalent mit der folgenden: 

Sind M und M’ algebraische Mannigfaltigkeiten von r und n—r- 
Dimensionen im projektiven "Raum, und unterwirft man eine der 
beiden, etwa M, einer linearen Transformation U mit unbestimmten 


5) H. G. Zeuthen, Abzihlende Methoden (1914), S. 30. Fiir beliebige r hat Zeuthen 
einige Andeutungen fiir einen Beweis gegeben, aber keinen vollstindigen Beweis und 
keine Multipli itatedefinition 

®) Vgl. die Ausfiihrung dazu in § 6 meiner Arbeit ,Der Multiplizititsbegriff der 
algebraischen Geometrie“, Math. Annalen 97 (1927), S. 756 (im folgenden mit W, zitiert) 

32% 
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Koeffizienten, so ist die Anzahl der Schnittpunkte von M' mit der trans- 
formierten Mannigfaltigkeit MU gleich dem Produkt der Gradzahlen von 
M und M’*) ( Hauptsaiz). 

Zum Beweis dieses Satzes wird eine Methode angewandt, deren 
Grundgedanke sich schon in der Literatur der abzihlenden Geometrie vor- 
findet, und die systematisch (wenn auch nicht exakt) vor allem von 
G. Schaake*) angewandt worden ist, nimlich die folgende. Die Mannig- 
faltigkeit M wird einer ausgearteten linearen Transformation (vermittelt 
durch eine méglichst allgemeine Matrix vom Rang n — r + 1) unterworfen. 
Sie geht dabei in eine Mannigfaltigkeit MW iiber, die in so viele lineare 
Raume zerfallt, wie der Grad von M betrigt. Die Anzahl der Schnitt- 
punkte dieser zerfallenden Mannigfaltigkeit MW mit M’ ist gleich dem 
Produkt der Gradzahlen von M und M’. Dieses Schnittpunktssystem ent- 
steht nun wie vorhin durch relationstreue Spezialisierungen aus dem 
Schnittpunktssystem von MU und M’, und zwar entsteht, wie gezeigt wird, 
jeder Schnittpunkt genau einmal (m. a. W. alle Multiplizitaten sind eins). 
Also ist die Anzahl der Schnittpunkte von MU und M’ auch gleich dem 
Produkt der Gradzahlen von M und M’. 

Die nahere Ausfiihrung des eben skizzierten Beweises geschieht mit 
den Hilfsmitteln der Idealtheorie*), die zu diesem Zwecke vorher in einigen 
Punkten ausgebaut werden muB, was in den einleitenden §§ 2—6 geschehen 
wird. In § 2 wird ein allgemeiner ProzeB behandelt, der aus Idealen 
wieder Ideale, und zwar isolierte Komponenten der ersteren erzeugt, und 
der eine Erweiterung der Hentzelt-Noetherschen ,,Grundidealbildung* dar- 
stellt. Dieser ProzeB wird gebraucht fiir die Untersuchung des Verhaltens 
eines Polynomideals in einem gegebenen Punkt, und wird in § 3 noch ein- 
mal verwendet, wo es sich darum handelt, den Ubergang vom projektiven 
zum Cartesischen Raum (oder von homogenen zu inhomogenen Koordi- 
naten) idealtheoretisch zu erfassen. 








”) Es ist natiirlich fiir die Anzahl der Schnittpunkte gleichgiiltig, ob man YM allein, 
oder M’ allein, oder beide unabhingiz voneinander einer allgemeinen linearen Trans- 
formation unterwirft, da man immer durch eine simultane Transformation von M und 
M’ die Transformation von M’ riickgingig machen kann. 

*) G. Schaake, Afbeelding van stelsels figuren op de punten eener lineaire ruimte, 
Diss. Amsterdam 1922, 8S. 147—188. 


®) Fiir die Grundlagen der Idealtheorie in Polynombereichen und ihrer geome- 
trischen Anwendungen, sowie fiir weitere Literatur dariiber verweise ich auf meine zu- 
sammenfassende Arbeit ,Zur Nullstellentheorie der Polynomideale*, Math. Annalen 96 
(1926), S. 183. Sie wird im folgenden mit W, zitiert. Fiir die kérpertheoretischen 
Sitze, die zur Verwendung kommen werden, verweise ich auf die grundlegende 
Steinitzsche Arbeit ,Algebraische Theorie der Kérper“, Journ. f. Math. 137 (1910). 
S. 167—309. Im folgenden mit ,,Steinitz“ zitiert. 


st i A 
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§ 4 ist eine Zusammenfassung der Ergebnisse von Hilbert und Lasker 
iiber die ,,charakteristische Funktion“ eines von Formen erzeugten Ideals. 
Diese charakteristische Funktion eignet sich in einigen einfachen Fallen 
zur Bestimmung der Schnittpunktsmultiplizitaét, eignet sich aber nicht zu 
einer allgemeinen Definition derselben, weil sie nicht der ,,Erhaltung der 
Anzahl“ geniigt (vgl. § 11). Sie gibt aber immer eine obere Grenze fiir die 
Multiplizitét (§ 10). Mit Hilfe der Sitze von §5 iiber das Verhalten der 
Polynomideale bei Erweiterung des Grundkérpers (z. B. bei Adjunktion 
von Parametern) werden in § 6 die Schnittpunkte einer irreduziblen Man- 
nigfaltigkeit mit allgemeinen linearen Raéumen bestimmt. 

§ 7 enthalt den ersten Schritt zum Beweis des Hauptsatzes: den 
Nachweis, daB eine irreduzible Mannigfaltigkeit durch eine passend gewahlte 
,ausgeartete“ lineare Transformation in so viele lineare Raume zerfallt wie 
ihr Grad betrigt. Die definitive Formulierung des Hauptsatzes erfolgt 
in § 8; der Beweis wird in §§ 9—11 zu Ende gefiihrt. §9 bringt auBer- 
dem den Nachweis, da8 die Schnittpunktsmultiplizititen niemals Null 
(also immer positiv) sind. 

In § 12 werden schlieBlich fiir den Fall r=1, also wenn M eine 
Kurve ist, die Multiplizitaéten durch charakteristische Funktionen von ge- 
wissen Idealen ausgedriickt, und damit der Anschlu8 an die Laskersche 
Multiplizitatsdefinition hergestellt. Der Nachweis, da8 die gefundene Formel 
mit der Henselschen Multiplizitatsdefinition iibereinstimmt, soll einer 
spaiteren Arbeit vorbehalten bleiben. 


§ 2. 


Die Komponenten der Ideale in einem Punkt. 


Es seien einige allgemeine Betrachtungen vorausgeschickt, die auch 
spater noch zur Anwendung kommen werden. 

In einem Ring i sei eine nichtleere Menge G gegeben, die zu je zwei 
Elementen a, b auch das Produkt ab enthalt. Ist nun m ein Ideal in R, 
so verstehe ich unter der tsolierten Komponente*’) mg von m in bezug 


20) Diese Bezeichnung rechtfertigt sich durch Satz 2. E. Noether versteht nimlich 
unter einem isolierten Komponentenideal von m einen Durchschnitt von irgend » Primar- 
idealen Gr ++> Vy die in einer unverkiirzbaren Darstellung von m durch ,,gréBte Pri- 
marideale“ 

m=[q,, tore qr] 
auftreten, voruusgesetzt, daB, wenn Pin ein zu einem %%, gehériges Primideal ist, und 
wenn irgendein zu einem q, gehdriges Primideal p, ein Vielfaches von p,, ist, dann auch 
q, unter den Idealen Qj.> <9 Uy vorkommt. Diese Voraussetzungen sind nach Satu 2 
fiir mg alle erfiillt. 


(Fortsetzung der FuGnote 10 auf nachster Seite.) 
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auf G@ die Menge aller Elemente f von §i, zu denen ein Element g aus G 
existiert, so daB 
fg =0(m). 
Offenbar liegt m in mg. Weiter: wenn m ganz in n liegt, so liegt 
Mg ganz in ng. AuBerdem gelten die folgenden Satze: 
Satz 1. mg tst ein Ideal. 
Beweis. Wenn fg=0(m), so folgt daraus rfg=0(m), d. h. wenn 
f zu mg gehért, so gehért auch rf dazu. Und wenn f,g,=0(m) und 
fe9e = 0(m), so folgt daraus 
(f; — fa) 9192 = (f,91) 92 — (fa92) 9. = 9(m), 
d. h. wenn f, und f, zu mg gehéren, so gehért auch f, — f, dazu. 
Satz 2. Wenn m als Durchschnitt von Primdridealen") dargestellt ist: 
m =([q,,---,4,], 
und wenn von den zugehdrigen Primdridealen™*) p,,..., Pp, nur P,,.-+, P, 
(<1) ein Element von G enthalten, so ist 
Mg = [9,415 +++» 4] 
(bzw. tg = R fiir den Fall s=—r). 
Beweis. Erstens: Aus 


f= 0(mg¢) 
folgt 

fg =0(m), 

fg = 0(q,) (¢=1,...,1). 
Nun ist aber fir i=s+1,...,r 

9= 0(p,), 
also folgt**) 

f = 0(q,) (¢=e+1,...,1r), 


f=0[0,,,,--->4,]- 


In der Hentzelt-Noetherschen Eliminationstheorie (Math. Annalen 88 (1923), 8. 53) 
wird der ProzeB, der uns von m auf mg fiihrte, angegeben fiir den Fall, daB @ besteht 
aus allen von 2,,...,2;—, freien Polynomen. Das Ideal mg heift dort ,,Grundideal 
(i—1)-ter Stufe*. Auch bei Macaulay kommt es vor (Macaulay, 8. 45, Nr. 43). 

Es sei noch bemerkt, daB alle Satze und Beweise ihre Geltung beibehalten, wenn 
man fiir G nicht eine Menge von Ringelementen, sondern eine Menge von Idealen 
nimmt, die zu a und 6 auch das Produkt a-6 enthilt. mg wird dann die Menge aller 
Elemente f von ®, zu denen ein g aus G existiert, so daB 


gf=0(m). 


1) W,, §1, 18. 
®) W,, §1, 18. 
%) W,, $1, 18. 
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Zweitens: Aus 


folgt 
(1) f9 =O[Q,415-++5 4] 


fiir beliebige g. Nun liegen in p,,...,p, Elemente g,,...,g, von G. - 
Wenn g, in p, liegt, so muB eine Potenz g” in q, liegen. Setzen wir also 


f= 0(4,41> 908 q,] 


ei 
i 


I= UG 


i 


so folgt 
g =0[4,,---4,), 
(2) fg = 0[4,,---14,]. 
Aus (1) und (2): 
fg = 0(m). 
Satz 3. Hes ist mgg= me, oder: aus fg =0(tig) folgt f= 0(me). 
Beweis. Aus fg =0(mg) folgt fgg’ =0(m), also f= 0(me). 
Satz 4. Sind m und n Ideale in Ri, so gelten die Relationen*) 
(3) (m, N)e =(mMg, t)e, 
(4) (m+ 1g = (mg N)¢. 
Beweis von (3). Erstens ist 


(m, n) = 0(mg, n), 
also 


(m, n)g = 0(mg, 1 )g. 
Zweitens: Aus 
f = 0(mg¢, N)¢ 
fg =0(mg, 0), 
fg=a+b, ag’=0(m), b=0(n), 
fgg’ =ag' + bg’ =0(m,n), 
f= 0(m, n)g. 


Genau ebenso beweist man (4). 


folgt 


Es sei nun {t insbesondere ein Polynombereich P[z,, ..., 7], und @ 
die Menge aller Polynome, die in einem festen Punkt A= {a,,...,«,} 
des Raumes C,(P) nicht verschwinden. Nach Satz 1 ist jedem Ideal m 
ein Ideal mg zugeordnet, das in diesem Fall mit m, bezeichnet werden 
soll. Ist m=([q,,...,9,], so hat man nach Satz 2, um my, zu finden, 
von den q; nur diejenigen beizubehalten, deren zugehérige Primideale den 


4) Fiir die Bedeutung von (m,n) und mn siehe W,, $1, 19. 
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Punkt A als Nullstelle*®) haben. Dementsprechend soll m4 die A-Kom- 
ponente von m heiBen. 

Aus Satz 4 folgen weiter die Gleichungen 
(5) (m, M)4 = (Ma, N)a- 
(6) (mn), =(my4n),. 

Das zum Punkt A gehérige Primideal 

(2%, — @,,...,2%, — &) 

werde immer mit a bezeichnet. Ein zu a gehériges Primiarideal, oder ein 
Ideal mit nur einer Nullstelle A, hei®t nach Macaulay **) einfach. I 

Satz 5. Ist m4 einfach, und 0 > dem Exponenten*’) von my, so ist 


m, = (m,a°*). 
Beweis. Erstens: 
jm =0(m,) 


| a® =0(m,), 
also 
(7) (m, a®) = 0(m,). 

Zweitens: Ist 
f=0(m,), 
so heiBt das 
fg=O(m), g(A)+0. 

Daraus 
(8) fg = 0(m, a®). 


Das Ideal (m,a°®) hat nur die Nullstelle A, also enthalt g keine Null- 

stelle des Ideals. Daraus und aus (8) folgt (vgl. W,, § 5, 8). 
f=0(m, a°), 

also 
(9) m, = 0(m,a°*). 

Aus (7) und (9) folgt die Behauptung. 

Man kann diese Satze noch verallgemeinern, indem man fiir G nimmt 
die Menge aller Polynome, die in endlichvielen Punkten A, B,..., D nicht 
verschwinden. Um jetzt mg zu erhalten, hat man von den Primirkompo- 


nenten von m diejenigen beizubehalten, die in A oder B... oder D eine 
Nullstelle haben. Daraus folgt: 


Mg = | M4, Mg, ..., Mp}. 


) W,, §3, 4. 
18) Macauly, 8. 36. 
1”) W,, $1, 18. 
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Genau so wie Satz 5 beweist man jetzt: 


Satz 6. Sind A, B,..., D isolierte Nulistellen eines Ideals m, d. h. 
sind M4, Mg, ..., Mp einfache Komponenten von m, und ist o> allen 
Exponenten dieser Komponenten, so ist 


[m4, Mg,..-, Mp] =(m, a®b®... d*). 


§ 3. 
Homogene Ideale und projektive Riume. 

Sei P ein algebraisch-abgeschlossener Kérper**), x,,..., z,, Unbestimmte 
und % = P[z,,..., 2, ]. 

Unter einem Punkt des Cartesischen Rawmes C,,(P)**) wird verstanden 
ein Wertsystem {é,,...,&,} aus P. Unter einem Punkt X = {é,,..., &,} 
des projektiven Raumes P,(P)*°) wird verstanden die Gesamtheit der 
Wertsysteme {4£,,...,4&,} aus P, wo &,...,&, feste Elemente sind, 
nicht alle = 0, und wo 4 alle Werte aus P durchlauft. Ein Punkt von 
P,(P) ist also nichts anderes als eine Gerade durch den Koordinaten- 
ursprung im C,,,(P). Die n+ 1 Elemente &,,...,&, heiBen die Koordi- 
naten des Punktes. Die Elemente 1£,,...,4&,, wo 4+ 0, kénnen als 
Koordinaten des namlichen Punktes verwertet werden. 

Ist &, +0, so kann man dem Punkt X = {é,,..., &,} des P, (P) den 


Punkt X={2,....¢} des C,(P) zuordnen. Die Punkte des P,(P) fiir 


die +0, und die Punkte des P,(P) entsprechen sich so umkehrbar 


eindeutig. Die Elemente # heiBen die inhomogenen Koordinaten des 
0 


Punktes X. Sind eine endliche Anzahl Punkte gegeben, so kann man 
durch eine lineare Koordinatentransformation immer erreichen, da8 fiir 
alle diese Punkte zugleich &,+ 0 ist, sodaB man fiir alle diese Punkte 
zugleich inhomogene Koordinaten einfiihren kann. 

Ein homogenes Ideal oder H-Ideal™) in R= P[z,,...,2,] ist ein 
solches Ideal, das mit einem Polynom f zugleich alle homogenen Bestand- 
teile von f enthailt. Ein homogenes Ideal hat offenbar eine Basis aus 
homogenen Polynomen oder Formen, denn die Polynome einer beliebigen 
Basis kénnen in homogene Bestandteile aufgelést werden. 

Umgekehrt ist jedes Ideal, dessen Basis aus Formen besteht, homogen. 

Sei m ein H-Ideal in Rt. Vorausgesetzt werde, daB {0,..., 0} nicht 
die einzige Nullstelle des Ideals ist. Ist dann {&,,...,&,} eine andere 


18) Steinitz 8. 260. 

1%) W, § 4, 1. 

®) W, § 2, SchluB. 
%) Macaulay, S. 36. 
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Nullstelle von m im C,,,(P), so sind auch alle Punkte {/é,,..., 4&,} 
Nullstellen. Also kann man die Nullstellen zusammenfassen zu Nullstellen- 
klassen {2&,...,4&,}, die Punkte von P,(P) sind. M.a.W. man kann 
die Mannigfaltigkeit von m in C,,,(P) auch auffassen als Mannigfaltig- 
keit in P,(P). 

Es soll gezeigt werden, da8 zwischen den H-Idealen in R =P [2,,..., 2, ] 
und den Idealen in % = P[z,,..., z,] ein Entsprechen stattfindet, ahnlich 
dem zwischen den Punkten X des P,(P) und den Punkten X des C, (P) 
(siehe oben). 

Aus einem Polynom f(z,,...,z,) von St entsteht, wenn man z, = 1 
setzt, ein Polynom /(z,,...,2,) von R. Jedes Polynom f von ft ent- 
steht dabei mindestens einmal. Summen f, + f, und Produkte f, f, gehen 
dabei wieder in Summen /, +f, und Produkte /, f, iiber (,,Meromorphis- 
mus“). Daraus folgt, daB aus einem Ideal m in R wieder ein Ideal m 
in R entsteht. 

Wahlt man fiir m insbesondere ein H-Ideal, so braucht man fiir die 
Berechnung der Polynome f von ii nicht alle Polynome f von m zu be- 
nutzen, sondern man kann sich auf die Formen von m beschranken. Man 
kann nimlich jedes Polynom f von m in homogene Bestandteile spalten, 
die ebenfalls zu m gehéren, und diese Bestandteile mit solchen Potenzen 
x multiplizieren, daB sie den gleichen Grad bekommen. Die Summe ist 
dann eine Form von m und ergibt fiir x, = 1 dasselbe Resultat wie das 
urspriingliche Polynom. 

Ist umgekehrt ein Ideal im in R gegeben, so erzeugen alle Formen 
in ®, die durch die Substitution z,—1 in Polynome von m iibergehen, 
ein Ideal m,, das (weil es von Formen erzeugt wird) H-Ideal ist, und 
das bei der Substitution z,— 1 offenbar wieder das Ideal im ergibt. 

Das so konstruierte H-Ideal soll das zu m dquivalente H-Ideal 
heiBen**), 

Satz 7. Das zu m dquivalente H-Ideal m, ist das wmfassendste 
H-Ideal, das bei der Substitution x,=1 wieder m ergibt. 

Das heiBt: Jedes H-Ideal m, das bei der Substitution z, — 1 wieder 
m ergibt, ist Untermenge (Vielfaches) von my. 

Beweis. m wird erzeugt von Formen, die bei der Substitution x, = 1 
in Polynome von im iibergehen; diese Formen liegen in my, also ist m 
Untermenge von my, g. e. d. 

Ist m ein H-Ideal und i wie oben definiert, so soll das zu m dqui- 
valente H-Ideal immer mit m, bezeichnet werden. Wir studieren die 
Beziehung zwischen m und my,. 


®) Macaulay, 8. 39. 
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Aus Satz 7 folgt zunichst 
m = U(m,). 
Weiter gilt 
Satz 8. m, ist die Menge aller Polynome f, fiir die eine Potenz x§ 
existiert so dap 


af f=0(m). 


Beweis. Erstens: Aus 25 f= 0(m) folgt, indem man fin homogene 
Bestandteile f, spaltet, 2 f,=0(m); daraus weiter, indem man z, = 1 
setzt, f, = 0(m), und daraus f;=0(m,), mithin f= 0(m,). 

Ist umgekehrt f ein Polynom von m,, so ist f eine Summe von 
Formen f,, die bei der Substitution x —1 in Polynome f, von mi iiber- 
gehen. Diese f, entstehen ihrerseits durch die Substitution z,—1 aus 
Formen g,; von m. Wenn aber zwei Formen /,,g; bei der Substitution 
2, = 1 dasselbe Polynom /; ergeben, so unterscheiden sie sich bloB um 
Faktoren z,, d.h. es ist 


@ 
af‘ f; = Xo 9; 


Ist nun @ = max(g,), so folgt 
af f; = 0(m), 
mithin wegen f= =f: 
zef= 0(m), 


womit der Satz bewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt, daB man die Beziehung zwischen m und m, 
der in § 2 gegebenen allgemeinen Theorie unterordnen kann, indem man 
unter G@ versteht die Menge aller Potenzen von z,. Insbesondere gilt 
Satz 2: 

Wenn m als Durchschnitt von Primdridealen dargestellt ist: 


m= [q,, sees q,]; 


und wenn von den zugehdrigen Primidealen p,,...,p, nur p,,---,P,(8 Sr) 
eine Potenz von x, enthalten, so ist 


My = [4,415 +++> 4,]- 


Soll ein Primideal eine Potenz von 2,, also z, selbst enthalten, so 
mu8 in der allgemeinen Nullstelle {&,, ..., &,} des Primideals £, =O sein. 

Wir heben nun aus den q, besonders diejenigen hervor, die als einzige 
Nullstelle den Urspruug {0,...,0} haben, d. h. deren zugehériges Prim- 
ideal ist u=(z,,...,2,), falls solche vorhanden sind. In den allgemeinen 
Nulistellen aller iibrigen zugehérigen Primidealen p, ist mindestens eine 
Koordinate §;+ 0. Also la8t es sich durch eine lineare Koordinaten- 
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transformation erreichen, daB in allen diesen allgemeinen Nullstellen &, + 0 
ist. Wir wollen uns diese Koordinatentransformation immer vorher aus- 
gefiihrt denken. Unter dieser Voraussetzung vereinfacht sich der eben 
formulierte Satz zu: 

Satz 9. Aus einer Darstellung von m als Durchschnitt von Primédr- 
idealen erhalt man eine ebensolche Darstellung fiir m,, indem man die 
Primdrideale auslaBt, die nur die eine Nullstelle {0,...,0} haben. 

Es sollen jetzt noch einige formale Relationen zwischen den Idealen 
m, im, m, abgeleitet werden. 

Satz 10. Ist m=(f,,...,f,), 80 tat 


mi = (f,,...,f,). 
Beweis: Klar. 
Folgen. 1. (im, 1) =(m, 1). 
2. mn =m.n. 


Satz 11. Sind m, n zwei H-Ideale derart, daB nach vorheriger 
Koordinatentronsformation (siehe oben ) 


m=n, 
8o bestehen Relationen der Gestalt 
le = 0(n) 
uen =O(m) *)’ 
wo u=(2,,.--,%,) gesetat ist. 
Beweis. Sei, wie in Satz 9, 


und 
Mtg = [4,415 -++5.4,]- 


Da m, das zu m Aquivalente und n, das zu ii aquivalente H-Ideal ist, 
und da m=n, so mu8 m,—n,. Ist nun o der gréBte der Exponenten 


der (zum Primideal u gehérigen) Primarideale q,, ...,4,, 80 ist 
(1) ue = 0([q,,.--,4,]). 

Auch ist 

oder a 

(2) n= 0((9,,,,--->4,)]- 


**) Diese Relationen bilden den bequemsten algebraischen Ausdruck fiir die Tat- 
sache, daB, sobald m =n, die Ideale m, n sich bloB unterscheiden kénnen um Primir- 
komponenten, die zum Primideal u gehéren, also die einzige Nullstelle {0, ..., 0} haben. 














Verallgemeinerung des Bézoutschen Theorems. 509 


Aus (1) und (2) folgt 
ulm = 0[q,,.-.,Q,4a9 +99 G,)> 
oder 


uen =0(m). 
Genau so beweist man 
u’ m/= 0(n); q. e. d, 

Ist X = {A4&,,..., 4&,} eine Nullstellenklasse von m im P,(P), und 
ist + 0, so kann man (durch Multiplikation mit einem passenden Pro- 
portionalitatsfaktor) erreichen, daB &, = 1 ist. Dann ist x = | ree | 
Nullstelle von ™m. 

Ist umgekehrt X Nullstelle von ii, so ist X Nullstellenklusse von m. 
Die Mannigfaltigkeit von m im C,(P) wird also aus der von m im P, (P) 
dadurch konstruiert, da8 man zu allen Punkten X der letzteren, soweit 
sie nicht in der Hyperebene &,= 0 liegen, die entsprechenden Punkte X 
des C,(P) aufsucht. 

Ist insbesondere p ein Primideal, und ist {0,...,0} nicht die einzige 
Nullstelle von p, so ist nach Satz 9 p, =p. Es gilt weiter: 

Satz 12. Ist p prim, und {0,...,0} nicht seine einzige Nullstelle, 
so ist auch } prim, und jede allgemeine Nullstelie**) {&,,...,&,} von B 
ergibt, wenn A eine neu adjungierte Unbestimmte ist, eine allgemeine Null- 
stelle {A,1&,,..., 2&,} vor p. 

Beweis. 1. Ist fg =0(p) und sind f,g die durch Homogenisieren 
aus f, 9 gebildeten Formen, so folgt fg = 0(p,), also entweder f = 0(p,) 
oder g =0(p,), also entweder f = 0(p) oder 9 = 0(p). Also ist prim. 

2. DaB {2,46,,...,4&,} Nullstelle von p ist, wurde oben schon be- 
merkt. Ist nun f ein Polynum in P[z,,...,x,,], und ist f(4,4&,,...,4&,) =0, 
so kann man zuniachst f in homogene Bestandteile zerlegen: 


f= 2fi- 
Ist y, der Grad von f;, so folgt 
f(A, AE, 0 AE) = DA" GCL, G+ +0 Ey) = 0, 


f,(1, §,, «++, &) = 0, 


also 


also 
f( 1s yy + +09 ty) = 0(B), 


fi (sg By, +1 %y) = O(P,) = 0(p), 
f= Sf, = 0(p). 

Mithin ist {4,4é,,...,4&,} allgemeine Nullstelle von p. 

4) WW, 88,4 
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Ist r die Dimensionszahi von p *°), so ist offenbar r + 1 die Dimensions- 
zahl von p, weil durch die Adjunktion von 4 der Transzendenzgrad der 
allgemeinen Nullstelle um eins vermehrt ist. Man ist gewohnt, bei der 
Berechnung der Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit M von p im P,(P) 
den Parameter / als unwesentlich zu betrachten, also unter dieser Dimensions- 
zahl die Zahl r zu verstehen. Die Dimensionszahl einer irreduziblen Mannig- 
faltigkeit im projektiven Raum unterscheidet sich demnach um eins von 
der Dimensionszahl des zugehérigen H-Ideals. Die Zahl r, die fiir H- Ideale 
im allgemeinen eine gréBere Rolle spielt als die wirkliche Dimensions- 
zahl r-+-1, wollen wir. die réduzterte Dimension des H-Ideals p nennen. 
Die reduzierte Dimension eines Primarideals wird definiert als die des zu- 
gehérigen Primideals, und die eines beliebigen Ideals als die der héchst- 
dimensionalen Primarkomponente. 

Auch fiir H-Ideale kann man die Komponente in einem Punkt bilden 
(vgl.§ 2). Ist Y= {m,...,,} ein Punkt im P,(P), m ein H-Ideal, so 
wird die Y-Komponente my von m definiert als Gesamtheit derjenigen 
Polynome f, zu denen eine Form g existiert, so daB 


jf fg=O0(m), 
\g(¥) +0. 


Offenbar ist my wieder ein H-Ideal. Der Ubergang m—-my laBt 
sich ohne weiteres in die allgemeine Theorie des §2 einordnen, indem 
man unter G versteht die Menge aller Formen, die im Punkt Y nicht 
verschwinden. Demnach geltem auch hier die Gleichungen (5), (6) § 2, und 
kann man m, dadurch erhalten, daB man von den Primaérkomponenten von m 
nur diejenigen beibehalt, deren zugehérige Primideale in Y eine Null- 
stelle haben. 

Der Ubergang zu inhomogenen Koordinaten wird erméglicht durch 


Satz 13. Ist die Numerierung der Koordinaten so gewdhlt, dag 
No + 0 tst, so ist 


My — my . 
Beweis. Sei f Element von ity. Dann entsteht f aus einer Form f 
von my durch die Substitution xz, = 1. Also ist 


fg=O(m), g(Y)+0. 
Daraus 
fg=O0(m), g(¥)+0, 
also gehért f zu iiiz. Gehdrt umgekehrt f zu itty, so folgt 


%) W, § 3, 5. 
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fg=O0(m), 9(Y)+0. 
fgxg=O(m), g(Y)+0, ne+0, 


f= 0(my), 
f = 0(my). 
§ 4. 


Die Hilbertsche charakteristische Funktion. 


Hilbert und Lasker haben einige Siatze entwickelt, die sich auf die 
Anzahl der modulo einem H-Ideal linear-unabhangigen Formen gegebener 
Ordnung beziehen. Sitze und Beweise sollen hier kurz rekapituliert werden, 
weil man die Sache noch etwas einfacher darstellen und allgemeiner fassen 
kann, als es in der (gegeniiber Hilbert durch Vermeidung der Syzygien- 
ketten schon sehr vereinfachten) Laskerschen Darstellung geschehen ist. 

Definitionen. Es sei P ein Korper und P[2,,...,2,] der aus ihm 
abgeleitete Polynombereich. Mit g(g@) bezeichnen wir die Anzahl der 
Potenzprodukte der 2,,..., 2, vom Grad 9. Mit »(o; a) bezeichnen wir 
die Anzahl der linear-unabhingigen Formen vom Grad 9 in einem H-Ideal a. 
Mit (0; a) schlieBlich bezeichnen wir die Anzahl der modulo dem Ideal a 
linear-unabhingigen Formen vom Grad @, oder die Anzahl der unabhingigen 
linearen Gleichungen, die die Koeffizienten einer Form g-ten Grades zu 
erfiillen haben, damit die Form im Ideal liegt. Auf die y-Funktion kommt 
es im folgenden hauptsichlich an. 

Offenbar ist: 


(1) P(e) = P(e; (1), 
(2) ~(@; a) = (0) — v(e, a). 
Satz 14. Sind a,b zwei H-Ideale, (a,b) thre Summe, [a,b] thr 
Durchschnitt, so ist 
(3) p (0; (a, b)) = y(e; a) + y(e; 6) — v(o; (a, b)), 
(4) z (0; (a, 6)) = (0; a) +2(0; 6) —x(0; [a, b)). 
Beweis. (3) ist unmittelbar klar. (4) folgt aus (2) und (3). 
Satz 15. Ist f eine Form vom Grad y, und relativ prim zu a (das 
letztere heiBt, daB aus fg =0(a) notwendig g = 0(a) folgt), so ist 
(5) z(0; (a, f))=2x(0;a)—2z(e — 75a). 
Beweis. Sei — das von f erzeugte Ideal. Wir bestimmen zunichst 


die Funktionen (0; f) und g(o,[a,f]). Alle Formen vom Grad g in f 
haben die Gestalt f-g, wo g den Grad 9 — y hat. Also folgt 


(6) (oe; f)=¢(e—?7).- 
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Die Formen vom Grad g in [a,f] miissen sowohl in f liegen, also die 
Gestalt f-g haben, als auch in a liegen: 
f-g = (a). 
Aus dieser Kongruenz folgt aber g = 0 (a), und umgekehrt. Also ist die 


Anzahl der linear-unabhingigen Formen f-g vom Grad @ in (a, f] gleich 
der Anzahl der linear-unabhingigen Formen g vom Grad 9 — yina. Also: 


(7) (oe; (a, f])=e(e— 75a). 
Nunmehr hat man nach (4): 


z(o3(a,f)) = z(e;a) + x(e;f) — x(e; (a, f)) 


nach (2): 

= 1(0;a) — 9(0;f) — v(e; (a, f]) 
nach (6), (7): 

=2z(0;a)—9(e—y)+¢(e—734), 
nach (2): 


=2(0;a)—z(@— 73a). 
Satz 16. Ist {0,...,0} die einzige Nullstelle des Ideals a, so ist 
fiir hinreichend hohe o: 


x(g;a)=0. 
Beweis. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz**) liegt jedes Potenz- 
produkt von hinreichend hohem Grad im Ideal. . 


Satz 17. Ist a ein H-Ideal und d seine reduzierte Dimension, so 
wird die Funktion z(0;a) fiir hinreichend hohe o dargestellt durch ein 
Polynom in @ von der Gestalt 


(8) z(93a)=a,($)+4,(4°,)+.-.+4, (a, > 0) 


mit ganzzahligen Koeffizienten a,. Man nennt dieses Polynom die charak- 
teristische Funktion des Ideals. 

Beweis. Ist die reduzierte Dimension d= — 1, also die gewdhnliche 
Dimension Null, so hat das Ideal a nur die Nullstelle {0,...,0} und 
nach Satz 16 ist y(e;a)—0. Wenn man also die Null als Funktion 
(—1)-ten Grades von 9 ansieht, so stimmt der Satz fiir Ideale der redu- 
zierten Dimension —1. Es sei also d>0O, und der Satz sei fiir alle 
reduzierten Dimensionen kleiner als d bewiesen. Das gegebene Ideal a lat 
sich darstellen als Durchschnitt von Primiridealen: 


a=[q,,---54,], 


wo alle q,; héchstens die reduzierte Dimension d haben, und wo mindestens 
ein q, wirklich diese Dimension erreicht. Setzt man den Satz fiir Primar- 





*) W, $5, 9% 
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ideale, sowie (falls r > 1) fiir Durchschnitte von weniger als r Primar- 
idealen als bewiesen voraus, so folgt aus (4) 


(050) = x(9;[[0,,---» 4,2], 4,]) 
= 4(05 (41) ++» G,-1]) + 2(034,) — 2(05 (Lys «+ +2 4-1], 9,))- 
Das letzte Ideal ([{q,,...,q,_,]q,) hat eine reduzierte Dimension < d, 
also hat seine y-Funktion die gesuchte Gestalt mit a,=0. Die ersten 
beiden Glieder in der vorigen Gleichung haben diese Gestalt nach Annahme 
auch (mit a,>0); also muB auch die linke Seite diese Gestalt haben. 
Somit bleibt nur, den Satz fiir Primirideale zu beweisen. Sei u primir 
und p das zugehérige Primideal. Wir wahlen eine Linearform 1, die nicht 
in p liegt. Dann hat (a,7) héchstens die reduzierte Dimension d, und 1 
ist zu a relativ prim. Also gilt (5): 


(9) z(@3 (a, l)) =%(0;a)—z(e —1; a). 
Nach Induktionsvoraussetzung hat die linke Seite fiir 9 > 0, die Gestalt 


Oy ( 42s) +Oi(g eg) tee + Oans (a4,=0). 


Aus der Rekursionsformel (9) findet man nun: 


%(03 4) — 209; a)—a,{(°") i (“7")} 


o+1 +1 ; 
+ 0,{(671)—(G2r)} t+ Hea (e ~ 00): 
Wenn man alle Konstanten zusammensucht und a, nennt, und beachtet, 


daB (** ") oa (¢) se A ist, so steht die Behauptung (8) da. 


\ 


Den (nichtnegativen) Koeffizienten a, von ( 4 kann man den Grad des 


Ideals q nennen, weil er auf das engste mit der Anzahl der Schnittpunkte 
der zugehérigen Mannigfaltigkeit mit einem allgemeinen linearen Raum 
von n —d Dimensionen zusammenhangt*’). Aus dem eben gegebenen Be- 
weis folgt noch: 


Satz 18. Der Grad eines H-Ideals ist die Summe der Grade der 
Primdadrkomponenten gleicher Dimension. 

Fiir d=0 besteht die charakteristische Funktion nur aus einem 
Glied a,. Das Ideal hat Nullstellen, die von {0, ...,0} verschieden sind, 
und es gibt von beliebig hohem Grad Formen, die nicht in allen diesen 


*?) Fiir Primideale ist nimlich Giad des Ideals = Grad der Mannigfaltigkeit. Fiir 
Primarideale laBt sich zeigen: der Grad ist gleich! mal dem Grad des zugehérigen 
Primideals, wo J die Lange“ des Primirideals ist, d. bh. die Lange einer maximalen 
Kette von Primaridealen q =9,,4,,--.,4:=) (Qj4, echter Teiler von q,), die zum 
selben Primideal gehéren. Vgl. meine unter ‘) zitierte Arbeit. 
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Nullstellen verschwinden, also nicht dem Ideal angehéren; demnach ist 
a,>0. Dasselbe gilt nun, wie wir zeigen werden, fiir jede beliebige 
Dimension : 


Satz 19. Der Grad eines H- Ideals a der reduzierten Dimension d => 0 
ist eine positive ganze Zahl. 

Es geniigt, den Satz fiir Primarideale zu beweisen; wir kénnen auBer- 
dem annehmen, es sei d>0, und der Satz sei fiir Ideale niedrigerer 
Dimension schon bewiesen. Ist a primar, p das zugehérige Primideal, 
und f=: 0(p), so folgt aus (5) durch Vergleichung der Koeffizienten von 
o*-' auf beiden Seiten: 


(10) Grad (a, f) = y-Grada, 


falls (a, f) genau die reduzierte Dimension d—1 hat. Hat aber (a, f) 
eine niedrigere Dimension, so hat man in (10) links Null zu schreiben. 
Die Behauptung wird nun bewiesen sein, sobald man eine Form f angeben 
kann, derart, daB (a, f) genau die reduzierte Dimension d — 1 hat. Geht 
man zu inhomogenen Idealen iiber, so ist also zu zeigen, da es ein 
Polynom f gibt, derart, daB (a, /) die Dimension d—1 hat. Nun sei p 
das zu @ gehérige Primideal, pf, ein Primteiler der Dimension d —1 
von §**), und / so gewahlt, daB f=0(p,), aber f==0(p). Dann ge- 
niigt f unseren Anforderungen und der Satz ist bewiesen. Nachtraglich 
folgt nunmehr, daB in (10) rechts niemals Null stehen kann, wie auch 
f==0(p) gewahlt werde, also daB (a,/) immer genau die reduzierte 
Dimension d —1 hat, 

Ist m ein H-Ideal und definiert man m, wie im § 3, unter Beriick- 
sichtigung der fiir Satz 9 nétigen Koordinatentransformation, so haben m 
und m, dieselben Primarkomponenten bis auf solche Komponenten, die 
nur eine Nullstelle haben, also dieselbe charakteristische Funktion. Nach 
§ 3 entspricht dem Ideal m bei Ubergang zu inhomogenen Koordinaten 
ein Ideal im, derart, daB die Formen vom Grad g in m, eineindeutig den 
Polynomen vom Grad <g in mM entsprechen, in die sie durch x, =1 
iibergehen. Also ist die Anzahl der linear-unabhaingigen Polynome vom 
Grad <o in m gleich der Anzahl der linear-unabhingigen Formen 
vom Grad 9 in m,, und ebenso die Anzahl der modulo it linear-unab- 
hangigen Polynome vom Grad <o gleich der Anzahl der modulo m, 
linear-unabhangigen Formen vom Grad g. Daraus und aus der Tatsache, 
da8 m und m, dieselbe charakteristische Funktion haben, folgt: 


Satz 20. Ist m ein d-dimensionales Ideal, so wird die Anzahl der 
modulo ii linear-unabhdngigen Polynome vom Grad <o fiir grofe o 





**) Einen solchen gibt es nach W, § 3, 8. 
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durch die charakteristische Funktion des H-Ideals m, also durch ein 
Polynom d-ten Grades der Gestalt (8) dargestellt. 

Ist insbesondere m nulldimensional (d = 0), so ist die charakteristische 
Funktion von m eine Konstante a,, Summe der ebenfalls konstanten 
charakteristischen Funktionen der Primarkomponenten gleicher Dimension. 
Also ist auch die Anzahl der modulo ™ linear-unabhangigen Polynome 
beliebig hohen Grades eine Konstante und gleich der Summe der ent- 
sprechend gebildeten Konstanten der Primarkomponenten. Man kann dieses 
auch so ausdriicken : 

Satz 21. Der Restklassenbereich R/im ist, wenn m nulldimensional 
ist, ein P-Modul von endlichem Rang. Dieser Rang ist gleich der 
Summe der Rangzahlen der Restklassenbereiche nach den Primarkompo- 
nenten und gleich der charakteristischen Funktion des H-Ideals m. 

Fiir nulldimensionale Primideale f ist der Rang von §t/f wegen der 
Isomorphie fi/p~P(é,,...,&,) (W, §3, 2) gleich dem Grad des Null- 
stellenkérpers P(é,,...,&,) in bezug auf P. Ist insbesondere P algebraisch 
abgeschlossen, so ist dieser Grad 1. Also ist in diesem Fall auch die 
charakteristische Funktion von p gleich 1. 


§ 5. 


Erweiterung des Grundkérpers. 
Es sei 2 ein Erweiterungskérper von P; es sei 
R — P[z,,..., z,] 


und 
Ro = Q[z,,...,z,]. 
Ein Ideal m in R erzeugt ein Ideal ino in Re. Wir untersuchen die 
Beziehungen zwischen m und mo. 
Satz 22. Der Durchschnitt von mo mit KR ist wieder m. 


Beweis®). is sei f ein gemeinsames Element von mg und R. Zu 
beweisen ist: 
fem *). 


Nach der Definition von imo ist 
r 
(1) f= S4,f,, fem, ae Q. 
1 
Driickt man die GréBen «, durch endlichviele linear-unabhingige Elemente 
1, @,,@,,-.. von Q mit Koeffizienten aus P aus, so kommt: 


f= Go +@,9,+.--., WO gem, 
) Vgl. W, § 6, 2. 
%°) ¢ heiBt: ist Element von. 
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mithin, da die w, linear-unabhingig in bezug auf P sind: 


f=» 0O=4g,,.-. 
also 


fem. 


Satz 23. Die charakteristische Funktion eines H-Ideals andert sich 
bei Erweiterung des Grundkérpers nicht. 
Beweis. Wir haben zu zeigen, dab 


z~(@3a) = z(@3 ae) 
oder, was nach (2) § 5 auf dasselbe hinauskommt, da8 


?(@;a) = p(0; a0) 

Sei nun f,,...,f, ein Maximalsystem von linear-unabhangigen Formen 
vom Grad @ in a, so daB sich alle Formen desselben Grades in a linear 
durch diese ausdriicken. Dann driicken sich auch alle Formen von ag 
linear durch die f, aus, und die lineare Unabhangigkeit bleibt bestehen, denn 
wiirde eine lineare Abhangigkeit im Kérper Q bestehen, so kénnte man 
damit ebenso verfahren wie oben mit der Gleichung (1), und kame zu 
einer linearen Abhangigkeit in P. Damit ist »(0;a)= (0; a9) bewiesen. 

Satz 24. Voraussetzung. 2 sei Galoisch in bezug auf P. YU sei 
ein Ideal in Ro, daB von lauter solchen Polynomen erzeugt wird, deren 
Koeffizienten von erster Art®*) in bezug auf P sind. U set mit mit allen 
seinen konjugierten Idealen in bezug auf P sdentisch. 

Behauptung. Y wird von einem Ideal a aus RK erzeugt. 

Beweis. Sei a der Durchschnitt von R mit UW, und ag wie vorhin 
das von a in Q erzeugte Ideal. ag ist sicher Untermenge von &; wenn 
wir zeigen kénnen, daB alle erzeugenden Elemente von & zu ay gehéren, 
so sind wir fertig. 

Sei f eine solche Erzeugende. Der Unterkérper I’ von Q, der durch 
Adjunktion der Koeffizienten von f und aller dazu konjugierten GréBen 
entsteht, ist Galoisch, von erster Art und von endlichem Grad in bezug 
auf P. Eine Basis von I sei (w,,..., ,,); die konjugierten Basen seien 
(wo, ..., 00") (k= 1,...,m). Das Polynom f driickt sich durch w,,..., ,, 
linear aus: 


(2) f= Sf,» f,eR. 


Durch Anwendung desjenigen Automorphismus von I, der (a,,..., @,,) 
in (w\”, ..., aff) iiberfiihrt, gehe f in f™ iiber. Es folgt 


k k 
(= Sho, 


%8) Steinitz § 13. 


4 
7 
‘ 
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Aus diesem Gleichungssystem lassen sich wegen | @"|+0 die f, aus- 
rechnen : 

f; a Sai" ft” 4 
Da die f, als Konjugierte von f, in & liegen, liegen auch die f, in U, 
also in a. Aus (2) folgt jetzt, daB f in ag liegt, q. e. d. 


Ist p ein nulldimensionales Primideal in P [2,....,2,], so ist die 
allgemeine Nullstelle {,,...,&,} algebraisch in bezug auf P. Man nennt 
p von erster Art, wenn alle &, von erster Art in bezug auf P sind; sonst 
von zweiter Art. 

Eine wichtige Eigenschaft der Primideale erster Art ist: 

Satz 25. Zs set p ein nulldimensionales Primideal von erster Art 
in KR. Es sei Q ein Galoischer Erweiterungskérper von P, der den Null- 
stellenkérper P(é,,...,&,) umfapt. Es seien {&{°,..., 8°} (a=1,...,) 
die zu &,, ...,&, konjugierten Wertsysteme in Q (oder die Nullstellen von 
pin 2). Dann zerfallt das von » erzeugte Ideal po in Ro in lauter 
verschiedene Primideale: 

Po = [p®, pee p) =p). p@,, pO, 
wo 
po _ (x, Fa é", sony DO ny . 

Beweis. Da p,...,p@ paarweise teilerfremd sind, ist Durch- 

schnitt = Produkt: 


[p, ..., pO] = p®- pe... p®, 


Das Produkt p™...p® ist mit allen seinen Konjugierten identisch, und 
wird erzeugt von Polynomen, deren Koeffizienten von erster Art in bezug 
auf P sind (sie hangen namlich nur von den é{" ab). Also wird es von 
P-Polynomen erzeugt (Satz 24). Ebenso wird po von P-Polynomen, nim- 
lich von den Polynomen von p erzeugt. Um also den Satz zu beweisen, ge- 
niigt es, zu zeigen, daB jedes P-Polynom in [p,..., p”] liegt sobald es 
in p liegt, und umgekehrt. 
Ein P-Polynom f gehért dann nur zu p, wenn 


f(E,,--..€,) m0, 


da ja {é,, ..., &,} eine allgemeine Nullstelle von p ist. Ist f(é,, ...,&,)=0, 
so ist allgemeiner fiir jedes « 


re, cere &) —_ 0, 
f= 0(p) 
f=([p®, ..., p®)), 


also 


fiir alle «, also 
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und derselbe Schlu8 gilt auch in umgekehrter Richtung. Damit ist die 
Behauptung bewiesen. 

Bei Erweiterung des Grundkérpers P andern sich nicht nur die Ideale, 
sondern auch ihre Mannigfaltigkeiten. 

Sei m ein Ideal und M seine Mannigfaltigkeit im C,(P), d. h. die 
Gesamtheit einer Nullstelle im Kérper P. Sei wieder mo das von m in 
Ro erzeugte Ideal. Wir bezeichnen mit My seine Mannigfaltigkeit. Sie 
besteht aus den Nullstellen des Ideals mg im Kérper Q, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, aus den Nullstellen der erzeugenden Polynome des 
Ideals, d. h. aus den Nullstellen von m im K6rper Q. 

Ist insbesondere P algebraisch-abgeschlossen, und ist n das zu M ge- 
hérige Ideal (die Gesamtheit aller P-Polynome, die auf M verschwinden), 
so ist nach dem Hilbertschen Nullstellensatz 

neé=0(m), m=0(n) 
also auch 


(no)® = 0(mo), Mo = 0(No), 


mithin stimmen nicht nur die Mannigfaltigkeiten von m und n, sondern 
auch die von my und ng iiberein. Dan unabhingig von m durch YM allein 
bestimmt wird, so werden auch ng und My durch M allein bestimmt: Mg 
hangt nur von M, nicht von m ab. 


§ 6. 
Schnittpunkte einer irreduziblen Mannigfaltigkeit mit allgemeinen 
linearen Riumen. 


Allen folgenden Untersuchungen werde ein fester algebraisch-abge- 
schlossener Kérper P, fiir den man sich etwa den Kérper der komplexen 
Zahlen denken kann, zugrunde gelegt. 

Dem Kérper P sollen abzahlbar-unendlich-viele Unbestimmte adjun- 
giert werden; zum so entstehenden rationalen Funktionenkérper sei 2 ein 
algebraisch-abgeschlossener Erweiterungskérper™). 2 hat dann die Eigen- 
schaft, daB es immer, wenn im Laufe der Untersuchung endlichviele GréBen 
aus Q verwendet worden sind, noch beliebig viele neue, von diesen GréBen 
unabhingige Unbestimmte in 2 gibt. Die Zugrundelegung des ein fiir 
allemal konstruierten Kérpers 2 erspart uns also die immer erneute Ad- 
junktion von Unbestimmten und alle Konstruktionen von algebraischen 
Erweiterungskérpern. Wenn im folgenden an irgendeiner Stelle ,,Un- 
bestimmte aus 2“ eingefiihrt werden, so sind damit immer gemeint solche 
Unbestimmte von Q, die von allen bis dahin verwendeten GréBen aus 2 
algebraisch-unabhangig sind. ; 


1) Steinitz, § 21, Satz 9 (S. 287). 
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AuBerdem hat 2 die folgende Eigenschaft: wenn irgendein Erweite- 
rungskérper von P von endlichem Transzendenzgrad*®*) gegeben ist, so ent- 
halt Q einen damit aquivalenten Unterkérper**). Insbesondere enthalt Q 
zu jedem Primideal aus einem Polynombereich P[z,, ...,2,] einen Null- 
stellenkérper**). 

Unter einem allgemeinen linearen "-"Raum im P, (2) werde ver- 
standen eine solche (n—r)-dimensionale Mannigfaltigkeit in P,(2), die 
aus den Nullstellen von r Linearformen 

= Su, %, 
mit unbestimmten Koeffizienten aus 2 besteht. 

Es sei ein fiir allemal M eine irreduzible r-dimensionale Mannigfaltig- 
keit in P,(P), und p das zugehérige Primideal in P [2,,...,2,]. po und 
Mo seinen definiert wie im § 4. Wir werden in diesem Paragraphen sehen, 
da8 M mit einem allgemeinen linearen “~"~* Raum, keine Schnittpunkte, 
mit einem allgemeinen linearen ""’Raum aber endlichviele Schnittpunkte 
hat. Die Anzahl dieser Schnittpunkte heiBt der Grad von M. 

Wie man diese Schnittpunkte zu finden hat, ist in der Eliminations- 
theorie schon wiederholt untersucht worden. Man verfihrt dabei entweder 
so (Kronecker, Hentzelt), daB man den Unbestimmten z,,..., 2, zuvor 
einer allgemeinen linearen Transformation unterwirft und dann diejenigen 
Punkte von M sucht, in denen etwa z,_,,,,..., %, gegebene (allgemeine) 
Werte haben; oder man sucht direkt durch Resultantenbildung (Mertens) 
die gemeinsamen Nullstellen von p und (n — r) allgemeinen Linearformen. 

Die Satze iiber die Schnittpunkte von M mit allgemeinen linearen 
Raumen, die wir hier brauchen werden, kommen daher in der Eliminations- 
theorie, vor allem in der Hentzeltschen, gréBtenteils schon vor, jedoch 
nicht in der idealtheoretischen Fassung, die fiir unsere Untersuchung ndtig 
ist, und auBerdem verquickt mit Eliminanten, Resolventen und Resultanten- 
formen, die wir nicht brauchen. 

Satz 26. Hin allgemeiner linearer "-*-'Raum in P,(Q) hat mit Mo 
keine Schnittpunkte. 


Beweis. Der "-*-'Raum bestehe aus den Nullstellen der Formen 


n 
b= Sunt (¢=1,...,7+1). 

%) Steinitz, § 23 (S. 299). 

33) Wenn man nimlich dem gegebenen Erweiterungskérper von endlichem Trans- 
zendenzgrad abzihlbar unendlich viele Unbestimmte adjungiert und algebraisch ab- 
schlieBt, so entsteht ein zu Q Aquivalenter Erweiterungskérper von P (Steinitz § 22, 
Satz 5; § 21, Satz 9). 

*) W,, $1, 4 
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Gesetzt, es wire X = {&,,...,&,} eim Schnittpunkt. Wir numerieren die 
Koordinaten so, daB &, +0, und kénnen dann annehmen &, = 1. Da X 
Nullstelle von p ist, so ist X = {é,,...,&,} Nullstelle von fp = py,-1 
(§ 3). Da § die Dimension r hat, so hat das System ¢,,..., &, héchstens 
den Transzendenzgrad r in bezug auf P, also um so mehr in bezug auf 
P(t, 1, Myer -++s Way y)- 

Da nun vermége 


” 
6, = 
Yin 7 > u;, &, = 0 


die u,, sich durch die &, und die iibrigen u;, ausdriicken lassen, so hat 
auch das System u,,,..-; U,4,; 9 héchstens den Transzendenzgrad r in 
bezug auf P(u,,, U,o,---, ep 8 entgegen der Voraussetzung, daB die 
u;, Unbestimmte sind. 

Hilfssatz 1. Voraussetzung. In Q sei &,,...,&, ein System 
vom Transzendenzgrad r in bezug auf P. Es seien u;, (t,k=1,...,n) 
Unbestimmte in 2, unabhdngig von den &, und es set gesetzt 
(1) i = 


U3, §, (¢==1,...,%). 


“hs 


Behauptung 1. &, ..., & sind algebraisch-unabhdngig in bezug 
auf P(u)*). 


2. &,...,é2 sind algebraisch und von erster Art**) in bezug auf 
P(u. &* g*) 37 
(ws, &,,.-+, & ) ™) 


Beweis. Zunichst eine Vorbemerkung. Eine beliebige Permutation 
der ersten Indizes der u;, erzeugt einen Automorphismus des Kérpers 
P(u,£). Dabei werden die ;* ebenso permutiert wie die u,,. Wenn wir 
also zeigen kénnen, daB es iiberhaupt r linear-unbhingige &7.,...,&* gibt, 
so folgt daraus vermége dieser Automorphismen, daB auch é;,..., & alge- 
braisch-unabhangig sind (Behauptung 1); wenn wir weiter zeigen kénnen, 
da8 mindestens ein weiteres £7, algebraisch und von erster Art in bezug 
auf £7,..., &% ist, so folgt ebenso vermége dieser Automorphismen, da8 
en algebraisch und von erster Art in bezug auf aT 
sind (Behauptung 2). 

Der Kérper P(u, ¢*) = P(u,é) hat den Transzendenzgrad r in bezug 
auf P(u). Also gibt es ein irreduzibles System £7, ..., £1, von dem jedes 
weitere £7, algebraisch abhingt. 


*) Das Symbol P(«) soll eine Abkiirzung fiir P(u,,, Uo, ---, Una) sein. 
%) Steinitz, § 13. 
87) Der Satz ist enthalten im Hilfssatz V- von E. Noether, Ejiminationstheorie und 





allgemeine Idealtheorie, Math. Annalen 90 (1923), S. 245. Der dort gegebene Beweis 
ist aber fehlerhaft. Der hier gegebene Beweis gilt auch fiir jenen Hilfssatz V. 
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Fiir Charakteristik Null**) ist jede algebraische GréBe zugleich von 
erster Art, also irgendein &{,, algebraisch und von erster Art in bezug 
auf P(u, é, mati &), womit nach der Vorbemerkung alles erledigt ist. 

Fiir Charakteristik p bilde man die Gleichung niedrigsten Grades in 
fi,,, welche &%,, mit &%,..., &% und den u,, verkniipft. Auf Grund der 
Vorbemerkung ist nur zu beweisen, da8 diese Gleichung in bezug auf min- 
destens eins der ¢), von erster Art ist. 

Wire sie das nicht, d.h. enthielte sie &*,..., &%,, nur in der p-ten 


Potenz, so kénnte man die linke Seite schreiben als Summe von Potenz- 
produkten 


TT (tu) = ayy args eos URN” (0S4, <p) 
mit Koeffizienten, die nur von 
ee eee | ae » th, 
abhingen. Die Gleichung wiirde also lauten: 
(2) 2D, () fy (Wha s Whar 09 We BPs oo 2) = 


Da die IJ, (uw) in bezug auf den Kérper P(u?,, uy, ..-, Ura Ey5 +s Ea)s 
in dem auch ‘die &*” liegen, linear-unabhangig sind, so folgt aus (2): 
fy (ME a> UEas ++» Wemr Gi?s +r Gangs) = 0 


fiir alle ~. Mindestens eins der f, mu8 &Z,, wirklich enthalten. Nun ist, 
da P algebraisch-abgeschlossen ist, f, eine p-te Potenz eines Polynoms g, 
von niedrigerem Grad; also erhailt man die Gleichung 

Jy (Uyrs Uyas ++ +s Ung gr. ..., dh,,)=0, 


die in &%,, von niedrigerem Grad ist wie die urspriingliche, entgegen der 
Voraussetzung. 

Hilfssatz 2. Es sei p ein Primideal in P([z,,...,2,], und 
{&,,...,&,} seine allgemeine Nullstelle. Ist nun r <n, so ist das Ideal 


P, = (Ps % — Fy +++» &, — &,) 
in P(é,,..., &) [a,, ..., 2] ebenfalls prim, und es hat wiederum die 
allgemeine Nullstelle {&,,..., §,}. 


Beweis. DaB® {é,,..., &,} eine Nullstelle von (p, z, — é,,..., 2, —€,) 
ist, ist klar, denn dieser Punkt ist eine Nullstelle sowohl von p, wie von 
a,—§,,...,%,—6&,. Bleibt also zu zeigen, daB die Nullstelle allgemein 
ist, d. h. daB, wenn f ein Polynom aus P(é,,...,&,)[2,,.-.,2%,] ist, aus 


f (Ey, «+09 &,) =O 





3) Steinitz, § 4. 
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folgt 
f = 0 (p,) < 
f hangt rational von é,,...,& ab. Ohne Beschrinkung der Allgemein- 
heit kann man f ganzrational in é,,..:, &, annehmen: 


fm Fb son Bon ye 20d) 


Ersetzt man in F' iiberall &; durch z;, so entsteht das Polynom 
F(2,,..-, 2%,» %,+++,%,), das noch immer die Nullstelle é,,...,&, hat, 
also, da es nur von den x abhingt, in p liegt. Weiter ist 


BE, 5 2005 Gp2B qo e009 Bq) S Fay, 00H,» 2 yy +0) %y) mod (2, — §,,...,2,—&,), 
also 
f= O(p, 2, —§,,...,2%, —€). 


Also ist die Nullstelle allgemein, und das Ideal p, prim. 
Eine kleine Spezialisierung der Voraussetzungen fiihrt unmittelbar zu: 
Hilfssatz 3. Hs sei p ein r-dimenstonales Primideal in P[z,,...,x,], 
und {&,,...,§,} seine allgemeine Nullstelle. Sind nun £,,,,...,§, alge- 
braisch und von erster Art in bezug auf P(é,,...,&,), so ist fiir unbe- 
stimmte t,,...,t, das Ideal 


C= (Pps Ty — bys ees z, — t,) 


in P(t)[z,,..-,2%,] prim, nulldimensional und von erster Art. 
Beweis. Zuniachst sind ¢,,..., ¢ algebraisch-unabhangig, also gilt 
die Isomorphie 
P(é,,...,€) & P(t,,...,#,). 


ore & 


Wir kénnen demnach in der Behauptung alle ¢; durch é; ersetzen, Dann 
geht c iiber in das Ideal p,, von dem im Hilfssatz 2 nachgewiesen wurde, 
da8 es prim ist und die allgemeine Nullstelle ¢,,...,&, hat. Diese allge- 
meine Nullstelle ist nach Voraussetzung algebraisch und von erster Art in 
bezug auf den Grundkérper P(é,,..., &); also ist p, nulldimensional und 
von erster Art. Das gleiche gilt vermége der Isomorphie fiir c. 

Auf Satz 25 und den Hilfssitzen 1 und 3 fuBt das Hauptergebnis 
dieses Paragraphen: 


Satz 27. Voraussetzung. Die r-dimensionale Mannigfaltigkeit M 
in P,(P) gehére zum homogenen Primideal p in R=P[z,,...,2,]. Hs 
seien u,, (t,k=1,...,m) und t, (i =1,..., 17) Unbestimmte in Q. Es 
sei L der allgemeine lineare *-"Raum in P,(Q), bestehend aus den Null- 
stellen der r-Linearformen 


l= — 1,2, + Su, %, (§=1,...,97). 
1 
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Behauptung. 1. Mg hat mit L nur endlichviele Schnittpunkte 
y",..., ¥ (8 >0) in P,(Q)®). Wie schon bemerkt, nennt man die posi- 
tive Zahl s den Grad von M. 

2. Die Koordinaten dieser Schnittpunkte sind, bet passender Wahl 
der Proportionalitatsjaktoren, konjugiert und von erster Art in bezug auf 
P (a4, ¢) = P (0,1. 0+ Mags bys - 00s b)- 


8. Das Ideal & = (Py, 1,,...,1,)*°) in Q[x,,...,2,] ist Produkt von 


lauter verschiedenen Primidealen, die je zu einem der Punkte Y",..., ¥™ 
gehéren. 
Beweis. Wir definieren neue Variable z* durch 
z* = 3 u,%, (¢=1,...,%). 
1 
Dann ist 
P(s)(z,,...,%,] =P(u)[a2y,..., 2%], 
O[s,, ....%] = Q(ay,....K*). 
Ist nun é,,...,&, eine allgemeine Nullstelle von fp,,), so ist, wenn 
man z\,..., 2%, als Variable desselben Polynombereichs P(w)[z,,..., 2,] 


betrachtet, eine allgemeine Nullstelle von §, ,, gegeben durch {é? » deal }, 
wo 

é* = Du, §,- 
Da nun nach Hilfssatz 1 die GréBen &*,,..., &. algebraisch und von 


erster Art in bezug auf P(é",..., é) sind, so laBt sich Hilfssatz 3 an- 
wenden, d. h. das Ideal 


(Doig? Tr — bay ++ +s Be — be) 


in P(u,t)[a*,..., 2¢] ist prim, nulldimensional und von erster Art. 
Schreibt man fiir die z* ihre Bedeutung, so sieht man, daB dieses Ideal 
dasselbe ist wie 


ee, eee oS 


Durch Erweiterung des Kérpers P(u,t) zu 2 geht es also iiber in a. 
Bei dieser Erweiterung bleibt es méglicherweise nicht mehr prim, aber 
nach Satz 25 zerfallt es in lauter verschiedene Primideale 


o aa a 
i= Ta; a) = (2, — 9, ...,%,— 9), 


3°) Dieser Satz zeigt, daB der Mertenssche Begriff der Stufenzahl eines homogenen 
Gleichungssystems, naémlich die Anzahl der allgemeinen linearen Gleichungen, die man 
hinzufiigen muB, um eine endliche Anzahl von Lésungsklassen zu erhalten, mit der 
Héchstdimension der zugehérigen Manigfaltigkeit iibereinstimmt. 
4°) Die Bedeutung der Querstriche ist dieselbe wie in § 3. 
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wo die Punkte ¥Y = {y{”, ..., 7°} konjugiert in bezug auf P(w, ¢) sind. 
Sie sind sicher diz einzigen Schnittpunkte von Mund JL, bei denen die erste 
Koordinate = 1 gewahlt werden kann, weil jedem solchen Schnittpunkt Y ein 
Punkt Y in C, (Q) zugeordnet werden kann, welcher eine gemeinsame Null- 


Es fragt sich also nur, ob es nicht Schnittpunkte gibt, deren erste Koor- 
dinate verschwindet. Ein solcher Punkt wire Nullstelle von (p,2z,). Die 
Mannigfaltigkeit von (p,2z,) ist aber, als echter Teil einer irreduziblen 
r-dimensionalen Mannigfaltigkeit, héchstens (r — 1)-dimensional, hat also 
nach Satz 26 mit L keine Punkte gemein. Also kann ein solcher Schnitt- 
punkt nicht existieren. 


Korrolar. Aus der hier abgeleiteten Gleichung 
© iw 
a= [fa 
1 


kann man nach Satz 11 zwei Relationen herleiten zwischen den H-Idealen, 
definiert durch 


u am (Hq, «- +3)» 
(3) a =(py,4,,...1,), 
a) = (x — 4 z,,...,2,— yi Xo), 


namlich die Relationen: 


(4) uea = 0(Jfa™), 
(5) u* Ja = 0(a). 


Diese Gleichungen bilden den bequemsten algebraischen Ausdruck fiir 
die Tatsache, daB die Ideale a =(p,,/,,...,2,) und Ta in allen ihren 
1 


Primarkomponenten, bis auf die zum Primideal u gehérigen, iibereinstimmen. 


§ 7. 


Das Verhalten der Ideale bei linearen Transformationen. 


Sei wieder Ry = Q[x,,...,z,], und sei V=(v,,) (6,4 =0,...,n) 
eine Matrix mit Elementen aus 2. Unter dem Transformierten fV eines 
Polynoms f mit der Matrix V soll verstanden werden das Polynom /fV, 
das aus f entsteht nach Ersetzung von z, durch Sv,;,2,. Unter dem 
Transformierten mV eines Ideals m mit der Matrix V soll verstanden 
werden das Ideal, das erzeugt wird von den transformierten Polynomen 
des Ideals m. 





ee ee os 
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Ist m=(f,,-.-,f,), 80 lassen die Transformierten des Polynoms 
f= S4,f; 
von m sich in die Gestalt 
fV= S(a,V-f,V) 
schreiben, also wird das transformierte Ideal erzeugt von f, V,..., f, V: 
mV =(7,V,...,f,V), 
d. h.: etn Ideal wird transformiert, indem man seine Basis transforméert. 


Daraus folgt direkt 
(a,b)V=(aV,6V). 


ab-V=aV-bV. 
Weiter folgt aus a= 0(6) immer aV= 0(6V). 
Ist m ein H-Ideal, also die Basiselemente f,,..., f, Formen, so sind 


auch f, V,...,f,V Formen, also mV ein H-Ideal. 

Ist M eine Mannigfaltigkeit, m das zugehérige Ideal, mV das trans- 
formierte Ideal, so bezeichnen wir die Mannigfaltigkeit von mV mit MV 
und nennen sie: die Transformierte von M. 

Ist V nichtsingular (|»;,| +0), so kann man aus den transformierten 
Idealen die urspriinglichen zuriickgewinnen, indem man mit der inversen 
Matrix V~* transformiert. 

Wir betrachten aber im folgenden insbesondere singulire Matrizes 
(geometrisch: ,,ausgeartete Transformationen“), und zwar Matrizes vom 
Rang n—r+1 (0Srcn). 

Jede Matrix V vom Rang n—r-+1 laBt sich bekanntlich in der 
Gestalt 

V=A "TB 


darstellen, wo A und B nichtsingulére Matrizes sind, und wo 7’ eine 
Diagonalmatrix 

t= 1 fir t¢=kion-—r 

t,=0 sonst. 


ist. Aus diesem Grund verstehen wir unter der allgemeinen Matrix vom 
Rang n—1+1 die Matrix 
W= STU, 

wo T wie oben definiert ist, und wo S und U Matrizes mit unbestimmten 
Koeffizienten sind. 

Unser Ziel ist, das Verhalten des (r + 1)-dimensionalen H-Ideals p, 
bei Transformation mit der allgemeinen Matrix vom Rang (n — r+ 1) 
zu untersuchen. Wozu diese Untersuchung nétig ist, wird sich aus dem 
nachsten Paragraphen ergeben. 
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Die Elemente der Matrizes S und U seien s,,, u;,, die in der inversen 
Matrizes s;,, ule. Wir setzen 


b= 34% (¢=n—r+1,...,m). 
Dann ist 


LS = SS ssn = % 

also,, wenn a = (po,l,_+41,---,l,) gesetzt wird, 
aS~* = (poS*, te41,-- +s Fn) 
Bei der Substitution z,—> St;, 2, gehen 2,-,41,-.-,% in Nulliiber. Also 
folgt 
aS T=(poS"T,0,...,0)=po8"°T 

aS“ TU=po8S ‘TU 
(1) aW=poW 
Fiir das Ideal a gelten die Gleichungen (4), (5) von $6, da es natiirlich 
nicht darauf ankommt ob die zur Definition von a verwandten Linear- 


formen mit J,, ..., 1, (vgl.(3) §6) oder mit J,_,41,..., 1, bezeichnet werden. 
Man hat also 


u°a = o(Zia), 
uw’ [fa = 0(a), 


wo s der Grad von M ist, und u, a@ die Bedeutung (3) § 6 haben. 
Durch Transformation mit W folgt daraus, wenn man (1) beachtet: 


(2) (uW)*-poW = 0( [7(a* W)), 
(3 ) (u Ww)’ . II(a W) = 0 (po W). 


Die Ideale u W, a) W sind leicht explizite hinzuschreiben. Die un- 
transformierten Ideale u, a‘ haben, wie ihre Definitionen (3) § 6 zeigen, 


die allgemeinen Nullstellen 
O = {0,.... 0}, 
baw. 


YO = {y, pms”, ..-. 6% }- 
Die letztere kann man noch etwas symmetrischer schreiben, indem man 
no = 1 setzt. Die transformierten Ideale uS~*, a‘ S~' haben demnach 
allgemeine Nullstellen, die man durch Transformation mit S gewinnt: 
OS = {0,...,0} 
Y"g—{ud,..., was}, 
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wo 


n 
i? = > Six ni” 
gesetzt ist. 
Also hat man fiir uS~* und a S$~* die Basisdarstellungen 


US" = (2, .-+5 %q)> 
a g-* = (as 2, — Ay” 29; oan zy, — yw Lo)- 


Nun waren die Punkte Y“ ihrer Bedeutung nach (vgl. die Definition 
der ny” in § 6) Nullstellen von J,= Ss,,2, ({>n—r). Also wird 


2 (a) 


A’ =0 fir i>n—r. Mithin ist 
a” §~* = ( ae a oy Gas s..3 a6... = pt i eee | 
Transformiert man jetzt weiter mit 7 und U, so folgt 
uS T= (aa, «++» Bene)s 
a” §'°T =(4" x, — Af” 2; Pe AS a), 
n n 
(4) uW=uS* TU = (Sigg zy, => 3'ty » 2%) ‘ 
0 


i) 


a” Ww a” gs TU 


(3) ™ (a) (a) 4 (a) (a) 
-_ (3 (48 Wiz — Ay Une) Les ---5 = (40° Un—r,& — Ase, wor) te ) 

Aus (4) sieht man, da8 uW gehdrt zu einem allgemeinen ’~*Raum L 
in P, (2), und aus (5) folgt, daB die Ideale a W geh6ren zu linearen Raumen 
[= («= 1,...,8), welche L enthalten. Die L™ sind alle verschieden, denn 
da die Punkte Y — {no”, shee no’ verschieden sind, so sind die trans- 
formierten Punkte YS = {45”, ..., 4,, 0,...,0} es auch, und sie sind 
die Schnittpunkte der Raume L U~* mit dem Raum &,-,41 =... = & =0. 


Die Mannigfaltigkeit von I (a W) ist die Vereinigung der linearen 
1 


Raume L",...,L. Sie enthalt die Mannigfaltigkeit von uW. Also folgt 
aus (3), daB sie auch die Mannigfaltigkeit von po W enthilt. 

Umgekehrt enthiilt die Mannigfaltigkeit von po Wdie RaumeL"’,..., L"> 
denn aus (2) folgt 

(u W)°-(po W) = 0(a W) 

also, da a W prim ist und u W=E0(a W): 
(6) poW=0(aW). 

Damit ist bewiesen: 


Satz 28. Die Mannigfaltigkeit von poW ist die Vereinigung der 
linearen Réwme L™,..., L". 
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Dieser Satz enthalt die fiir das folgende grundlegende, in der Ein- 
leitung erwahnte Tatsache, da8 die singulire Transformation W die Mannig- 
faltigkeit Mo in eine in lineare Raume zerfallende iiberfiihrt. 

Eine andere Folge der Gleichungen (2), (3) ist: 


Satz 29. Ist Y={n,...,7,} ein Punkt von L”, der nicht in L 


liegt, so ist 
(po W)y =a W ®). 
Beweis. Aus (6) folgt: 


(7) (po W)y = 0(a” W)y 
und aus (3): 
(8) ((u WY IT (a W)) = 0(poW)r. 


Da Y nicht Nullstelle von u W ist, und ebensowenig von a W(a + £), 
so hat man 
(u Wy — (1), 
(a W)y = (1) (a +p). 
Durch wiederholte Anwendung von (6) (§ 2) auf die linke Seite von 
(8) folgt jetat 
(9) (a® W)y = 0(po W)y 
Aus (7) und (9): 
(po W)y = (a W)y = a? W, 
weil Y Nullstelle des Primideals a” W ist. 


§ 8 
Der verallgemeinerte Bézoutsche Satz. Multiplizititen. 


Nach den Voruntersuchungen der vorangehenden Paragraphen sind wir 
imstande, den verallgemeinerten Bézoutschen Satz scharf zu formulieren 
und seinen Beweis in Angriff zu nehmen. 

Hauptsatz. Hs sei P ein algebraisch-abgeschlossener Korper. Es 
seien M und M’ irreduzible algebraische Mannigfaltigkeiten der Dimen- 
sionen r und n—r im projektiven Raum P,(P). Es sei U eine Matrix 
mit unbestimmten (d.h. in bezug auf P algebraisch-unabhangigen) Koeffi- 
zienten u;, im algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskérper 2. Dann 
ist die Anzahl der Schnittpunkte von MoU mit Mg gleich dem Produkt 
der Gradzahlen von M und M’. 

Die Beschrankung auf irreduzible Mannigfaltigkeiten ist natiirlich un- 
wesentlich, da eine reduzible rein r-dimensionale bzw. rein (n—r)-dimen- 


**) Fiir die Bedeutung des Symbols my siehe § 3, SchluB. 
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sionale Mannigfaltigkeit sich aus ebensolchen irreduziblen aufbaut. Die 
irreduziblen Bestandteile von M haben miteinander nur Mannigfaltigkeiten 
von niedrigeren Dimensionszahlen gemein (W, § 4, 15), welche, wie man leicht 
zeigt, nach Transformation mittels U keine Schnittpunkte mit M’ haben 
(vgl. den analogen Satz 26). Also ist die Anzahl der Schnittpunkte der 
reduziblen Mannigfaltigkeit MoU mit M2 gleich der Summe der Anzahlen 
der Schnittpunkte der irreduziblen Bestandteile von MoU mit Mj. Ebenso 
zerlegt man diese Anzahlen weiter nach den irreduziblen Bestandteilen 
von M’. Daraus folgt, daB der Satz fiir reduzible Mannigfaltigkeiten gilt 
sobald er fiir irreduzible bewiesen ist. 

Sind p=(f,,...,f,) und p =(fy,...,f;) die zu M und M’ gehdrigen 
Ideale, so sind die Schnittpunkte X = {&,,...,&,} von MoU und Mj die 
Lésungsklassen des homogenen Gleichungssystems: 


f, (Su, &,) = 0 


oo eC 27. ves 


f.(S u,, &,) = 0 
fi (€) =0 


(1) 





im Kérper 2. Ein geometrisches Problem, dessen Lésung mit der Lésung 
eines homogenen Gleichungssystems dquivalent ist, heiBt Normalproblem. 

Ist V irgendeine spezielle Matrix in 2, so werden die Schnittpunkte 
von MoV mit Mf gegeben durch die Lésungsklassen des spezialisierten 
Gleichungssystems 


(2) 
a : () =0 
Insbesondere gilt das, wenn V die Einheitsmatrix ist: V= 2; das 
Gleichungssystem (2) gilt dann fiir die Schnittpunkte von M und M’. 
Wenn ein Normalproblem in dieser Weise durch eine Spezialisierung 
von Unbestimmten u;, aus einem allgemeineren Normalproblem abgeleitet 
ist, so gelten die folgenden Sitze **): 


I. Sind X,...,X q verschiedene Lésungsklassen des allgemeinen 
Normalproblems (1), so gibt es q (nicht notwendig verschiedene) Lésungs- 
klassen Y"’,.... ¥ des spezialisierten Normalproblems (2) derart, da 


2) W, 8§ 8—5. 
Mathematische Annalen. 99. 34 























580 B. L. van der Waerden. 


alle in den Koordinaten der X“ homogenen Relationen 
f(u, X",...,X%)=0 
bet der Spezialisierung u--v, X-+ Y bestehen bleiben. 

Ein System Y’,..., ¥ mit dieser Kigenschaft heiBt eine relations- 
treue Spezialisierung des Systems X",..., X“. 

II. Hat das spezialisierte Normalproblem nur endlichviele Lésungs- 
klassen, so hat das allgemeine auch nur endlichviele verschiedene Lésungs- 
klassen, etwa X", ..., X. Allerelationstreuen Spezialisierungen Y’, ..., ¥@ 
von X",..., X sind in diesem Fall bis auf die Reihenfolge miteinander 
tdentisch. 

Die Zahl, die angibt wie oft eine gegebene Lésung Y in der in Satz II 
definierten relationstreuen Spezialisierung vorkommt, heiBt die Multiplizitat 
der Lésung Y des spezialisierten Normalproblems. Sie kann positiv oder 
Null sein. 


III. Die Summe der Multiplizitaten aller Lésungen des spezialisierten 
Normalproblems ist gleich der Anzahl der Lésungen des allgemeinen Nor- 
malproblems (Prinzip der Erhaltung der Anzahl). 

Wir wollen diese Satze auf die durch (1) und (2) gegebenen Normal- 
probleme anwenden und wiahlen dabei insbesondere fiir V die in § 8 de- 
finierte Matrix W, die allgemeine Matrix vom Rang n—r-+1. Die 
Mannigfaltigkeit MW zerfallt dann in lineare Riume L"’,..., L®, wo 
der Grad von M ist. Die Schnittpunkte von M,W und Mp verteilen 
sich auf L",...,L. Da die linearen Riume L”,..., L” allgemein 
sind, d.h. je durch r Linearformen mit algebraisch-unabhingigen Koeffi- 
zienten gegeben sind, so haben sie mit My je so viele Schnittpunkte wie 
der Grad von M’ betrigt. Ein solcher Schnittpunkt kann nur einem der 
Raume L™ zugleich angehéren, denn der Raum L, in dem sich je zwei 
L®, L™ schneiden, ist ein allgemeiner linearer ‘Raum, hat also mit 
Mo keine Punkte gemein (Satz 26). Also hat die zerfallende Mannig- 
faltigkeit MoW mit Mo so viele Schnittpunkte, wie das Produkt der Grad- 
zahlen von M und M’ betriigt. Wenn man noch zeigen kann, daB alle 
diese Schnittpunkte die Multiplizitat eins haben, so wird nach dem Prinzip 
der Erhaltung der Anzahl die Anzahl der Schnittpunkte von MoU und Mp 
ebenfalls gleich dem Produkt der Gradzahlen von M und M’ sein, also 
der Hauptsatz bewiesen sein. 

Dem Beweis dieser Tatsache sind die beiden folgenden Paragraphen 
gewidmet: in § 9 wird gezeigt werden, daB die Multiplizitaten der Schnitt- 
punkte von My W und My > 0 sind, in § 10, daB sie <1 sind. Es wird 
dabei zugleich noch mehr bewiesen werden: eine Zusammenfassung der 
erhaltenen Resultate folgt in § 11. 


re 
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§ 9. 
Die Multiplizitéten sind nicht Null. 

Hilfssatz 4. Sind f,,...,f, Polynome in X[y,,...,y,], und 
algebraisch-abhangig in bezug auf P(y,,...,y,), wo P ein Unterkérper 
von = ist, so bleiben sie algebraisch-abhdngig, wenn man y,=0 setzt. 

Beweis. Es sei 


(1) F955 +++ Yes fas --+s f,) =O 


die Relation mit Koeffizienten aus P, die nach Voraussetzung zwischen 
f,,--+)f, besteht, wo F nicht identisch verschwindet: 


(2) F( yy, +++) Yyo 2% +-+5%,) 0 fiir unbestimmte z,. 


Man kann annehmen, daB F(y,,...,4,,2,,---,2,) nicht durch y, 
teilbar ist, da man sonst den Faktor y, weglassen kénnte, ohne daB die 
Giiltigkeit von (1) oder (2) gestért sein wiirde. In dieser Annahme ist 


4) ees Sw eee a 


Bei der Substitution y,= 0 mégen /,,...,f, in f°,..., f° tibergehen. 
Aus (1) folgt dann durch die Substitution y, = 0: 


F( yy, ++ +s Yy_y> 9 for - ++ ) = 9, q. e. d. 


Bemerkung. Genau dasselbe gilt natiirlich, wenn man, statt y, = 0, 
y, =« setzt, wo a irgendein Element von P ist, denn das heiBt, daB 
man y,—« als neue Unbestimmte auffaSt und durch Null ersetzt. 

Wendet man den Hilfssatz mehreremal an, so folgt, daB man auch 
mehrere oder alle Unbestimmte y; durch Konstante ersetzen kann, ohne 
daB die algebraische Abhangigkeit der f, verloren geht. Diese Tatsache 
ist oft niitzlich, um zu beweisen, daB gewisse GréBen algebraisch-unabhangig 
sind, indem man durch eine passend gewahlte Spezialisierung von vor- 
kommenden Parametern die Annahme der algebraischen Abhangigkeit ad 
absurdum fiihrt. In diesem Sinne wird der eben bewiesene Hilfssatz be- 
nutzt werden beim Beweis des folgenden Satzes. 

Satz 30. Voraussetzung. Es seien Mund M’ irreduzible algebraische 
Mannigjaltigkeiten der Dimensionen r und n—r in P,(P). Es sei U 
eine Matrix mit unbestimmten Koeffizienten u,, (t,k=0,...,n) in Q, 

Behauptung. 1. Mg hat mit der transformierten MoU mindestens 
einen Schnittpunkt. 

2. Ist V irgendeine Matrix mit Elementen v,, aus 2, so dab MoV 
und Mg nur endlichviele Schnittpunkte haben, so ist die Multiplizitat 
eines solchen Schnittpunkis Y niemals Null. 

84* 
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Beweis. Der Grundgedanke des Beweises von 1. ist folgender: Wir 
kehren zunachst das Problem um, indem wir einen Punkt G auf Mj (méglichst 
allgemein, also als allgemeine Nullstelle von p’) als gegeben annehmen, 
und eine méglichst allgemeine lineare Transformation Q so bestimmen, 
da8 die transformierte Mannigfaltigkeit Mo Q auch den Punkt G enthilt. 
Wenn es sich nun herausstellt, daB die so bestimmten Transformations- 
koeffizienten algebraisch-unabhangig sind, so folgt daraus, daB sie durch 
einen Kérperisomorphismus in die Unbestimmte u,, iibergefiihrt werden 
kénnen; der Punkt @ geht dabei in einen Schnittpunkt X der Mannig- 
faltigkeiten MoU, Mo iiber, womit die Existenz eines solchen dargetan ist. 

Dieselbe Problemumkehrung fiihrt nun aber auch zum Beweis der 
zweiten Behauptung. Es zeigt sich nimlich, da8 man die allgemeine Null- 
stelle G und die weiteren beliebig angenommenen GréBen relationstreu so 
spezialisieren kann, daB der Punkt @ in jeden gegebenen Schnittpunkt Y 
von Mj und MoV, und die Matrix Q in die gegebene Matrix V iiber- 
geht. Daraus folgt dann ohne weiteres, daB der gegebene Schnittpunkt Y 
auch eine relationstreue Spezialisierung von X ist, und daraus nach einem 
in W, bewiesenen Satz **), daB Y nicht die Multiplizitaét Null haben kann“*). 

Es seien also p und p’ die zu M und M’ gehérigen Primideale; es 
seien die Koordinaten so gewahlt, daB in ihren allgemeinen Nullstellen 
die Koordinate &, nicht verschwindet. Dann kann man nach Satz 17 eine 
allgemeine Nullstelle von p in der Gestalt 


F = {i,19,,.--,49,} 
annehmen. Der Nullstellenkérper ® = P(A, y,,.-.,9,) kann als Unter- 
kérper von Q gedacht werden. Der Transzendenzgrad des Systems 
{2, Py, +--+» Pa} ist r+1; es seien etwa 1, —y,,..., 9, algebraisch unab- 
hangig in bezug aufP. Mit Riicksicht auf den zweiten Teil des Beweises 
ist es zweckmaBig, 4, y,,..., 9, °* 2 so zu wiahlen, daB sie auch noch 
algebraisch unabhangig in bezug auf die Gro.en v;, und », (Koordinaten 
von Y) sind. Die Nullstelle F bleibt dann eine allgemeine auch nach 
Adjunktion dieser GréBen. 
Eine allgemeine Nullstelle von pj, kann ebenso in der Gestalt 


G={u, BY, -- > HYa} 
(wiederum in 2) angenommen werden. Das Elementsystem y,, ..., y,, hat 
in bezug auf ® den Transzendenzgrad n—r. Es seien etwa yj,,..., Yin, 
algebraisch-unabhangig in bezug auf ®. 


43) W, Satz 5. 

“*) Kin ahnliches Beweisverfahren habe. ich schon friiher (W, § 8) benutzt, um 
zu zeigen, daB die Multiplizitat einer Geraden einer kubischen Flache (nicht Regel- 
flache) niemals Null ist. 
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Nun seien y;, (¢ = 0,...,m; k=1,...,n) Unbestimmte in Q, 
und es sei 


Vix = Vix (¢=0,...,.n;k=1,...,m), 


n 
Goo = 4 ~ 2 Yor! Yes 


n 
Gio =49;,— 2 Yin Yr: 


Dann wird die Transformation Q: 
. * 
y= 2 Qik VE 


den Punkt F von P,(Q) in F*={1,y,,...,y,}—=—@ transformieren. 
Die Mannigfaltigkeiten MoQ und Ms haben also den Punkt G gemein. 
Wir werden zeigen, da8 die Transformation Q eine allgemeine ist, d. h. 
daB die q;, algebraisch-unabhingig in bezug auf P sind. 
Waren die g,, algebraisch-abhangig, so wiirde eine Relation 
H(q) = 0 


mit Koeffizienten aus P bestehen. In dieser Relation kénnten 9,,, 9,9, -+-> Ino 
sicher nicht fehlen, da die iibrigen q,, offensichtlich algebraisch-unabhangig 
sind. Also sind go, G19 ---> Ino #1 gebraisch-abhangig in bezug auf P (1, y,,). 
Diese Abhingigkeit mu8 nach Hilfssatz 6 bestehen bleiben, wenn man 
spezialisiert : 

p= = 3, 

9, 41,4, _ Y, 42,4, = Yn in> =1, 

iibrige y,.=0. 
Dabei gehen goo; 9,9:-+-> Uno uber in 

AS AQ +s ADS AM YM «+ AMT H_,- 
Zwischen diesen GréBen miiBte nun eine algebraische Relation mit Koef- 
fizienten aus P bestehen. Da yw sse>Y_, unabhiingig in bezug . 
=—P(i,¢,,--.,9,) sind, so kénnen 1g... +V%, AQ, +, 
nichst in dieser Relation nicht vorkommen. Also bleibt eine tSigtion 
zwischen 1,Aq@,,.--.,4@,. Diese sind aber algebraisch-unabhiangig in bezug 
auf P. Der Widerspruch ist da und die Unabhangigkeit der g,, bewiesen. 
Da die Unbestimmte u;, ebenfalls unabhangig sind, so folgt die 
Isomorphie : 
P(9i,) =P (u,,), 

die sich zu einer Isomorphie des Erweiterungskérpers P(q;,, 4, 9;) von 
P(q;,) mit einem Erweiterungskérper von P(w;,) innerhalb Q erweitern 
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lat. Dabei geht der Punkt G, Schnittpunkt von MoQ und Mj, iiber 
in einen Punkt X, Schnittpunkt von MoU und Mo, womit die Be- 
hauptung 1. bewiesen ist. 

Um 2. zu beweisen, nehmen wir an, Y = {,,..., ,} sei ein Schnitt- 
punkt von MoV und Mo, und es sei etwa y,=1. Nach W, (Satz 5) 
wird 2. bewiesen sein, sobald man zeigen kann, daB Y eine relationstreue 
Spezialisierung des Schnittpunktes X von MoU und Mp ist. Es sei also 


( Mads +0» Mae 
(2) (x bncQQes Soe cau 04h = 
_ Se 


eine in &,...,&, homogene, richtige Gleichung mit Koeffizienten aus P. 
Wir haben zu zeigen, daB daraus folgt 


Pend + +05 Men 
(3) Pain tints Be Ava 008! doe = 
Secs es 


Aus (2) folgt vermége des Isomorphismus, der X in G und U in Q 
iiberfiihrt : 


n 
A— S Yor Yr» HYo1» «+> LYon 


n 
(4) f By MWY ys +++ BMWs AQ — 2 Yel Ve» PYy1> om? PU» 


n 
AP — 2 Yun Yrs HYay <9) LYnn’ 


Die allgemeine Nullstelle {u,uy,,...,“y,} von po kann durch 
irgendeine spezielle Nullstelle von p’ ersetzt werden, ohne daB die Gleichung (4) 
verloren geht; wir ersetzen sie durch {n,,...,7,}, dabei 4, = 1 beachtend. 
Zugleich ersetzen wir die Unbestimmten y,, durch »,,. 


n 
A— Son Vorr +++» Von 
1 n 
— dv ety 
f 1 Mor +++ Mei Px 2 ake» “14 1 nf. 
n 
4 Pn — 2 ne Me C45 dey Oe 


Hier kann man weiter die allgemeine Nullstelle {4,1 9,, ...,49,} 
VON Pp .,,, 4) ersetzen durch irgendeine spezielle Nullstelle von p,. Nun 
ist {n, ...,,} Nullstelle von p, V, also 
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Nullstelle von p,. Man kann also {i,4¢,,...,4,} dadurch ersetzen. 
Das ergibt gerade die zu beweisende Gleichung (3). 

Satz 30 gilt insbesondere, wenn man fiir V die in den §§ 7 und 8 
betrachtete Matrix W einsetzt. Wie gezeigt, hat MagW mit Mj nur 
endlichviele Schnittpunkte und es folgt, daB die Multiplizititen dieser 
Schnittpunkte > 0 sind. 


§ 10. 
Eine obere Grenze fiir die Multiplizitaten. 
Der folgende Satz gibt fiir beliebige Normalprobleme eine obere 
Schranke fiir die Multiplizitaten der Lésungen. 


Satz 31. Voraussetzung. Hin Normalproblem, gegeben durch die 
Gleichungen 


(wo 4,,...,4, Unbestimmte in Q sind), habe im Korper Q endlichviele 
Lésungen X",...,X. Nach der Spezialisierung i— u habe das Normal- 
problem immer noch endlichviele Lésungen. Eine relationstreue Speziali- 
sterung der X",..., X® fiir A+ sei Y™,..., ¥@. Von diesen Punkten 
seien Y",..., ¥™ gleich Y (m ist demnach die Multiplizitat von Y). In 
Q[x,,...,2,] betrachten wir die Ideale 


a=(f,(4,2),...,f,(4,2)), 
b — (f, (4,2), eres f,(#,2)), 
deren Nulistellen gerade die Losungen unserer Gleichungen sind. Es 


set 4 die charakteristische Funktion des Ideals by, und yz, die des 
Ideals a ioe 


Behauptung. 


1] D%- 


“Ma 


Eine Folge der Behauptung ist (weil notwendig jedes 7, > 0) 
L=m, 
womit eine obere Schranke fiir die Multiplizitét m gegeben ist. 


Beweis. Durch eine Koordinatentransformation sei erreicht, daB 2, 
in den Punkten X°,¥ Y nicht verschwindet. 
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Die Summe Sx, ist die charakteristische Funktion des Ideals 


[Qyws +++» Azom] (Satz 18, §4). Wir behaupten nun, daB, wenn o eine 
hinreichend hohe Zahl ist, die beiden Ideale [a zits oes A yim} und by die- 
selben charakteristischen Funktionen haben wie die beiden folgenden: 


v= (a, ITm?), 


w=(b, n°). 


wo 
(1) mi; = (E92, — E7 dq, by Xy — Ey Xo, ---» Ep 2, — Ey Me)» 
(2) N= (9% — 11%» 11%. — aT» ++ +> NT, — Mn Xo) 


gesetzt ist. Das wird nach Satz 21 bewiesen sein, sobald gezeigt ist, daB 
die zugehérigen inhomogenen Ideale iibereinstimmen, also daB 


(arm, aang Orin) = (a, I m;’), 
b; = (b, i’). 
Diese Gleichungen sind aber nach den Satzen 5 und 6 (§2) richtig. Also 


m 
sind Sz, und x in der Tat die charakteristischen Funktionen der Ideale bv, w. 
i 


Sei nun (r,, ..., 7,) eine Basis fiir /[ mj, gebildet durch Multiplikation 
1 


aus den Basen (1) der einzelnen Ideale m,. Dieselbe gibt nach der Spe- 
zialisierung £,° —> n° = m eine Basis (8,,..., 8) fiir n™*. Man hat also: 


b= (a, Imi) = (f,(4, x), eeeg f(A, ZB) Pay cees ¢); 


w=(b,n™°) —=(f,(m, x), ~-+s f(s 2), 8) -+ +5 @)- 


Die Basis von w ist demnach eine relationstreue Spezialisierung der 
Basis von ». Zu zeigen ist, daB fiir die charakteristischen Funktionen 
der Ideale », w die Beziehung besteht: 

z(@; @) > x(o; ») 
oder, was nach § 4, Gleichung (2), dasselbe ist, 
(3) ?(Q;) Spo; ). 

Nun kann man eine Modulbasis fiir die Formen vom Grad o von b 
dadurch gewinnen, daB man die Basiselemente von » multipliziert mit 
allen solchen Potenzprodukten der z,, daB die Produkte jedesmal den 
Grad o haben. Bildet man aus den Koeffizienten der so entstehenden 
Formen die Matrix (die ,,dialytische Matrix des Ideals » fiir den Grad 0“), 
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so gibt der Rang dieser Matrix den Wert von o(g;) an. Ebenso kann 
man aber fiir das Ideal w eine Matrix bilden, dessen Rang den Wert von 
(oe; ) angibt. Der Rang der w-Matrix ist (wegen der relationstreuen 
Spezialisierung) < dem Rang der »-Matrix. Damit ist (3) bewiesen. 
Dieser Satz werde nunmehr angewandt auf den Fall von § 8. Das 
Normalproblem bestand darin, die gemeinsamen Nullstellenklassen der 
Ideale poU und pf mu finden. Die Spezialisierung bestand darin, daB fir 
U die singulare Matrix W eingesetzt wird. Demnach hat man zu setzen: 
a= (Po U, pa) ’ 
b -_ (Pe W, Pa) , 
m = die Multiplizitét einer Lésung Y des spezialisierten 
Normalproblems, 
zy = die charakteristische Funktion von by. 


Der Satz ergibt 
(4) 1=m. 

Um x zu berechnen, beachte man, daB nach (5) § 2: 

by = (po W, po)y = ((paW)y, Pa)y- 

Die Mannigfaltigkeit des Ideals po W zerfallt nach Satz 28 in lineare 
Riume L™,.. ., L™, die einen linearen *-'Raum L gemein haben. Y ist 
ein Punkt eines L™, der, wie in § 8 schon bemerkt, nicht in L liegt. 
Daraus folgt nach Satz 29 (§ 7): 

(poW)y = a” W, 
wo a” W das zu L gehorige Primideal 


a W= (zs (Ayu, = AY? thy) tes “a 3 (ag yr, = Ayr Uo) Zy) 


ist. Setzt man 
= 3S (Ay ty — AP? Woy) &y (¢=1,....m—r), 
so wird 


aAW=(l,,...,1,_,), 


70 er 


mithin 
by = (pa; (poW)y)y = (po, a W)y = (pa, 1,,---,1,-,)¥- 
Die 1; sind allgemeine Linearformen. Also kénnen wir auf das Ideal 
(pas by +94) 


den dritten Teil von Satz 27 anwenden, der besagt, daB dieses Ideal ein 
Durchschnitt ist von lauter verschiedenen Primidealen, die je zu einem 


der Schnittpunkte von Mb und L® gehéren. Da Y einer dieser Schnitt- 
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punkte ist, so ist die Y-Komponente 
by = (po, l,,...,1,_,)7 
das zu Y gehérige Primideal. Daraus folgt nach der SchluSbemerkung von 
$4, daB die charakteristische Funktion 7 von by gleich 1 ist. 
Demnach kann man fiir (4) schreiben m < 1, womit bewiesen ist: 


Satz 32. Die Schnittpunkte von MoW und Mo haben sdmtlich eine 
Multiplizitat < 1. 


§ 11. 
Zusammenfassung der Ergebnisse. Folgerungen. 


In § 9 ist gezeigt, daB die Multiplizitat der Schnittpunkte von 
MoW und Mo nicht Null sind, in § 10, daB sie <1 sind, also sind sie 
=1, womit nach § 8 der Hauptsatz (verallgemeinerte Bézoutsche Satz) 
bewtesen ist. 

Aus dem Hauptsatz folgt nun auf Grund des Prinzips der: Erhaltung 
der Anzahl, daB die Summe der Maultiplizitdten der Schnittpunkte von 
MoV mit Mi immer gleich dem Produkt der Grundzahlen ist, wie auch 
die Matrix V beschaffen sein mag, vorausgesetzt, daf die Anzahl der 
Schnittpunkte endlich ist. 

Insbesondere gilt das, wenn man fiir V die Einheitsmatrix Z einsetzt, 
also die Schnittpunkte von Mg mit Md betrachtet. Man mu8 dabei wieder 
voraussetzen, da8 Mop und Mj, also insbesondere auch M und M’, nur 
endlichviele Schnittpunkte haben. Nun gilt: 


Satz 38. Haben M und M’ nur endlichviele Schnitipunkte, so haben 
Mo und Mo auch nur endlichviele Schnittpunkte, und zwar genau die- 
selben wie M und M’. 

Beweis. Hatten Mg und Mj einen Schnittpunkt, dessen Koordinaten- 
verhialtnisse nicht in P lagen, also transzendent in bezug auf P waren, so 
kénnte man diese Koordinatenverhiltnisse als algebraische Funktionen von 
gewissen Parametern auffassen, und unendlichviele regulare Argumentwerte *°) 
fiir diese Funktionen finden, die zu unendlichvielen Schnittpunkten von M 
und M’ fiihren wiirden, entgegen der Voraussetzung. 

Nach diesem Satz braucht man nur iiber die Schnittpunkte von M 
und M’, nicht auch iiber die von Mg und Mg zu reden; jeder Schnitt- 
punkt von M und M’ hat eine gewisse Multiplizitét, und die Summe 
dieser Multiplizitdten ist gleich dem Produkt der Gradzahlen. Dies ist 
eine zweite Fassung des verallgemeinerten Bézoutschen Theorems. 


5) W, § 2, 6. 





w= 
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Die Satze der §§ 8, 9 ergeben aber noch mehr. Satz 23 besagt, daB 
die Multiplizitaét eines Schnittpunktes von MgV und Mo, inshesondere 
eines Schnittpunkts von M und M’, niemals Null ist. Daraus folgt: 


Satz 34. Die Anzahl der Schnittpunkte von M und M’ ist héchstens 
gleich dem Produkt der Gradzahlen. 


Weiter besagt Satz 31, daB die Multiplizitét eines Schnittpunktes Y 
von MoV und Mo héchstens gleich der charakteristischen Funktion des 
Ideals 

(paV, pa)y 
ist. Insbesondere ist die Multiplizitét m eines Schnittpunkts von M und 
M’ héchstens gleich der charakteristischen Funktion z des Ideals 

(pa, Pa)y, 
oder, was nach Satz 23 (§ 5) auf dasselbe herauskommt, des Ideals 

(p, p’)y. 

Wir werden in § 12 sehen, daB im Fall r=1, also wenn M ein- 
dimensional ist, die Ungleichung 


15m 


zu einer Gleichung 
i=m 


verscharft werden kann. DaB dies aber im allgemeinen nicht der Fall zu 
sein braucht, sieht man aus dem folgenden Beispiel, das im wesentlichen 
von Macaulay herriihrt **). 

Das H-Ideal 


p’ = (4, 4%, — %%,, 43 — x2 2,, e3 — 2,2}, 3x, — x, 23) 
in P[2,,...,2,] ist prim, weil es die allgemeine Nullstelle 
{4, ut, wey, wv, vt} 
hat. Die Punkte seiner Mannigfaltigkeit M’ werden gefunden, indem man 


den Unbestimmten i, u,¥ spezielle Werte 4’, u’, »’ gibt. 
Mit der linearen Mannigfaltigkeit M, gegeben durch das Primideal 


p= (2,,%) 
hat M’ offensichtlich nur einen Schnittpunkt, nimlich 
Y= {A, 0,0, 0,0}. 
Mit der allgemein-transformierten Mannigfaltigkeit MoU, gegeben durch 
poU = (LU, %, L Uy), 
*) Macaulay, S. 98. 
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hat Mg aber vier Schnittpunkte, wie man durch Auflésung der Gleichungen 
Uo 4 + uy, w+ Ugur’ + Usp’ vr’? + ur" = 0, 
Wy gh’ + ty, M+ Ugg e's’ + UW, w'Y’? + U9”? = 0 
sieht. Also hat der eine Schnittpunkt Y von M und M’ die Multiplizitat 4: 
m=4. 
z ist die charakteristische Funktion des Ideals 
(p, p’)r 
in P[z,,..-,2,]. Nun ist 
(p, p’) = (41, %y, %yXy, Ze, TZ) 
ein Primarideal mit der Nullstelle Y, also folgt: | 
(P,P )y = (2y> Ty, Ly %y, Ty, 4G). | 
Geht man auf Grund von Satz 20 (§ 4) auf inhomogene Ideale iiber durch 
die Substitution z,—1, so wird ein Maximalsystem von modulo dem 
Ideal (x,, 2,, 4,25, 23, 23) linear-unabhangigen Polynomen gegeben durch 
1, S—s Ses Ker 


Also ist y=5. Damit ist die Gleichung z= m widerlegt. 


§ 12. 
Der Fall r = 1. 

Satz 35. Es seien M und M’ irreduzible Mannigfaltigkeiten der 
Dimensionen 1 und n—1 im P,(P), die sich in endlichvielen Punkten 
schneiden. Es seien p und p’ die zugehdrigen Primideale, Y ein Schnitt- 
punkt von M und M’, m seine Multiplizitat, und x die charakteristische 
Funktion des Ideals (p,p’)y. Dann ist y= m. 

Beweis. In §11 wurde schon bemerkt, daB y<m. Wenn wir also 
zeigen kénnen, da8 bei Summation iiber alle Schnittpunkte 


S42 ym 
so wird der Satz bewiesen sein. 
' m ist nach § 11 gleich dem Produkt der Gradzahlen von M und M’: 


(1) m= s-s’. 
» 7 ist nach § 4, Gleichung (4), gleich der charakteristischen Funktion 
des Ideals (p, p’). Nach W, §5, 10 ist p’ ein Hauptideal, das von einer 
irreduziblen Form f vom Grad y erzeugt wird: 
pr’ =(f), 
(p, p’)=(p, 7), 
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wo f zu p prim ist. Daraus folgt nach § 4, Gleichung (10): 
Grad (p, f) = y-Grad p, 
oder 
(2) S24=y-Grad p. 

Dieselben Gleichungen gelten auch dann, wenn die Koeffizienten der 
auftretenden Polynome einem Erweiterungskérper 2 von P entnommen 
werden, denn bei dieser Erweiterung bleiben alle charakteristischen Funk- 
tionen ungeandert (Satz 23). Wahlt man fiir f eine allgemeine Linear- 
form, so wird die linke Seite von (2) mindestens gleich dem Grad von M, 
da schon die Anzahl der Summanden gleich diesem Grad ist, und die 
einzelnen Summanden positiv. Auf der rechten Seite wird y=1. Also 
kommt: 

Grad p > Grad M=s. 

Die Formel (2) gilt aber auch dann, wenn & ein allgemeiner linearer 
‘Raum ist, und M’ beliebig. Dann ist aber die linke Seite mindestens 
gleich dem Grad von M’, da schon die Anzahl der Summanden gleich 
diesem Grad ist, und die einzelnen Summanden positiv. Auf der rechten 
Seite ist Gradp=1. Also kommt 


y > Grad von M’=s’, 
und (2) ergibt 
(3) DS128'-8. 
Aus (1) und (3) folgt die gesuchte Ungleichung 
S12 Sm. 


Hinterher schlieBt man, daB in allen Formeln dieses Paragraphen 
das Gleichheitszeichen gelten mu8. Es ist also s’ =y und s = Gradp. 


(Eingegangen am 3, 6. 1927.) 








Uber gewisse Extremumprobleme der Funktionentheorie. 
Von 
E. Egervary in Budapest. 


Einleitung. 


1. In vorliegender Arbeit wird die explizite Lésung eines Carathéodory- 
Fejérschen Extremumproblems in folgendem speziellen Falle gegeben: 

Unter allen fiir |z| <1 reguliren Potenzreihen, deren n ersten Koeffi- 
zienten gleich 1 sind, d. h. die Form haben: 


1+2+27+...+2%!+y7,2"+... 
ist diejenige zu bestimmen, fiir welche das Maximum des absoluten Be- 
trages fiir |z|< 1 (das Modulmaximum) den kleinstméglichen Wert an- 
nimmt. 
Es ergibt sich, daB die untere Grenze des Modulmaximums gleich 


1 1 











n P a 
Somes" a5 
ist und fiir die rationale Funktion 
, x — . a 
1 Mp Omar tt GT 





* 
h'(z)= : n . ne ..,. (n—1)x + sin x — 
“™s5Tr* “sit meat Tt Qn+y1~ 








erreicht wird. 

Abgesehen davon, da8 hiermit zum ersten Male die explizite Lésung 
eines vorgelegten Carathéodory-Fejérschen Extremumproblems fiir Potenz- 
reihen*) geboten wird, kommt diesem speziellen Falle eine erhéhte Be- 


‘) Fiir ein anderes verwandtes Carathéodory-Fejérsches Problem, welches sich 


D 
auf die harmonische Entwicklung a, + > 0” (a, cos v6 + b, sin ¥@) bezieht, hat Herr 


v=1 
O. Hélder einige spezielle Fille ausgearbeitet. Vgl. O. Hélder, Uber einige Deter- 
minanten, Leipz. Ber. 65 (1918), S. 110-120. 
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deutung durch den Umstand zu, daB durch seine Lésung auch die Frage 
nach der oberen Grenze fiir den Absolutwert der Koeffizientensumme fiir 
Potenzreihen mit beschranktem Mittelmodul*), also die Frage, welche fiir 
Potenzreihen mit beschrinktem Modulmaximum*) von Herrn E. Landau 
aufgeworfen und gelést wurde *), vollstandig erledigt wird und zwar durch 
folgenden Satz: 


Fiir |z| <1 set f(z) =a,+a,z2+a,2z*+... reguldr und es gelte 


dy [ir(et)|at <1. 


Dann ist fiir die Gesamtheit aller dieser f (z) 
(1) (1) |= [ay +a, +... +a4-1] $-——— 9 


n 
208s 1* 


und die obere Grenze wird nur bei der rationalen ganzen Funktion 








* _ 4 (n—1)2 . na or 
ft (2)=555 [sin 5 = + sin Gt 71 +-.. + 8in 5 2" ] 


erreicht. 
2. Die Betrachtung des obengenannten Extremumproblems in dem 
etwas allgemeineren Falle, wo die vorgeschriebenen n ersten Koeffizienten 





*) Eine fiir |z|< 1 konvergente Potenzreihe 
f(z) =@y+a,2+ a, 2*+ 


werde ich der Kiirze halber im folgenden iiberall ,Potenzreihe mit beschrinktem 
Mittelmodul“ nennen, falls die Ungleichung gilt 


22 
Fy f ircetyae1. 
0 


Dieselbe Potenzreihe nenne ich ,Potenzreihe mit beschranktem Modulmaximum“, falls 
die Ungleichung gilt 
If(z)|S1 fir |z}S1. 


Im folgenden wird iiberall angenommen, da& f(z) und die anderen betrachteten 
Funktionen auch fiir |z|= 1 regular sind, was keine Beschrankung der Allgemeinheit 
bedeutet. Ist nimlich f(z) nur fiir |z|<1 regulir, so wendet man die bewiesenen 
Satze auf f(oz) an (0<o<1) und erhilt durch Grenziibergang fiir 91 dieselben 
Ungleichungen fiir f(z), welche im spezielleren Falle f(z) regular fiir |z|< 1 be- 
wiesen wurden. Auch die Unizitatssitze lassen sich mit Heranziehung eines Fatou- 
schen Satzes auf den allgemeineren Fall f (2) regulir fiir |z|<1 iibertragen. 

%) E. Landau, Abschitzung der Koeffizi einer Potenzreihe, Arch. 
Math. Phys. (3) 21 (1913), S. 42—50 und 8, 250—255. 

*) Sogar |a,|+|a,|+...+]a,_,| hat dieselbe obere Grenze, vgl. § 3. 
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o *-1, o*-*, o*-5, ..., a, 1 (0< @ <1) sind, ergab eine Abschatzung fiir 


die Majorante M(e) = S|a,|o" von Potenzreihen mit beschrinktem 


n=0 


Mittelmodul*), die ich in folgendem Satze ausspreche: 
Fiir |z| <1 seé f(z)=a,+a,2+a,2*+... regulér und es gelte 


d Ji r(e%)| at <1. 


Dann ist fiir die Gesamtheit aller dieser f(z) 

ore 1 

(2) M(e)=|a9|+]a,]e+]a,\e*+---Sp—se (0<e<1)* 
und es gibt fiir jedes 9 (0<o@<1) eine Folge von rationalen ganzen 
Funktionen f(z) (mit positiven Koeffizienten) von der Beschaffenheit 


2x 
al fa(e**)|dt=1; ft (0) y= fir n—o. 


3. Die Lésung der obengenannten Extremumprobleme griindet sich 
hauptsachlich auf folgende bekannte Tatsachen ’). 


Es seien ¢,,¢,,---,C,—1 positive, monoton zunehmende Zahlen 
0<656,8---S G%-13 
dann ist fiir die Gesamtheit aller in |z| <1 konvergenten Potenzreihen 
(3) ; f(z) = eg + ¢,2+...+ ¢p-12"-'+..., 


5) Die Majorante von Potenzreihen mit beschrinktem Modulmaximum ist von 
G. H. Hardy untersucht worden, A theorem concerning Taylor series, Quart. J. 44 (1913), 


8. 147—160. 
2x 


*) Aus Hy J if (e*)|AesS folgt nach Couchy unmittetbarjag| <1 (n=0, 1, 2, ...), 
0 


also 
; 1 
IM l+ialetialet+-.-S7—- 
Das Gewicht im Satze (2) liegt also einerseits in der Verkleinerung durch den Faktor 


ee andererseits auf der Tatsache, daB Ungleichung (2) nicht weiter verbessert 


l+e 
werden kann. 

") Vgl. L. Fejér, Ober gewisse Minimumprobleme der Funktionentheorie, Math. 
Annalen 97 (1926), S. 104—123. Hier ist die einschligige Literatur ausfiihrlich be- 
sprochen. Insbesondere enthilt die Fejérsche Arbeit fiir den im Texte angefiihrten 
Fall 0<c, Sc, <...<¢n-1 einen elementaren, von der allgemeinen Theorie unab- 
hangigen Beweis. 


# 


oe 
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deren n ersten Koeffizienten die festen positiven Zahlen ¢,,¢,, ..., Cas 
sind, die untere Grenze des Modulmaximums fiir |z|<1 gleich dem 
(jedenfalls positiven) absolut gréBtem Werte, den die reelle quadratische 
Form 
(4) Q,.(%o, Bip ees Tn-1) _ ow Cn—(p+q)—1 Tp Yq 

Pp, @=0,1,...,"-1 


OSpt+qsn-1 
m-1 


= =x (% Ln-k—-1 + 2 Za—t-2 +... + Xyue-1 2) 
bei der Nebenbedingung 
(4’) wp t+ait+...+a1=1 


annimmt, also gleich der absolut gréBten Wurzel i, der charakteristischen 
Gleichung 





| Cn-1— A Cp-2 n-g -ss C, Cy | 
Cn-2 Cn-3 —A C, & 0 | 
Cn-3 - | 
(5) D,(a) =| : , + | mo. 
a 1 | 
C, Cy —A 0) 
| C9 0 . © —al 
Fiir jede Funktion f(z) der Gesamtheit (3) ist demnach 
(6) Max |f(2)| 2 Max |Q, (292, ---, #a-1)| = df; 
jzlgt n—-1 
p> re =1 
v=0 


ist (xg, 2*,...,%p-1) das einzige positive Wertsystem*), fiir welches 

*) Beziiglich der Existenz eines positiven Wertsystems, fiir welches eine reelle 
quadratische Form mit nichtnegativen Koeffizienten ihr absolutes Maximum annimmt, 
vgl. Fejér, loc. cit.”), S. 111. 

Daé es nur ein Wertsystem gibt, fiir welches Q, (2), 2,,.-.,%,—,)=4% wird, 
daB also die in Betracht kommenden Extremumprobleme nur eine Liésung besitzen, 
la8t sich — ohne Heranziehung der allgemeinen Theorie — folgendermaBen beweisen. 
Gibt es zwei linear unabhingige Wertsysteme, fiir welche Q, ihr absolutes Maximum ay 
erreicht, so miissen auch alle Unterdeterminanten n—1-ter Ordnung von 


—_— se Seiigoce. Op 
—_ Ga<g —tn 

— 

Q oo —In 0 
Cy 0 0 -in 








(Fortsetzung der FuGnote *) auf der nichsten Seite.) 
85 
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Q,, (xe, a, ..., 281) = 4% wird, so gilt fiir die alsdann in |z| <1 regu- 
lare rationale Funktion und nur fiir diese 


(7) b° (2) — ag St eaost..ts s 
—" - * * n-1 
% +21 2+...+ 2-12 





das Gleichheitszeichen in (6). 


§ 1 enthalt die Berechnung und Diskussion der charakteristischen 
Gleichung fiir die Koeffizientenfolge c,=—c,=...=¢,-1=1, sowie fiir 
die allgemeinere Folge c, = 0*-1, c, = 0*~*, ..., Cx-1 = 1. 


In § 2 berechne ich die explizite Lésung des Carathéodory-Fejérschen 
Extremumproblems fiir Potenzreihen mit den Anfangskoeffizienten 
Cy = C, =... =Cy-1 = 1, sowie mit 


co= (x25) 2 = (ay) ented. 


§ 3 enthalt die Bestimmung der oberen Grenze fiir den Absolutwert 
der Koeffizientensumme (sowie fiir die Summe der Absolutwerte der 
Koeffizienten) aller in |z|<1 regularen Potenzreihen mit beschrianktem 
Mittelmodul, wobei auch der Fall einer beliebigen gegebenen linearen 
Verbindung der Koeffizienten besprochen wird. 


Im §4 wird endlich der eingangs erwahnte Zusammenhang zwischen 


8x 
der Majorante Qt(o) und dem Mittelmodul A, fiflet)\at einer fiir 
|z| <1 regularen Potenzreihe f(z) hergeleitet. 


§ 1. 
Berechnung und Diskussion der charakteristischen Gleichung. 


4. Ich betrachte zuerst die charakteristische Gleichung fiir die Koeffi- 
zientenfolge c, = ¢,=...=¢,.,=1. In diesem Falle ist 





verschwinden, es gibt also ein positives Wertsystem (&o, es) mit der 
Quadratsumme 1, fiir welches 
n—-8 


Qn—9(%> Byy sees ns) = - Cy, (Zo Tn—k—-g + % In —kh—-gt- «+ In—p—3 %) = hy 


wird. Dann nimmt aber Q, (2), .-., ,—,) fiir das Wertsystem x, = Ef, ..., %,_,= Es, 
In —q =n, = 0 wegen ¢,_, [>G,-~=>...=c,>0 einen gréBeren Wert an, entgegen 
der Annahme, da8 2* ihr absolutes Maximum ist. 





— oo 2 -. Be. aa 








(8) 


1—A 
1 
D,(a=| 3 
1 
1 





oe Fr 
1—A 


1 
0 


1 1 

0 
a 
“— 
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Um die Wurzeln dieser Gleichung n-ten Grades zu bestimmen, bilde ich 
D,(4)D,(— 4). Durch Anwendung der Multiplikationsregel fiir zwei Deter- 
minanten n-ter Ordnung ergibt sich 


: (9) 


(11) 





der zweiten, . 


(10) D,(4)D,(—4)= 





n —i* 

n—1 

D,(4)D,(—4) =|" >? 
1 





4* 
0, 








4#10...00 
lyl 
Oly 

nl 
00 ly 


1—93/* 





n—l n—2 

n—1—4* 2n—2 
n—2 n—2—4' 

2 

1 1 


Mit Benutzung der bekannten Relation *) 


2 
2 
2 


2—i° 
1 


r. 0 0 
1-32" J 0 
ae 61 — 90° 0 
1—g2° 
0 0 yy tf 
i 1)6 
=P", pw aooed 


*) Vgl. z.B. E. Pascal, Determinanten (Teubners Sammlung 3, 1900). 
35* 


1 
1 
1 
1 
13° 


Wird der Reihe nach die zweite Kolonne von der ersten, die dritte von 
.., die n-te von der n—1-ten subtrahiert, wahrend die 
n-te ungeandert bleibt, und in der so verandezten Determinante der Reihe 
nach die zweite Zeile von der ersten, die dritte von der zweiten, ..., die 
n-te von der n — 1-ten subtrahiert, waihrend die n-te ungeandert bleibt, 
so geht die Determinante (9) in die folgende iiber: 
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erhalt man also 
=-2 1 0 0 
1 
1 4-8 % 0 
1 
0 ; 
(12) D,()D,(—ayea*| to? 
| : 
7? 1+0 
1 
0 0 1 3-841 
6 
‘ 2n+1)— 
an fsin(n+1)6 , sinn@)  .2n%”' 2 1 
=i eS t+ Geel —o + 2e08d = 7-2. 
2 


D,(4)D,(— 4) verschwindet demnach fiir 








= 22 4a 2nx 
@=+ 557° tnt1’ ay tonal’ 
oder, da nach (12) i= +—, ist, fiir 
2 cos 
2 
1 1 1 
i Or er 9 nx 
n+l © C8 n+l 8 on +1 


Die absolut gré8te Wurzel 45 von D, (A) ist also 


(18) 4s = - —. 
heed eS ey OS 





~~ —eKn. 


5. Mit demselben Verfahren 1laBt sich auch die charakteristische 
Gleichung fiir die Koeffizientenfolge c, = 0"-', c, = y"-*, ..., ¢,., =1 
(0<e@<1) 


1 anf 0 0? $ o*-? o*-! 
e w= "ithe. 
: 2 
(14) D,(4;0)=| ¢ , |= 
e*-* @*-' po i 0 
hn ae 0 —A 








in eine geschlossene Form bringen. Es 
D,(4; @) D,(— 4; @) 


ergibt sich zunichst fiir 








(15 
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(18) D,(4; @) D,(— 43 e) = 
1—e** e 1—p%*-» 1 —p%*-» _gl—e* _,1~0 
| ‘Co dl e 1— 9? ’ o* 1-9? > eee oe” ‘i eo” ‘imo 
1—**-» 1—p%"-» @ toa 1—9* 
| er ee Oni... tae 
1—p%*-® 
3 
= 1—o* 
-2!-—e* ie 
| 0” "I o” .— 
| _.i—* 1—9? 1—o* 
o” sor eis erm? 5, — 2" 


Diese Determinante wird jetzt in folgenden Schritten umgestaltet: 
1. Aus der k-ten Kolonne wird der Faktor 9* (k =1,2,...,m), aus der 
h-ten Zeile aber der Faktor 9* (h=1,2,...,m) herausgehoben. 2. Die 
zweite Kolonne wird von der ersten, die dritte von der zweiten, ..., die 
n-te von der n —1-ten subtrahiert, und die letzte bleibt ungedndert. 
8. In der so entstandenen Determinante wird der Reihe nach die zweite 
Zeile von der ersten, die dritte von der zweiten, ..., die n-te von der 
n —1-ten subtrahiert, wahrend die n-te ungedndert bleibt. 4. Die k-te 


Zeile (k =1,2,...,”) wird mit = multipliziert. Die Determinante 
i? 


(15) verwandelt sich dann in folgende 











(16) D,(4; @) D,(— 4; e) = 
g**-t 1 1 
a —(e+-) ; GE: 0 0 
Qn—1 1 1 
a — (e+) e . 0 
eo 0 @ 
e Be 3 
- ot"-1 1 1 
° ° i? —(e+-) e 
Qa—1 
0 0 se Q i rs 








also wieder mit Riicksicht auf (11) 





* 3°" ° 1 Z P 
D,(4; e) D,(— 43 0) = yr tines Dees 


(17) 





2.008 = — (9+ <). 


3? 
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Hieraus erkennt man unschwer, daB D,(4;0)D,(—4; 0) fiir 2n—2 
(mod. 2 verschiedene) reelle Werte von @ 

















6=+ ; - : * thes + {RE 2_ (0<9%,, d,,..-,9,-,S1), 
ats %, n+>5 % n+5n-1 
8a ° ss 
also, da nach (17) i = Tsapembte ist, fiir 
ind _— (k=1,2,...,.n—1) 
|itteom 7—t+e* 
nt+5% 
verschwindet *°). Somit gilt fiir m—1 Wurzeln von D,(A; @) die Ab- 
schatzung 
(18) a4isc (0<e<1). 


Fiir die absolut gréBte Wurzel von D,(4; 0), die ich im folgenden 
mit 4f(@) bezeichnen werde, gilt hingegen 














(19) |az(e)| = e <5 (<<) fir "5 Se, 
/t+2eem = +o? 
n+—#6 
2 
(19”) [an (@)| > qh, fir > e- 


Besteht in der rechtsseitigen Ungleichung von (19’) Gleichheit, ist 


also 9 = =i" so verschwindet 


so . ® \_ 42n(n+1)" nsin (n+1)0+(n+1)sin n 6 
D, (4; 535) Da(— 43 34) = 4 nti sin 0 


fiir 6 = 2, also fiir 





1) Es ist namlich 








1 


(&=1,2,...,2—1, 2), 


om [eninge #7 + sinn ot] — ew [se geere—] 9 





ogn [ein (n+1)—**_+sinn zs | =s9n sin (kx ++) nto» 


(k=1, 2, ...,»—1) 
und 
ogn D, (7°) Dy (2°) = agn [p POA O2 5 S22) — sgn [(n +1) @—n](—1)" 
egn D,( ©) D,(— 0) =(—1)"*". 




















} 
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se oe” ® (xt) n" 
Vit2ecsate® ;__" (n+l) 
n+1 
Die gréBte Wurzel von D (43 =i) = 0 ist demnach rational und hat 
den Wert 
*/ n n” n 
(20) a (=*)= Tere 


6. Um das Verhalten der absolut gréSten Wurzel ’y(g@) von 
D,(4; @) = 0 bei veranderlichen o und n genauer angeben kénnen, schicke 
ich folgende Hilfssitze voraus: 


Hilfssatz I. Die absolut gréSte Wurzel ix(9) von D,(4; 0) =0 
ist fiir jedes mn und fiir jedes 9 (0 <0 <1) positiv, also 
(21) | An (2) | = an (@)- 
An (@) ist namlich gleich dem absolut gréBten Werte, den die reelle qua- 
a-1 
dratische Form Q,,(0;%,%,,..- %q-1)= 2 0" (%o% + 4, 2%, +.-- +2, 2%) 
bei der Nebenbedingung 2? + x? +... +- 23_, = 1 annehmen kann, und dieser 
Wert ist, da die Koeffizienten von Q nichtnegativ sind, jedenfalls positiv**). 
Hilfssatz II. Bei festem n wichst 1f(9) monoton mit g, d. h. 


(22) An(o')>an(e) fir e'>e. 
Es sei 2, 2*,..., mf-, ein nichtnegatives Wertsystem‘), fiir 
welches Q,(0; 2, 2%,,--+,%,—-,) sein absolutes Maximum annimmt, also 


Q,(0; x%, 2*,...,2%1)=—At(e). Dann ist fiir 9’ > @ offenbar 
dn (0") > Qq(0"s wes Bf, .--5 Ma-1) > Qn (Os es wy, ---5 Barr) = An (Q), 
was zu beweisen war. 
Hilfssatz III. Bei festem g wichst 4,(@) monoton mit n, d.h. 
(23) An+s(@) > an (e). 


Wenn nimlich Q,(0;%,%,,---,%,—,) sein absolutes Maximum 
fiir das iia a al Wertsysten 2*,25,..., 2-1 annimmt, so nimmt 
Q.41(03 %> %,---, 2) fiir das Wertsystem 2 —2z/J, = 2, “— 


2,1; = Zs-1, Z%, = 0 (welches ebenfalls der Nebenbedingung Sa =1 
geniigt ) offenbar einen gréBeren Wert an, also 


Anes (@) > Qn+1(03 20 -2F, -.-, Cn-1, 0) > Qn (O; Za, Zi, ---, Bn-1) = An (@) 
wie behauptet wurde. 


11) Vgl. Fejér, loo. cit. *), 8. 110—111. 
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Hilfssatz IV. Bei festem o (0 = o@ <1) und fiir unbegrenzt wach- 


sendes n hat An (e) den Grenzwert = me d. h. 


(24) is (0); rere fiir n—+co (0<e<)). 


Die Summe der Wurzeln von D,(4;¢)=0 ist offenbar gleich der 
Summe 1+ 0?+ 0‘+...+0 i der Hauptminoren erster — 
der Determinante (14), hat also fiir 9g <1 und n—+co den Grenzwert hi 
die Summe der absoluten Betrige von n —1 Wurzeln von D,(4; 9) = 0 
bleibt nach (18) unterhalb der GréBe mee, die fiir 9 <1 und nc 
dem Grenzwert 0 zustrebt; folglich strebt die absolut gréBte Wurzel A; () 
(nach Hilfssatz III monoton wachsend) dem Grenzwerte 





1 
Tes 2 
Die in diesem Paragraphen gewonnenen Ergebnisse lassen sich zu- 
sammenfassen im 


Satz I. Die absolut grépte Wurzel i(o) der charakteristischen 
Gleichung n-ten Grades 





1—A i oe ... e** oe" 
vs ead 
2 
(14) D,(ase)=| ° . |=0, OSed1, 
on-2 ort a 0 
rr ..9 + O —a 





tst positiv und wiachst monoton mit n, sowie mit o. 
Es ist bet festem n (n> 2) 


Sie) ——, Or Oe 


(n-+1)" a 
* n n" = n 
855)" . @=sa71? 
a 1 
(25) apt <4(e)<——5,- ss gp <e<h 
Ts | 
1 
aS (1) =——— ” e=1 
2cos -——- 
2n+1 


Bei fostem o<1 strebt 15 (0) fiir n—+co monoton wachsend dem 
Grenzwerte 5 [3 *% wahrend alle iébrigen Wurzeln von D, (i; o)=0 dem 
Ciallindiois 6 Ceenidis, 
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§ 2. 
Berechnung der Carathéodory-Fejérschen kanonischen Funktion. 

7. Um die zu ¢,=1,¢,=—1,...,¢,-1=1 gehdrige ,,kanonische 
Funktion“, d. h. in der Gesamtheit aller fiir |z| <1 konvergenten Potenz- 
reihen 

f(z) =14+24+29+...+2%'*+y7 2°+... 
diejenige zu bestimmen, fiir welche Max|f(z)| fiir |z| <1 méglichst klein 
wird, habe ich nach Satz A das einzige positive Wertsystem (2;", z*,..., 2° 1) 
zu berechnen, fiir welches die quadratische Form 


a-1 
Q. (mas Bao o+ 2s Zn-1) = PP Lp Xq, > %=1 
p.@=0,1,...,.n—-1 p=0 
OSp+¢esn-1 
ihren absolut gréBten Wert annimmt. 


Dieses Wertsystem geniigt aber — da nach §1(13) 4; = — : 





ist — offenbar dem homogenen, linearen Gleichungssystem 


1 





Bote... $M = — Rx Zo» 
2n+1 
i 
Ly +2, + +--+ %a-2 = ——F--%, 
(26) eed Te 
1 
% = na UR—ls 
heed TS 


welches, wegen D,(4,) +0, ein einziges Lésungssystem besitzt, namlich 








, : : -1 ie 
(26’) fyi? ... 12-1 — sing ==, :8in SO": : sing *_. 
Es ist also x = Csin ener und fiir C ergibt sich aus der Forderung 
oy 2 oS . a(m—p)x pa2n+1 _ 
hd —@ Zee ss ae dee aad 
we 
y2n+1- 


Das Ergebnis fasse ich zusammen im 


Satz II. In der Gesamtheit aller fiir |z|<1 konvergenten Potenz- 
rethen von der Form 


f(z) =1+2+28+...+2%*+y, 2°t1+... 
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ist fiir jedes f(z) 














1 
(27) Max | f (2)| = ——.—- 
jz|S1 3 eos ————- 
2n+1 
und Gleichheit gilt nur fir die rationale Funktion 
Se ae Are 
(28) h* (2) = _ . 2n+1 sat” 2n+1 ; 
2. cos ln ge + cin +... + cin 
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 


n-1 n-2 
8. Um die zu t= (=*5) ,¢,=(=*5) y+ ++, Cn-1 = 1 gehdrige 
»kanonische Funktion“, d. h. in der Gesamtheit aller fiir |z|< 1 kon- 
vergenten Potenzreihen 


f(z) = (33) + (<2) fu. list toy 284+... 


diejenige zu bestimmen, fiir welche Max | f(z)| fiir |z| <1 méglichst klein 
wird, habe ich das positive Wertsystem (z/", z;",...,z%-1) zu berechnen, 
fiir welches die quadratische Form 


a1 


k 
Qa (Zo, 2, ---5 Za-1)= >, (<4) (ao Xp + 1 Lea a ans +- 2 %) 
k 


=0 
n-1i 
fir Sz; —=1 ihren absolut gréBten Wert annimmt. 
p=0 
. 2.3.2 af n\_ a ’ n™ me Ff 
Mit Riicksicht auf 2? (sy) — tani und Di( aa rs +0 
erhailt man durch Auflésung des entsprechenden Gleichungssystems 


Lay + (545) +...4+(55) st ae 
(0) (at) +(Aa)at--+(Gay sea 
(s2i) % oe awa . 
das Wertsystem 
(29’) Yo: 2... 1 Xq_-y = n:(n — 1) S33, 








. 6 
also z= C(n—p), (0= recite): 
Das Ergebnis fasse ich zusammen im 


Satz III. Im der Gesamtheit aller fiir |z| <1 konvergenten Potenz- 
rethen von der Form 


é 
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Holm (ey (ea) te teen 
ist fiir jedes f(z) 





’ —r 
(30) If (2 2a ; 
und Gleichheit gilt nur po ‘ee rationale Funktion 
ro ihe =p Steet Bet tee 
" n+(n—1)z2+...+2 
§ 3. 


Bestimmung der Grenzen der Koeffizientensummen fiir eine Potenzreihe, 
deren Mittelmodul eine gegebene Schranke hat. 


9. Ich betrachte zuerst folgende allgemeinere Frage: 
Gegeben sind die n positiven, monoton zunehmenden Zahlen 
0<¢,54S8:--S Cn-13 
welches ist die obere Grenze des Ausdrucks 
(32) L(f) = | Cn—1@q + Cn-2.01 + --- + CoGn-1| 
im Bereiche der fiir |z| <1 konvergenten Potenzreihen 


(33’) f(z) =a,+a,2+a4,2*+..., 
die der Bedingung 


(38’) Ff \r(et)idt <1 


geniigen ? **) 


n-1 
12) Die Frage nach der oberen Grenze des Ausdrucks L(f)=| 2 c,-,~-,@,| im 
v=0 
Bereiche der fiir |z|<1 konvergenten Potenzreihen $a,z”, die daselbst der Be- 
v=0 
dingung | 5 a,z”|<1 geniigen, wurde von Herrn 0. Sz4sz allgemein gelést. (Kor- 
v=0 


latos hatvénysorok egyiitthatdirél, Math. és termt. ért. Budapest 48 (1926), S. 488—502. 
Auf die Tatsache, daB die von ihm dort angewendete, einen urspriinglich von 
Herrn Landau herriihrenden Gedanken benutzende Methode — entsprechend modi- 


fiziert — auch bei dem im Texte betrachteten, verwandten (namentlich die Neben- 
bedingung Pa f | (et*)| d#<1 enthaltenden) Fejérschen Maximumprobleme zum Ziele 
0 


fiihrt, bin ich durch eine miindliche Mitteilung von Herrn O. Sz4sz aufmerksam ge- 
macht worden. Man vgl. auch L. Fejér, loc. cit. S. 114. 
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Es ist nach der Cauchyschen Koeffizientenformel 


a-i 


D -9-1& = 55; f EO) (cy + O48 + .-- + On1 2"! +7,2"+..-)dz, 
v=0 jzl=1 


WO 7.5 Yaui9 °° beliebig sind; also, wenn ¢, + ... + C,-12"-' + y7,2"%+... 
mit h(z) bezeichnet wird, 


n—-1 


2a 22 
=| 5 e--14 |= 3-| CONCEP Poe Jirce nessa 
uv 0 


v=0 








(34) le 
< f Max| i (e*)| {| r(e%)|dt < Max | h(e#). 


Sollen in diesen Ungleichungen fiir eine Funktion f*(z) der Gesamt- 
heit (33) iiberall die Gleichheitszeichen giiltig sein, so miissen folgende 
Bedingungen erfiillt werden: 

I. sgn f* (e#*) h (et) = e™-Vit, 18) 
II. |A(e**)| = Max|h(e*)|, OSt<2z, 


22 
Itl. ay | If*(et)|dt =1. 
0 
Nach Bedingung I. muB also f*(z)h(z) folgende Form haben **): 
(85) f*(z)h(z)—=g(z)-2"-*9(2), gz) +0 in jz|/<1, 


wo g(z) ein sonst beliebiges Polynom n—1-ter Ordnung bedeutet. 
»*) sgn f(z) = ah sgn f (z)=sgn f(z). # ist der konjugiert komplexe Wert 


von z; f(z) bedeutet diejenige Funktion, die aus f(z) entsteht, wenn in ihr die 
Koeffizienten durch ihre konjugiert komplexen Werte ersetzt werden. 


%) Hat namlich eine Funktion F(z) die Form g(z)2"-*9(—), wo g(2) ein 


Polynom n—1-ter Ordnung ist, so ist offenbar sgn F(e‘‘) = sgng(e'')g(e~*‘)e*-?* 
=e*~»*, Wenn umgekehrt fiir eine in |z| <1 regulire Funktion F(z) sgn F(e‘*)= e"-? 


ist, so hat F(z) im Eimheitskreise genau n—1 Nullstellen. Es sei 2-19 (2) 
das Polynom, dessen Nullstellen mit denjenigen von F(z) in |z|< 1 zusammenfallen. 


Dann ist der Imaginarteil der in |z|<1 reguliren Funktion log ——— _ = = LE i 
g(z)z"-*g 9\>) 
z 


-_ | 


F(z) 


9(2)2"-*9 (=) 
g(z)+0 in |z| <1. 


gleich 0, also log eine Konstante, d. h. F(z) = C-9(z)2"-*9(=), 
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Nach II. hat die fiir |z| <1 konvergente Potenzreihe h(z) am Rande 
des Einheitskreises konstanten absoluten Betrag, ist also mit der zu den 
Koeffizienten c,, ¢,,..., ¢,_, gehérigen Carathéodory- Fejérschen kanonischen 
Funktion 

n-1 « 1 
* ae i1+%, sett. +29 2"? “y g (=) 
a*(s) mds aftafe+.. tae ts, a*(s) 





identisch. 
Soll aber die in |z| <1 reguldre Funktion f*(z) der Bedingung (35) 
geniigen, also die Form haben 


(2) = pe 9) (3): 


‘s*(;) 


so muB — da die Nullstellen von z*~' g* (=) alle im Einheitskreise liegen — 
9 (=) mit Cg* (=) zusammenfallen. Demnach ist 


(36) f* (z) =< *(z))? = Clad + at et. ahs z-1)*, 
Aus III. bestimmt sich aa die Konstante C; es ist 


2x 
Efe (e#)|dt— 3h RE pati et | ue dt 


= 30 #2 __ 


d.h. |O| =". 

Es ist also fiir f*(z) 
(37’) L(f*) = Max|h*(e#)| = |h*(e#)| = 2° 
fiir alle anderen Funktionen f(z) der Gesamtheit (33) 
(37”) L(f)<a*. 


Mit Beriicksichtigung der in der Einleitung Nr. 3 angegebenen Be- 
deutung von 4* und 2*,...,2,%., kann ich also das Ergebnis folgender- 
maBen aussprechen: 


Satz IV. Hs seien ¢y,C,,..-,Cn-1 gegebene positive, monoton zu- 
nehmende Zahlen 
0<q,S¢,5.--Sen-1, 


dann ist fiir die Gesamtheit aller in |z| <1 konvergenten Potenzreihen 
(33’) f(z) =a, +a,z2+a,2°+..., 
die der Bedingung 


(33”) - fi f(et*)|dt <1 
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gentigen, die obere Grenze des Ausdrucks 


(32) Lf) = | Cn—1 Oy + Cn-2 @, +... + Cy Gn—s | 

gleich dem absolut gréBten Werte, den die reelle quadratische Form 

(4) Qn(2o, 21, --->%n-1) = " = , Cu-(p+q)-2 2%? 
OSptgsn-1 


bet der Nebenbedingung - xz}? = 1 annimmt, also gleich der grépten Wurzel 
der charakteristischen olecchung ( (5). 
Fiir jede Funktion der Gesamtheit (33) ist demnach 


e) L(f)S Max |Qu(aosty5-+-»%q—1)| = 48; 


sf+z$+...23= 

ist xe, z*,..., 1 das einzige Salt Wertsystem, fiir welches 

Q,, (20's Bi", ..-2 Sani) = AF 
wird, so gilt fiir die rationale ganze Funktion 2n—2-ten Grades 
(36) f* (2) = (ag + af 2+... + 2120-1)" 
und nur fiir diese das Gleichheitszeichen in (37). 

10. Nach einem Fejérschen Satze**) 1aBt sich hieraus die obere Grenze 

des Ausdrucks 
(38 ) € (f) = ¢,_1|@| +¢_91/4,|+---+%|a,_,| 


fiir die Gesamtheit (33) der Funktionen f(z) unmittelbar ableiten. 
Nach diesem Satze ist namlich, wenn H*(z) die zu den Koeffizienten 
Co SQNG,, _,,¢,8QNG, 4,---,C,_,8gn@, gehdrige kanonische Funktion, h*(z ) 
aber die zu den positiven Koeffizienten ¢,,c,,...,¢,_, gehdrige kanonische 
Funktion bedeutet, 

[A* (e#*)| >| H* (e*)], 
also 


n-1 


(39) C1) = Ye. sle, J=3 fect "dt <|H*(e%)| <|a*(e). 


Fiir die Funktion f* (z) in (36) wird aber, da ihre Koeffizienten positiv sind, 
(39’) C(f*) = L(f*) = ag = |h* (e**)|; 
fiir die Funktion f*(z) gilt also das Gleichheitszeichen in (39). 


Satz IV’. Bei denselben Bedingungen wie im Satze IV hat der 
Ausdruck 


(38) €(f) =c,_,|@| +¢,_.]@,| +--- +65 ]4,_1| 


15) Joc. cit. S. 120—121. 
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dieselbe obere Grenze wie der Ausdruck L(f) in (32) und wird fiir die- 
selbe Funktion f*(z) erreicht. 

11. Um die obere Grenze der Koeffizientensummen samtlicher in 
|z| <1 konvergenter Potenzreihen, deren Mittelmodul nicht gréBer als 1 
ist, zu bestimmen, habe ich nur die Ergebnisse der vorigen Nummer fiir 
den Fall c, =c, =...=c,_, =1 in Anwendung zu bringen. In diesem 
Falle ist nach (13) 4% ——— und 2* = —  _gin(*—?)* 


an 2 ~ panel 2n+1 
2n+1 





(p=0,1,...,.m—1). 
Also gilt 


Satz V. Fiir die Gesamtheit aller in |z|< 1 konvergenten Potenz- 
rethen 
(33’) f(z) =a, +a,2+a,27+..., 
deren Mittelmodul der Ungleichung 





2x 
(38”) B; firlet)|ats 1 
geniigt, ist , 
(40) la, +a,+...+4,,|$— “’ 
0° Fanti 


und Gleichheit gilt nur fiir die rationale ganze Funktion 2n—2-ten 
Grades 
(n—1)x 


2 

(41) f°(2)= rari (singe ey tein: “Sazi * +--+ oye} 
Fiir dieselbe Gesamtheit ist gleichzeitig (nach Satz IV’) 

(42) [ay |+|ai+---+]a,s/S 





nx 
In+1 
und Gleichheit gilt nur fiir die in (41) angegebene Funktion f*(z). 


cos 


g 4. 
Uber die Majorante von Potenzreihen, deren Mittelmodul eine gegebene 
Schranke hat. 


12. Ich bestimme zuerst die obere Grenze des Ausdrucks 
(43) €(f) =|a,| + |a,|e+-..+]@,_.|0% 
bei festem 9 (0 < o <1) fiir die Gesamtheit aller in |z| < 1 konvergenter 
Potenzreihen 


(33’) f(z)=a,+a,z2+a,27+..., 
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deren Mittelmodul der Ungleichung geniigt 


22 
(33”) zr, fifles)|at< 1. 


Es ist nach Satz IV und IV’ 
(44) C(f)=|a|+]a,\e+---+]a, |e" * Sar (e), 
wo A*(o) die absolut gréBte Wurzel der charakteristischen Gleichung (14) 
bedeutet; ist a, 2/*,..,2%., das einzige positive Wertsystem, fiir welches 
Q,,(0;2,---,2,_,) ihr absolutes Maximum erreicht, so gilt fiir die ratio- 
nale ganze Funktion 2n —2-ten Grades 

fa® (2) = C(ae + a2z+...+ ag.,2*-1)*, C(2f*+... +284, )=—1 
und nur fiir diese das Gleichheitszeichen in (44). 

Nach Satz I ist aber 











if (0) < i fiir jedes n und At (0) = fiir n—-co, 
demnach ist 
(45) M, (e) =| | +a, )e +] 4,)0% +... Sys 
und Af (9) < My» (0) = fa" (o) < Ads-1(e), deh. 
(46) Me (e) = fet (0) pas fiir n—oo. 


Damit ist bewiesen der 


Satz VI. Fiir die Gesamtheit aller in |z| <1 konvergenten Potenz- 
rethen 


(33’) f(z) =a, +4,2+4,2°+..., 
deren Mittelmodul der Ungleichung 


22 
(33”) 2; fir(eyat< 1 
0 


geniigt, ist fiir jedes 0 (0O< 0 <1) 
(45) M,(e)=|4,|+|a,le+]a\e+---S 


und es gibt fiir jedes o eine Folge von rationalen ganzen Funktionen 
fa" (z) von der Beschaffenheit, daB 


(46) M2(e)= fe (@)—+ ja iti, N—+00. 


1 
1—9? 





( Eingegangen am 11. 6. 27.) 
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Zusatz beider Korrektur. Mit Benutzung einer von Herrn M. Fekete 
herriihrenden Bemerkung la8t sich auch diejenige Potenzreihe f*(z) der 
Gesamtheit (33’) bestimmen, fiir welche in (45) das Gleichheitszeichen gilt. 
Es ist namlich fiir 


f*(2)=(1—o)(1+ 202+ 80% +...) =o, 


dy fir (e!)|dt=(1—e*) (1+ e* tet +...)=1 
und : 


+(e) = F*(e) = (1 — e*)(1 + 20" + 3e +...) = 5. 
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Uber die Beziehungen der Eindeutigkeitsfragen in den 
Theorien der trigonometrischen Reihen und Integrale. 


Von 


A. Zygmund in Warschau. 


Kapitel 1. 
§ 1. 


Wir nennen ein trigonometrisches Integral (kurz t. I.) jedes Integral 
der Gestalt 


+@ 


(1) J (c,cosez + d,sine2)de = 4 fa,et= de (a,=c,—td,; a_,=G,)'), 


-@ 
+o 


wobei wir die rechte Seite der Gleichheit als lim f betrachten, wo das 


Limeszeichen die iibliche oder auch verallgemeinerte Bedeutung haben kann. 
Insbesondere kann jedes Fouriersche Integral in der Gestalt (1) geschrieben 
werden. In der letzten Zeit sind einige den t. I. gewidmete Arbeiten er- 
schienen, die sich insbesondere mit der Eindeutigkeitsfrage der Darstellbar- 
keit einer Funktion durch ein t.I. befassen*). Genauer gesagt, es wird 
gefragt: Bei welchen Voraussetzungen ist das t. I. (1) ein Fourierintegral, 
d.h. wann existiert eine Funktion f(z) derart, daB fiir fast alle s: 


a,= =. [r(z)e-e dz. 


Die t.I. haben eine groBe formelle Ahnlichkeit mit den trigono- 
metrischen Reihen (kurz: t. R.) 


zx +@ 
(2) 24 Se, cosnz+d,sinna = Sa, ei (a,=c,—td,, a_,=@G,). 
n=1 


1) Mit Z bezeichnen wir mit z konjugierte Zahl. 
*) Vgl. S. Pollard [1], M. Jacob [1]. 
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Es drangt sich daher die Vermutung auf, daB gewisse Sitze, die in der 
Theorie der t. R. gelten, nach entsprechenden Umanderungen fiir die t. I 
bestehen und umgekehrt. Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist die 
Begriindung dieser Vermutung in der Theorie der Eindeutigkeit der Dar- 
stellung durch ein t.I. und eine t. R. in dem Sinne, daB die Eindeutig- 
keitsmengen bei t. I. und t. R., grob gesprochen, dieselben sind. Wegen 
genaueren Angaben verweisen wir auf die entsprechenden Stellen dieser Arbeit. 
Die hier angewandte Methode hat auch einen weiteren Anwendungsbereich. 
Sie beruht auf der Theorie der formalen Multiplikation, die von Herrn 
A. Rajchman*) angebahnt wurde, und auf den Lokalisationsformeln von 
Riemann‘). Zur Bequemlichkeit des Lesers gebe ich die Beweise der 
Multiplikations- und Lokalisationstheoreme fiir t. I1., obwohl sie sich von 
den entsprechenden, schon friiher publizierten Satzen fiir t. R.°) nicht 
wesentlich unterscheiden. Es sei auch hier bemerkt, da8 wir bei der An- 
wendung auf die Eindeutigkeitsfragen die Multiplikations- und Lokalisations- 
sitze nur in dem Spezialfall benutzen, wo die Koeffizienten des Integrals 
bzw. der Reihe gegen Null streben. 


§ 2. 


In dem vorliegenden Paragraphen geben wir einige ganz elementare 
Hilfssitze an. Wir werden sagen, da8 die Funktion a, (— oo < 8 <0) der Be- 
dingung J geniigt, wenn fiir jedes w > 0: 


+@ 
Jf \a,|ds<oo. 


(Wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil vorausgesetzt wird, werden wir 


Integrale im Lebesgueschen Sinne verstehen. ) 
etl 
Lemmaa. Geniigt a, der Bedingung J, gilt fiir 1— + oo: J ja,|ds—-0, 
und hat man auBerdem 


|e,|< M (M=konst.) und «,=O(s*) fir s++o, 
so erfillt die durch die Formel 


@o-s 8 


+@ 
3) A, = fa,a,_,ds= Ja a,ds 


definierte Funktion A,, gleichfalls die Bedingung J und es gilt fiir w —+ + oo: 
A,— 0. 
%) Vgl. A. Rajchman [1], [3]. 
*) B. Riemann [1]. 
5) A. Rajchman [1], [3], A. Zygmund [1]. 
36* 
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Lemma bd. Erfillt a, die Bedingung J, gilt fiir ~—-+ oo: 


Tla,|ds =o(u~’) (y>0)°*), und hat man 
7 |a,|< M; a,=O(s-’-') fir s—++t0, 
so erfiillt die Funktion A, (3) die Bedingung J und es gilt: A, = o(w~”) 
(wm —> + oo). 

Lemma c. Erfillt a, die Bedingung J, gilt fiir u—- +o: 
"fa, |de = o(n?) (y > 0), und ist 
P 


(4) la,|<M; «,—O(s-?-*), 
so erfiillt die Funktion A,, gleichfalls die Bedingung J und es ist: A, = 0(@”). 
Die Beweise dieser Hilfssitze sind ganz leicht und es kann auf ihre 
Angabe hier verzichtet werden. 
Lemma d. Gilt |a,|<M und fiir s—++00: «,=O(s~-7) 
(y>n+1;n=1,2,...), hat man auBerdem fiir alle Werte von 
B=0,1,2,...s—1: 


+@ 
(5) Sa,-s'ds=0, 
und setzt man 
(6) fodt=—R}; JfRiat—Ri* (¢=1,2,...), 
s . 


so erhalt man 
+2 +e 
(7) Ri =O(s-r+*) (k=1,2,...,n); [aras = - feeras. 
Der Beweis wird durch vollstandige Induktion gefiihrt: 1. fiir n = 1 
+a 
ist der Satz evident, denn gilt«, = O(s-7)(y > 2) und fa,ds =0, so wird 


R} = J a,dt = O(8-7*») 
und ‘ 
+N +N 
J Rids = [sRe]*% + fsa,de, 
-N -¥ 


und es geniigt jetzt den Ubergang N—-co zu machen. 
2. Es sei der Hilfssatz fiir alle n <m bewiesen. Wir haben zuetst 


R} = O(8-7**) (k=1,2,...,.m—1), 
+o +@ 
SRP de = Gy See de =0, 


*) Der Einfachheit halber schreiben wir hier (und analog fortan) o(u~”) statt 
o(|#|-”). 
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_ also R” = O(s-7+™). AuBerdem, nach partieller Integration, 

+N ae +N 

far ae = | Res + a +...4+ R= | me + - feemas, 
-Y 


und man braucht nur den Ubergang N—-+co zu machen. 
Folgerung. Ist |a,|< M; «,=—O(s-7) (y>mn-+1) und besteht 
(5) fir k=0,1,2,...,m, 80 ist 
RI = O(8-7+*) (k= 0,1,2,...,.n+1). 
Lemma e. Ist |a,|< M, «,=O(s-’) (y>n+1), 


+@ +@ 
Sa ds—a; Sa,-s*ds=0 (k= 1,2,....n—1) 


und setzt man 
Ri=fa,dt (s>0); R} = fadt—a (#<0); 


Rit? — fRidt (6 =1,2,...), 
a 


so erhalt man: 
+@ 


*, , 2. : 
(8) R,; = O(s-7+*) (k=1,2,...,n); fz ds=— |a,8"de. 
Der Beweis unterscheidet sich nicht von dem des Lemmas d. 

Folgerung. Bei den Voraussetzungen des Lemmas e gilt die erste 
der Formeln (8) auch fir k=n-+-1. 

Bemerkung. Sind in den Hilfssitzen a—e die GréBen a, und «, 
Funktionen eines Parameters z und sind fiir einen gewissen Wertbereich 
dieses Parameters die entsprechenden Bedingungen gleichmaSig erfiillt, 
so sind auch die Behauptungen gleichmaBig erfiillt. 


§ 3. 
Das formale Produkt (kurz: f. P.) der t. I. 


+@ 


(9) y Jajeeede (a_,=2,) 
“ how “8 


nennen wir das Integral 


+@ 7 
(11) ; fAetde, wo A,=35 fae .at. 


—_ 
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Es ist evident, daS A_,—A,. Die Hilfssitze a,b,c sind Satze iibe. . 
Koeffizienten des i. P. Das Integral 


4 +@ 
(12) [(c.sinez —d,cosex)de = } foeweds, 
® -@ 
s>0: b, = —d,—ic,= —ia,, 
wo fiir 


8<0:6= d,+te,= fa,, 
nennen wir mit dem Integrai (1) konjugiert. In dem vorliegenden Para- 


graphen geben wir einige Siatze an, die die f. P., wie auch die mit ihnen 


konjugierte Integrale betreffen. 
att 


Satz L. Ist 1. {\a,|ds—+0, 2. konvergiert das Integral (10) fiir 
zCE gegen Null ond 3. ist a, =O(s~-*), so konvergiert das }. P. (11) 
der Integrale (9) und (10), wie auch das mit ihm konjugierte Integral, 
gleichmafig in xC E, und zwar das erste gegen Null. 

Bemerkung. Wir setzen immer stillschweigend voraus, daB a, der 
Bedingung J geniigt’). 

Beweis. Ich setze zur Vereinfachung x = (0 voraus: 


+@ +@ +2 +@ w—t 
=5 fae = i fas fae,,at—4 fever] fees 


@ -@® -@ —am@—t 
+2 


1 
pe fate. R,_,)dt—0, 


wegen R,=f«,dt= O(s-*) und nach dem Lemma a. 


(13) T, = 4 fava - fia. — A,)de = ‘f| Jiae.-ae,.oa d 


-@® 
+2 


ES fx au)ae— i fa [A tu) a 


ae 


+2 


— 


,—4,R _)at—> foun, _4—@,R,,_,) dat. 


Auf Grund ray Lemmas a strebt der Subtrahend gegen Null. 





*) Es geniigt hier und weiter (insbesondere in den Eindeutigkeitssitzen ) voraus- 





ausetzen, daB {(\c,|+8|d,|)ds<o fiir jedes m>0 (vgl. (1)). 
0 














— Ss eee” 





a 


—~ 


% 
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u+l +o 
Ist [\a,|ds=O(1), so sind offenbar die Teilintegrele f A,ds und 
fe -@ 


+a 

J B,ds gleichmaBig in 2¢E beschrinkt. Analog in weiteren Satzen. 
Satz II. Geniigt a, den im Satz I angegebenen Bedingungen, gilt 

weiter «,—= O(s-*) und ist 


: a, e**ds = a(x) «CH, 


+ 
(14) 3 
so konvergieren fiir w—+co die Ausdriicke 


+o +@ +o 
(15) 5 fa et#2de — =(e) a,e**ds, 5 [Beds — “@) (9, eweds, 


—@ 


gleichmafBig in E, und zwar der erste gegen Null. 


Bemerkung. Ist a(x)+0, so sagt der Satz II aus, daB das f. P. 
(bzw. das damit konjugierte Integral) sich in derselben Weise verhalt, wie 
das Integral (9) (bzw. das konjugierte), Z. B., ist das t. I. (9) konvergent, 
so konvergiert auch das Integral (11) und umgekehrt. Dasselbe gilt fiir 
die Cesarosche Summabilitét usw. Ist in HZ: |a(x)|>e> 0, so folgt aus 
der gleichmaBigen Konvergenz bzw. der Summabilitaét des t. I. (11) das- 
selbe fiir das Integral (9). 


Beweis. Wir setzen wieder x= ( und es sei a(0) =a: 


+o 
8,=4 fa(Re-. —R,_,)dt. 
Ich setze am 
R,=R, fir *>0 und R, = R,— 2a fir *<0. 
Es ist leicht zu zeigen, daB 


- ee ee (fir » <t <a) 
Riug se ~ Rene * * 
=R_,.,— Ro (sonst). 
Also 
+o +2 
* 
(16) 8.=5 faat+4 Jatt. _.—B,_,) 4, 


wobei der zweite Summand rechts gleichmaBig gegen Null strebt (Lemma a). 
Beriicksichtigen wir analog, da8 
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R_,—R,_,+2« (fir 0<t<o) 


&_,-R.= * 

R_,—R,_, (sonst) , 
so kénnen wir den Ausdruck (13) fiir 7, in der Gestalt umschreiben: 
+2 A =. ; @ 

Ses ‘ Jl + ( (R_, —h,_.)—0,(&_,— &,_))at+ Sf (a,—a,)at, 


uv 


Jetzt geniigt es zu bemerken, da das letzte Glied rechts eben = a0 dt ist. 
Man sagt*), das Integral 


(17) fa,dw 


sei (C,y) (y > 0) zu ¢ summierbar, wenn fiir a —0o 


(18) 82=3,{a,(@—u)’ due. 
0 


Setzen wir fo,du—s,, und integrieren partiell, so kénnen wir die Gleich- 
0 
heit (12) wie folgt umschreiben: 


(19) 83 = 2, | 8,(o—u)’" "du. 

0 
Diese Gleichheit stellt die Erklarung des (C, y )- Grenzwertes der Funktion S,, 
fiir w—+0co dar. Ist (18) erfiillt, so existiert fiir jedes y’>y lim $2 , der 
ebenfalls gleich s ist. Man sagt weiter, daB das Integral (17) bzw. die 
Funktion 8, (s. 0.) nach Poisson (kurz P.) zum Werte s summierbar (bzw. 
limitierbar) ist, wenn bei 0 <r <1 


(20) lim ja r“du=s bzw. limlgr) s,r°du=s 
r>10 r>1 


ist. (Wir setzen stillschweigend voraus, daB fiir jedes 0<r<1 die in 
den Formeln (20) rechts stehenden Integrale konvergieren.) Konvergiert das 
Integral (17), bzw. die Funktion s,, schlechthin gegen den Grenzwert s, 
so finden die Gleichheiten (20) statt. Fiir die (C, y)-Summabilitat (y > 0) 
besteht der analoge Satz, wenn wir noch die Voraussetzung hinzufiigen, daB 
fiir jedes 0<r<1 die in den Formeln (20) rechts stehenden Integrale 
konvergieren, was gewi8 in allen von uns betrachteten Fallen stattfindet. 


*) Vgl.z. B. Hardy und Riesz [1]. 
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uti 
Satz Ill. Ist f \a,|ds—o(u") (y>0) 
“& 


(21) |a,|<M, «,—O(s-*7-*) *) 
und gilt fir x<CE 
+0 


a, et** sk de ous 0, 


oa 
+f qetrde—s f a, et*.¢-da=...= . 


s+ 


wo k die kleinste ganze Zahl >y bedeutet, so ist das f.P. der Inte- 
grale (9) und (10), wie auch das konjugierte Integral, fiir x C E gleich- 
mapig (C,y)-summierbar, und zwar das erste gegen Null. 

Beweis. 


+2 
8, = x] e,R_,_,dt— t fara 


und es geniigt z. B. zu zeigen, daB das zweite rechts stehende Integral (C, y 
gegen Null strebt, d. h. 


@ 


+@ 
1, f fan,_,at]| (wm — 8)’ *ds—0. 


Der Ausdruck links ist gleich 


+2 @w 
(22) 2, f aat| f R,_,(@—0)?*ae]. 
(Die Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen ist vollkommen be- 


rechtigt.) Integrieren wir partiell, so erhalten wir fiir 7 < y (vgl. (6), (7) 
und (21)): 


(28) f'R,_4(@—0)"*de = [— Rie(@— 0)? +(7—1) RE (@— 8)" 
— 22. (—1) BLa(@ — 8)" (y -1)...(y-F +o + 
+(—1) (7-1) (7-3) J Bi-s(@— 8)" 7" ds =O(@ 7) 
+ (=I! (7-1)... (7-8) f RLa(@ —a) de = 14 HL 


Der Teil des Ausdruckes (22), weicher aus I hervorgeht, ist offenbar ¢ (1). 
Es gibt jetzt zwei Méglichkeiten: 1. y=—k, 2. y<k. Betrachten wir 


*) Ersetzt man in (4) —y—2 durch —y—1—€ (&>0), so kann man auch (wie 
leicht aus dem Beweise folgt) in (21) —2y—8 durch —2y—2 ersetzen. 
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zuerst den Fall 1. und setzen wir j = y —1. Dann wird 
J Rio — 8)’ ds =f Rio} ds = — R2_,4+ R?, 
0 0 


und der Ausdruck (22) erhalt die Gestalt: 


+@ +x +o 
o(1)+ Ufa, R2at + [a Ri-.dt = 0(1) = 2 fa, Rcd. 


Da aber R] = O(s~’~*) (Lemma d), so ist auch das letzte Glied o (1) 
(Lemma c) und im Falle 1. ist der Satz bewiesen. 


2. Wir setzen in der Formel (23) j=[y] und es sei y=j+é 
(0<&<1): 


J Rio — s)**ds= -fz Ri*} .(w — 8)*"'ds = 
0 
=— --fi Rit} — Rit) (@ — 8)*"* ds = — [( Ritt — R3*t)(@ — 8)*"]o 


+(1-2) fini — RED (@ —s)**ds=A+B. 
0 
Nun ist 


A= (Ri' — Rit) o** 
daher geniigt es, wegen 





+2 
§-1 , F 
“SP fares? — Rit) dt = 0(1) 
(denn Ri** = O(s~*?~**3**) — O(g-?-*-*)) 


den folgenden Ausdruck zu untersuchen: 


a Teuat f Rist RE*})(@ — 8)* "ds = 


@ 


—w~ f (w@ —28)’-*de f (Rit? — Rit) a,dt =a ‘T+o "f= C+D. 
0 —@ 
Da aber (Lemma c) 


+= 
f Rit} a,dt =0(s"); Pritiqat =0(w’), 


so ist 


C= a S(e — s)**0(8’)ds+ o(1) f (w —s)**ds=o(1). 
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Wenden wir jetzt auf die Differenz Ri*} — R3*) den Mittelwertsatz an: 
a a a =(w —8) R}-, 
(wobei wa —1<s<@0<m; 0=6(8—t, wm —?)) 


und beachten wir, daB, wie leicht zu beweisen (vgl. z. B. Lemma c), 


+2 
Jf Ri_.a,dt = 0(w’) (fir o —1<0<~a), 
so erhalten wir 


D= oT i - *)*""de f a, Ré_,dt —o(1) tea —s8)*-'ds =o0(1), 
- ' w-1 


«@—1 
w.z. b. w. 
Analog wird der Satz von der konjugierten Reihe bewiesen. 
Satz IV. Geniigen die a, den Bedingungen des Satzes III und ge- 
niigen die a, auBer (21) noch fiir xc E den Bedingungen 
+o 


+ fe e**@ds=—a(x); 


+@ +@ +2 
4 iszd mm. 2 ist ds — ait k istdg — ) 
2 &a,e &=75 | & ae oss. Se s" ae 8=U, 
-@e —-® -®@ 


so sind die Ausdriicke (15) gleichmafig in x C E (C,y)-limitierbar, und 
zwar der erste gegen Null. 

Analog wie im Satze II erhalten wir (16) und es ist zu zeigen, daB 
der zweite Summand (C,y) gegen Null strebt. Der Beweis dieser Tat- 
sache ist im Grunde mit dem des Satzes III identisch (vgl. Lemma e). 

Wir betrachten jetzt die Frage nach der Summabilitét des m-mal 
differenzierten formalen Produktes der t.I. (9) und (10), d.h. des &. I. 


@ ia 
T f4,-ometrrae. 


Wir beschranken uns auf den Fall y-+-m2>0. Wir erhalten, wenn 
wir uns, wie oben, auf z = 0 beschranken, 


+o +o +@ 
om =m 
Ss, = Ff Avena f on( fae,sat)ae 
, +o o-t = - +@ @a-—t 
= fade Jaterraem 3 (7) FJ vaat:fomseya. 
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Der Summand mit dem Index j rechts ist, bis auf einen konstanten Faktor, 
das Teilintegral (fiir z= 0) des f. P. der Integrale 


+@ 


Ys x J Ha, dt mit Gliedern o(t”*’) und 
> 


go = 1 y fon's ses = a™-? (0) 


(Leibnizsche Formel). Wir setzen voraus, da8 


(24) «,=O(s-"), 4 = Max(2(y+ m)+3,m-+ 3), 
k ganz, nicht negativ > y +m. 
Was kann man nun iiber die Summabilitét des f. P. der Integrale 


= +@ 


+ 
(25) Sf facet und a ee e““ds (7 =0,1,...,m) 


aussagen? Man mu8 zwei Fille unterscheiden: a) y-+-7 <0, b) y+7>0. 
Im ersten Falle, wenn nur «,-s"-j = O(s-*) (vgl. Satz II), also um so 
mehr, wenn «, = O(s~"), ist das f. P. der t. I. (25) gegen Null konvergent, 
wenn nur m—j> 0 und verhilt sich wie 


+2 


(25a) “Tse a,e"* dt 


fiir m —7j=0. Im zweiten Fall dagegen, wenn nur s™-Ja, = O(s~*+/-*) 
(vgl. den Satz III), also um so mehr, wenn «, = O(s~"), ist dieses Produkt 
(C,y+ 7) gegen Null summierbar, wenn m—j>0 und verhilt sich 
(C,y +7) so wie (25a), wenn j =m. Fassen wir diese Betrachtungen zu- 
sammen und vervollstandigen sie durch analoge Siitze iiber die konjugierten 
Integrale, so erhalten wir den folgenden 


uti 
Satz V. Ist {|a,|ds—o(p") (y beliebig reell) und sind die k ersten 
x 
Ableitungen der Funktion 


a(x) = 3 a, eds, 


wobei (24) erfiillt ist®), fiir «CE gleich Null, so sind die Ausdriicke 


) Z. B. fir y=—2, m=2: k=0. Dieser Fall ist in den Anwendungen der 
wichtigste. 
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+o 
ofa et*2 g™ds — tT Lm si" fa, et#? g™ds, 
(26) er 
fp, euromde— 2(2)5" [b,eteramde 


gleichmaBig in xC E (C,y+m) (y+m—20) limitierbar, und zwar das 
erste gegen Null*). 

Aus dem letzten Satze werden wir leicht die, den Riemannschen 
analogen Lokalisationssitze erhalten. Betrachten wir zuerst den fiir die An- 
wendungen vollkommen ausreichenden Fall des Integrals 


+2 
(27) 7 f a,e***de, 


wo ’ bei dem Integral hier und fortan bedeutet, da8 fiir |s| <1 a, = 0 ist**). 
Diese Beschrankung bezweckt die Erleichterung der formalen Integration. 


+1 
Satz VI. Ist Tlelée =o(u’) (y=0) und bezeichnen wir: 

Me +e 
(28) ®(xz)= 55 iE et** de, 
wo k eine natiirliche Zahl und k — y >17*), 80 sind, wenn wir mit A(z) 
(—co<2< oo) eine stetige, mit einer gewissen Zahl von Ableitungen 
versehene**) Funktion bezeichnen, die auBerhalb (a, b) Null und innerhalb 
(a, 8B) (—-w <a<a<f<b< co) Hins ist, die Ausdriicke 


+o 


a et*t@ds — cy fo ) A(t) et— =) as 


(29) 





1 fe etezge — (10 fom git) as 


gleichmafig in (a, B) (C, y)-limitierbar, und zwar der erste gegen Null. 


1) Fir y-+m<0 sind die Ausdriicke (26) offenbar konvergent. 


1%) Wir bemerken noch, daB, wenn Fialaece, die Funktion Saeras 


Ableitungen aller Ordnung besitzt. Diese slataehe Bemerkung werden wir noch benutzen. 
13) Damit das in (28) rechtsstehende Integral absolut konvergiert. Es geniigt 
schwachere Voraussetzungen zu machen, 
4) Es geniigt, wie aus dem Beweise folgt, daB die Koeffizienten des Fourierintegrals 
der Funktion 4(z) von der GréBenordnung o(s~”) sind, wo n= Max (27+3,k+3). 
Z. B. fir y=0 kann man k= 2, also 7 =5 setzen. 
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Mit ®(t)A(t) bezeichnen wir hier die mit ®(t)A(#) konjugierte 
Funktion, d. h. den Wert des mit dem Fourierintegral der Funktion 
®(t)A(t) konjugierten Integrales. Bei unseren Voraussetzungen iiber ® 
und 4 ist die Funktion ®/ stetig (vgl. den Beweis des Satzes VI). 

Dem Beweise des Satzes VI schicken wir einige Bemerkungen iiber 
seine Bedeutung voraus. Er sagt aus, da8 die Summabilitét des t. I. (27) 
in (@, 8) lediglich von dem Verhalten der Funktion @(z) in dem etwas 
gréBeren Intervall (a, 6) abhingt. Haben wir das allgemeine Integral (1): 


+ +1 +o 

1 , 1 é 1 

1 faerde= 4 f a,eede+ +f aetede, 
=-@ = 5 


und definieren wir nach wie vor ®(2z) durch die Formel (28), so kénnen 
wir auch jetzt behaupten, daB die (C, y)-Summabilitét (aber nicht mehr der 
Wert) des t. I. (1) in (a, 8) nur von dem Verhalten der Funktion (2) 
in (a, b) abhangt. 

Beweis des Satzes VI. Es sei 

+2 

(30) A(z) = : fe eds. 
Wir betrachten das f. P. (11) der Integrale (28) und (30). Auf Grund 
des Lemmas 6 ist A,=o(s’-*). Es ist leicht zu sehen, daB das f. P. 
das Fourierintegral der Funktion ®/ ist, also 


+@ 
A,=+ fr@aae dt; 
dh i 


, +o (k) ( 1) b ” . t 
: —_ sin @(t’—2z 
(} [A,eras) =o f F(t) a(t) — oat. 
-@ a 

Wenden wir nun den Satz V an, so erhalten wir den ersten Teil des 
Satzes VI. Den zweiten Teil, der die konjugierten Integrale betrifft, be- 
weisen wir analog. 

Hatten wir die Beschrinkung auf die Integrale (27) vermeiden wollen, 
so kénnte man statt ®(z) die Funktion 


+@ +3 
F(z) = gp | frett*de + a Jk ets — P,(tex)|de= P(x) + P(z) 
—" -1 
betrachten =. wo P,(u)=1+ 5+ Pee! = Paty 


4) H. Hahn [1], M. Jacob [1]. 
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Satz VI’. Erfiillen a, und i(x) die Voraussetzungen des vorigen 
Satzes, so sind die Ausdriicke 





+@ db 
1 ° on Be d* ; “a 
3 fa, e*z dg — cu fr A(t) at moi—s) dt 
(81) pa ' 


b 
Ll [ b,et=de me ch Fit) Hs mee *) gy 
a 


in (a, B) gleichmafig (C, y)-limitierbar, und zwar der erste gegen Null. 
Zum Beweise geniigt es offenbar zu zeigen, daB die Ausdriicke 


+1 


b 
1 a d* sin o(t— 
+ faves — OM few ang SoG—2) gs, 


=i 
+1 b 
a Se = 
5 | beter — 1 frome meet?) at 
-1 a 


in («, 8) gleichmaBig konvergieren (der erste gegen Null). Wir betrachten 
nun den ersten, der nach einer k-maligen partiellen Integration die Ge- 
Stalt annimmt 


+1 b 


5 fa,eteds -- frrw 4(1)) BOE—*) ge; 


aber fiir 7 = 0, 1, 2,...,& —1 gilt gleichmaBig in (a, f): 


b 
k\ 1 ; as i t— 
(ef roe Ase aro 
1 


b + 
1 (b sin »(¢t — x) (k) 1 
fy (t) a(t) @2C-*) gy. (z)= 4 [a,evrde, 
-1 


w. z. b. w. *®) 


angesteliten analogen -Betrachtung: wenn die Funktion 


n uti 
facade, (f\alde-o(u, 120), 

0 M 
die fiir Rz>0 holomorph ist, noch in einem geschlossenen und endlichen Intervall 
der Geraden Rz=0 sich regular verhilt, so ist das betrachtete Integral daselbst gleich- 
maBig (C, ») summierbar. 
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Kapitel 2. 
§ 4. 
Bevor ich an den Beweis der im §1 angesagten Sitze herangehe, 
erinnere ich an einige bekannte daran ankniipfende Definitionen. Die Menge 


E£<(0,22) nennen wir eine Hindeutigkeitsmenge oder Menge U fir t. R., 
wenn fiir jede t. R. 


+2 
(32) ; >) a, ein? a_,=4 
a=-@ 
die iiberall in C Z (d.h. in der Komplementirmenge von Z) gegen Null 
konvergiert, die Bedingung a, = 0 (n=0, +1, +2,...) zutrifft. Sonst 
nennen wir die Menge HZ eine Mehrdeutigkeitsmenge (M-Menge). Analog 
werden definiert die entsprechenden Mengen fiir die t. I. 


+@2 


(33) ; fa,etes ds, a_,=G,, 

mit dem Unterschied, da8 wir hier die erginzende Bedingung 
uti 

(34) lim fia,\ae— 


Mem +o 
“ 


hinzufiigen. Die Menge Z liegt hier in (— co, +00) und wir fordern 
a,= 0 fiir fast alle s. Beschrinken wir uns auf meBbare U-Mengen, so 
gilt der Satz, daB jede U-Menge — gleich ob fiir Reihen oder Integrale — 
vom MaBe Null ist. Die Umkehrung ist nicht richtig *’). 


Diese Definitionen kniipfen an den Begriff der Konvergenz der Reihen 
bzw. der Integrale an, und daher kénnten wir zwecks gréBerer Deutlich- 
keit die 1n Betracht kommenden Mengen Ug resp. Mc nennen. Betrachten 
wir dagegen statt der Konvergenz die verallgemeinerten Summierungs- 
verfahren, z. B. das Poissonsche, so gelangen wir zu den Definitionen der 
Mengen Up und Mp. Damit diese Definitionen zweckmaBig seien, muB 
man fiir den Fall der Reihen die Voraussetzung a,—+0 hinzufiigen. Fiir 
die Integrale bleibt die Voraussetzung (34) bestehen. Man vermutet, was 
nur in dem Spezialfall der geschlossenen Mengen bewiesen ist **), daB iiber- 
haupt die Klassen der Mengen Up und Ug identisch sind. 

Satz I. Konvergiert das t.I. (33) mit der Nebenbedingung (34) 
in einem endlichen Intervall (A, B) gegen Null, so ist die Konvergenz 
gleichmapig in jedem Intervall (A-+-e, B —e) (e>0). 








17) D, Menchoff [1]. 
18) Vgl. z. B. Nina Bary [1). 
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Beweis. Es sei 4(z) (—co<2%< oo) eine stetige mit einer ge- 

wissen Zahl von Ableitungen versehene Funktion, die in (A+ e¢, B—e) 

gleich 1, auBerhalb (A,B) gleich 0 ist. Wir entwickeln A(z) in ein 

Fourierintegral 

+@ 


(35) A(z) = 5 faetrde. 


Das formale Produkt der Integrale (33) und (35) ist ein t. I. 
+@ 
(36) 5 [ A,eede, (A,— 0), 


das iiberall gegen Null konvergiert, also sind fast alle A,=0**), die 
Konvergenz ist also gleichmaBig. Daraus folgt (Kap.1, Satz II) die 
Behauptung. 

Folgerung. Konvergiert das Integral (33) in dem Intervall (A, B) 
gegen eine in ein gleichmaBig konvergentes Fourierintegral entwickelbare 
Funktion f(z)*°), so konvergiert das Integral (33) gleichmaBig in (A+-e, B — e). 
Es geniigt naimlich fiir x¢(A,B) f*(x)= f(x) und sonst f*(x)=0 zu 
setzen und dann die Differenz des t. I. (33) und des Fourierintegrals von 
f*(x) zu betrachten. 

Bemerkung. Stiitzen wir uns auf den Satz II (s.u.), so ist 
leicht zu sehen, daB die Voraussetzung der Poissonschen Summierbarkeit 
statt der Konvergenz geniigt. 

Satz Il. Jede leere Menge ist fiir die t. I. ein Up. 

Bemerkung. Im Beweise werden wir uns auf den Satz stiitzen, 
daB fiir die t. R. die leere Menge ein Up ist**). Die im folgenden ange- 
wandte Methode gibt aber noch mehr; sie zeigt namlich fiir eine umfang- 
reiche Klasse von Summierungsverfahren 7, daB wenn die leere Menge 
ein Up fiir t. R. ist, das gleiche auch fiir die t. I. gilt. 

Lemma «. Ist eine t. R. (32) mit nach Null strebenden Koeffi- 
zienten in (A,B) (0S A< B<22) P-summierbar zu einer in eine 
Fourierreihe entwickelbaren Funktion f(2), so ist diese Reihe (32) inner- 
halb (A, B) konvergent. 





19) §. Pollard [1], M. Jacob [1]. 
2°) Dar unter verstehen wir folgendes: wenn wir eine beliebige, in (—oo , +-c0 ) absolut 
integrierbare Funktion f*(x) nehmen, wobei f(x)=/*(x) in (A, B), so ist das 
Fourierintegral von f*(x) gleichmaBig in (A--e, B—«) (e>0) konvergent. Analog 
fiir t. R. 
*1) A. Rajchman [2], A. Rajchman und A. Zygmund [1], A. Zygmund [2). 
Mathematische Annalen. 99. 37 
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Der Beweis ist dem des Satzes I analog. Zuerst betrachten wir den 
Fall, wo f(z) = 0 in (A, B) ist. Multiplizieren wir die Reihe (32) mit 
der Fourierreihe einer Lokalisationsfunktion 4(z) von der Periode 22, 
die in (A+, B—e) gleich 1, auBerhalb (A, B) (mod 22) gleich 0 ist 
und eine gewisse Anzahl stetiger Ableitungen besitzt, so erhalten wir eine 
t. R. mit nach Null strebenden Koeffizienten, die iiberall zur Null P-sum- 
mierbar ist. Daher ist das f. P. auch konvergent, also ist die Reihe ( 32) 
in (A+ e, B —e) konvergent (sogar gleichmaBig). Im allgemeineren Fall 
geniigt es, von der Reihe (32) die Fourierreihe der Funktion f*(x), die 
in (A, B) gleich f(x), sonst Null ist, zu subtrahieren. 

Lemma #. Ist das t. I. 


+a ut+l *) 


(37) 5 faetrds, (o_,=a, Jia|ae—o), 


—-« 


P-summierbar zu einer Funktion, die z. B. eine stetige Ableitung besitzt, 
so ist es sogar konvergent (gleichmaBig in jedem endlichen Intervall ). 

Es sei A(z) eine in (— oo, +o) definierte Funktion, gleich 1 in 
(6, 2% — 5), Null auBerhalb (0,22) und samt einer gewissen Anzahl ihrer 
Ableitungen stetig. Es sei (35) das Fourierintegral von A(z). Das f. P. 
(36) der t. I. (35) und 


ist das Fourierintegral der Funktion F(x) A(x) und dabei ist (vgl. 
Lemma b) A,=o0(s~*). Wir entwickeln die Funktion F(z)A(z) in 
(0,22) in eine Fourierreihe 


(38) F(x) A(z)~ > D>) bei, 
wo te 


2x +2 
b, = Lf r(z)a (z)e-*#dz = . fF (@)a(zyemede = A, =o(n-*). 
0 -@2 
Wir differenzieren die Reihe (38) formal. Wir erhalten dann die Reihe 
—2 Sn*b, ei*, deren Koeffizienten gegen Null streben, wobei 


+N as sin (N+) (2-1) 
1 3 1 a* 2 
yal " ntbgetre— at [ PACH), ae oe a, 
~< ’ ei i 


*) ’ bedeutet, daB a,= 0 fiir | s| <1. 
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Andererseits ist nach der Lokalisationsformel **) 





Wile a sin (N +5 (x —t) 
; f a seveda 2 fi (#) a(t) a4 3) dt—0 
-N-"/, 
(x C (6, 2a—8)). 
Ich behaupte, daB 
2x 
(39) 1 fr) (ai) (somes we z=1) si (W+3)(2— | it 
° : 


(x¢ (d, 22—9)). 
In der Tat, setzen wir 
! 





a ae y(u), 
2 sin = 


so kénnen wir die linke Seite der Formel (39) in der Gestalt 


ia: : 


(40) fro t) A(t) p(x —t) ) sin (N+ +%)(#—#) dt— 


— 55+" Froae ) y'(x —t) cos (N+ 5) (2 —t) dt + 


res 1 Fro awy "(a —t)sin(N + 3) (w—t)dt 


umschreiben. Da jedoch fur jedes : die Funktion 


sin : 
2 
t 


cos > 


a* (t) = A(t) y®(2—t) (¢=0,1, 2) 


sich geniigend regular verhilt, so behalt sie die Ordnung der Koeffizienten 
bei und die Funktion F(t) 4*(t) hat Fourierkoeffizienten o(N~*), also 
strebt jeder der Summanden in dem Ausdruck (40) gegen Null. Wir 
haben gezeigt, daB 


+N +¥+%s 
1 1 
(- 3 > n* b, eine) —* a,e**ds—0, 
n=-N -N-"/, 





%) Vgl. Kap. I, Satz VL. 
87° 
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ett 
also, da S \a,|ds— 0, wird auch 
“ 
+N 


+N 
(41) 4,=(-% 2) mtb, e*) — 9 a,e**#ds-—-0 (xC(6,22—5)). 
w= -N 


Da 4, eine Nullfolge ist, so ist sie auch zur Null nach Poisson 
limitierbar, also 


n+l 


r>l 


(42) lim I(- ; S'ateie b, ein) — 1 (Jaretrae f {a etwede) rat] = 


= —n-1 
uti 

Da aber, wie leicht zu zeigen, bei der Voraussetzung f |\a,|\ds—0, 
auch - 

oe ntl —" +2 
; DS ( faeede + fa,et ds) peti +f aet*rl*lde—0 (fiir r—1) 

n=0 ‘a ee a 4 
gilt, so folgt aus (42), daB 
+@ ve 

(43) tim [(— 4 S'ntd,rinietme) — 1 fa,eterrieids] —o, 


(x (6, 22—8)). 


Die Formeln (41) und (43) werden wir oft benutzen**). Ist das Integrai 
(37) in (A, B) P-summierbar gegen f(z), so ist es wegen der Formel 
(43) auch die Reihe — 4 S’n*b  e***, Nach dem Lemma a ist diese 
Reihe also gegen f(z) konvergent, daher ist es auch, nach der Formel 
(41), das Integral (37) in (6,22—4). Da aber statt (6,22 —4) ein 
beliebiges Intervall von der Lange < 22 genommen werden kann, so ist 
das Lemma bewiesen. Nun ist der Beweis des Satzes II unmittelbar. Ist 
das Integral (33) mit der Neberbedingung (34) zur Null P-summierbar, 
so setzen wir a, = a; + ay’, wo a; = 0 fiir |s| << 1 und a; = a, fiir |s| >1, 


%*) Es sei S(z) eine t. R., deren Glieder gegen Null streben, und J (zx) ein t. L. (33), 
wobei auch a,-+0. S(z) entstehe aus S(x) durch zweimalige gliedweise Integration. 
Analog sei J(x) definiert. Die beim Beweise des Lemmas f benutzten Uberlegungen 
ergeben: wenn fir alx<b 


I(x) =8 (2) 
ist, so sind in (a, b) die Reihe S(2z) und das Integral J(x) iquikonvergent, d. h. es 
ist in leichtverstindlicher Bezeichnungsweise: I(x)—S(x)=0 (sogar gleichmaBig in 





(a+s8, b—«8)). 


ee 








(: 


yy > 


—-_ bet Gee Gee hUltnetlU lO 
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und erhalten 


+@ @ e 
1 


3 fa, ettds = fa; e#* ds +- ; fazer de. 


to| = 


Also ist das erste Integral links P-summierbar zum Werte 


+1 


(44) f(z) =—} fa,errde, 


-1 


wobei die Funktion f(x) stetige Ableitung besitzt. Nach dem Lemma. # 


ist es also gegen f(z) konvergent. Also konvergiert das t. I. (33) gegen 
Null, d.h. a, = 0 fiir fast alle s, w. z. b. w. 


Satz III. Jede Ucg-Menge fiir t. R. ist es auch fir t. I. und 
umgekehrt. 


Satz III’. Jede Up-Menge fiir t. R. ist_es auch fir t. 1. und 
umgekehrt. 

Die Satze III und III’ werden in derselben Weise bewiesen. Wir 
beweisen also nur den Satz III. Die Aussage, ,die Menge Z, die ein Uy 
fiir Integrale ist, ist ein Ug fiir Reihen“, ist in dem Sinne zu deuten, daB 
jedes Stiick der Menge Z#, das in einem Intervall von der Lange < 22 
enthalten ist, ein Ug fiir Reihen bildet. Das folgende Lemma klart 
genauer den Sinn der Satze III und LI’. 


Lemma y. Liegt 2 in (— co, +o) und ist jedes endliche Stiick 
von £ ein Ug fiir die t.I., so ist auch die ganze Menge £ ein Ug fiir 
Integrale. Dasselbe gilt fiir Up. 

In der Tat, wiirde es ein t. I. (33) mit der Bedingung (34) geben, 
das auBerhalb ZH, aber nicht iiberall, gegen Null konvergiert, so wiirde es 
einen Punkt 2, geben, in welchem das betrachtete Integral nicht gegen 
Null konvergiert. Nehmen wir jetzt eine Lokalisationsfunktion A(z), 
positiv in (2% —6,2,-+46) und Null auBerhalb, multiplizieren wir das 
Integral (33) in das Fourierintegral der Funktion 4(2), so erhalten wir 
jetzt ein t. I. (36), das auBerhalb des Stiickes (2 — 6, 2+ 4) der 
Menge Z, aber nicht iiberall gegen Null konvergiert. Das ist aber nach 
Voraussetzung unméglich. 

Bemerkung. Ein analoges Lemma gilt — ahnlich bewiesen — 
fiir t. R. 

Lemma 6. Ist eine t. R. auBerhalb einer Uc-Menge gegen eine 
Funktion f(z) — mit iiberall konvergenter Fourierentwicklung — kon- 
vergent, so ist diese Reihe die Fourierreihe von f(z). 
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Dies ist evident, denn subtrahiert man von der betrachteten Reihe 
die Fourierreihe von f(z), so erhalt man eine iiberall auBerhalb einer 
Uc-Menge gegen Null konvergente Reihe. 

Beweis des Satzes III. 1. Es sei Z ein Ug fiir t. R. Wir zeigen, 
daB es auch ein Ug fiir t. I. ist. Ohne die Allgemeinheit zu beschranken, 
kann man voraussetzen, daB H auf der Strecke von der Linge < 22, 
also z.'B. auf (26,22 — 24) liegt. (Vgl. das Lemma y und Bemerkung. ) 
Es sei (33) ein t. I. mit der Eigenschaft (34), das iiberall auBerhalb Z 
gegen Null konvergiert. Also konvergiert das t. I. (37) gegen die Funktion 
(44) in CZ. Gehen wir von dem Integral (36) aus und stellen wir eine 
der im Lemma f angewandten dhnliche Betrachtung an, so erhalten wir 
die Reihe 


+@ 
(45) —; >) n?b, ei", 
n=—@ 

wobei noch die Relation (41) stattfindet, also wird die Reihe (45) iiberall 
in (6,22%—6) auBerhalb FE gegen f(x) konvergieren. Es sei A4,(z) eine 
Funktion mit der Periode 22, die samt einer gewissen Zahl von Ablei- 
tungen stetig ist, gleich 1 in (26,22 — 24) und Null auBerhalb (4, 22 — 4) 
(mod 22). Wir multiplizieren die Reihe (45) mit der Fourierreihe der 
Funktion 4,(2). Wir erhalten eine t. R. mit nach Null strebenden Koeffi- 
zienten, die gegen f(z) A(a) iiberall in C Z konvergiert, also, nach dem 
Lemma 4, iiberall. Also konvergiert die Reihe (45), damit auch auf Grund 
der Formel (41) das Integral (37), iiberall in (26, 2% — 26) gegen f(z), 
also konvergiert (33) gegen Null, w. z. b. w. 

2. Es sei Z ein Ug fiir t. I., das in (6,22 — 4) enthalten ist. Wir 
zeigen, daB es auch ein Ug fiir t. R. ist. Es sei 


(46) + > by eins 


eine t. R. die in C Z gegen Null konvergiert. Wir setzen 





(47) P(x) =F — ST eins — 2 4 Bz). 


Es sei A(x) eine Funktion von der Periode 22, die in (4, 2 — 3) Eins, 
in den Punkten 0, 22 Null ist und eine gewisse Anzahl von Ableitungen 
besitzt, die auch in den Endpunkten des Intervalles verschwinden. 

Lemma «. Es ist 


© [r(e) a(t) et dt =0(w-*). 





ee 


| 
| 
| 
| 
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Nun ist 


22 

1 , 

a F(t) A(t) e~ tot dt — 3 t? A(t) e-t~# dt + — @(t) ) A(t) e-** dt. 
J -f f 


Offenbar ist der erste Summand rechts o(m~*). Ist w ganzzahlig: 
w= N, so ist das auch fiir den zweiten Summanden evident, da das 
betrachtete Integral den N-ten Fourierkoeffizienten der Funktion ®(t) 4(t) 
darstellt, wobei die Fourierreihe der Funktion ®(t) A(t) durch formale 
Ausmultiplizierung der Fourierreihen der Funktionen ® und 4 entsteht. 
Verhilt sich also A(z) geniigend regular, so sind die Fourierkoeffizienten 
des f. P., auf Grund eines dem Lemma b} analogen Lemmas, von der- 
selben Ordnung wie diejenigen von ®(x), d. h. o(N~*). Um also das 
Lemma allgemein zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB fiir beschrinktes 
y(\¥|<¥,) gleichmaBig 


sow t) A(t) [e-t¥t — e-tiN tne Jar = foc )a(t) [1 — e~**#] e-*¥# dt = o(N~ . 
wird. Es sei 
y(t)=1—cost oder (t)=sint. 


Ich setze A*(t) = A(t) p(vt). Wie leicht ersichtlich, wird fiir |y|< », 
die Funktion 4* (t) gleichmaBig kleine (z. B. gleichmaBig o(N~*)) Fourier- 
koeffizienten haben. Da die Fourierreihe der Funktion ®4* durch formale 
Multiplikation der Reihen ® und Z* entsteht, erhalt man daher 


fot) A* (t) e-*¥# dt = o(N~*), 


gleichmaBig fiir: |»| <<», w. z. b. w. 
Auf Grund der Riemannschen Formel gilt: 





+¥ - in (+5) (2-8) 
1 , 1 2 
2 Dy beete— a, [POAT — ay dt—0 
£ 2 
(8<2<2n—S). 


Daraus folgt leicht (vgl. die entsprechenden Betrachtungen beim Beweise 
des Lemmas #), daB 





z—t 


+y ts , sin(w ++) (2 —£) 
+ Dd — 1 f raya S ("+3) dt 0 
n=—N 0 


(8<2<2n—8). 
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Wir behaupten, daB allgemein fiir stetiges w —- co: 


2x 
(48) = 3 Py b etme — 1 f r(sya(s) S ree=o dt 0 
—@ n w 0 


(8<2<2n—8). 


Dazu geniigt es, wie leicht zu sehen, zu zeigen, da8 fiir N— oo und fiir 
beschranktes, nicht notwendig ganzzahliges », 





2x 
, d* sin(N+¥)(x—t)—sin N(x—#) 
(49) frm, i di—0. 
0 
Setzt man 
o(t)—=*=F"* resp. p(t) = = 


und beachtet man, daB z. B. 
[sin Mtp(>(2 — t))] = — N* sin Nt p (v(x —?t)) 
— 2Nyvcos Nig’ (v(x2 — t)) + v*sin Nip” (v(x — t)), 


so ist der Beweis von (49) dem der Relation (39) ganz analog. Aus der 
Formel (48) erhalt man, da8 in den Punkten des Intervalles (6, 2x — 4), 
die C £ angehéren, 

22 


1 d* sinw(x—t) 
0 m 


gilt. Es sei (33) das zweimal formal differenzierte Fourierintegral der 
Funktion F(x)A4(z). Nach dem Lemma « ist a,—+0. Die Formel (50) 
gibt, daB das Integral (33) in allen zu C # gehérenden Punkten des 
Intervalls (6, 22 — 6) gegen Null strebt. Wir behaupten, da8 das in dem 
ganzen Intervall stattfindet. In der Tat, es sei 4,(x) eine Funktion, die 
gleich Null auBerhalb (6,22 — 45) und positiv innerhalb (5, 22 — 6) ist. 
Das f. P. des t. I. (33) in das Fourierintegral der Funktion 4,(2) ergibt 
ein t. 1., das gegen Null in C Z konvergiert, also, da E ein Ug ist, iiberall 
gegen Null konvergiert. Daraus folgt, daB das Integral (33) iiberall gegen 
Null in (6,22— 6) konvergiert. Stiitzen wir uns jetzt auf die Formel 
(41) und beachten wir, daB HC(d,2x—6), so erhalten wir, daB die 
Reihe (46) iiberall in (0,22) gegen Null konvergiert, also b,=—0 
(n=0, +1, +2,...), w.z. b. w. 
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§ 5. 

Wir nennen eine in (0, 22) gelegene Menge E ein Ug fir t. R., wenn 
jede t. R. die iiberall in C # gegen eine integrierbare Funktion f(z) kon- 
vergiert, die Fourierreihe der Funktion f(z) ist. Es ist wahrscheinlich, 
daB die Klassen der Mengen Ug und Ug identisch sind, es ist aber nur 
fiir geschlossene Mengen bewiesen**). Wir nennen eine Menge EC (0, 22) 
ein Uc, wenn jede t. R. die in C HZ gegen eine positive (oder von unten 
beschrinkte) Funktion f(z) konvergiert, eine Fourierreihe ist. Wie Stein- 
haus gezeigt hat, ist die leere Menge ein Ug *). Des weiteren ist bekannt, 
daB alle abzihlbaren und gewisse nicht abzihlbare (z. B. vom Typus H) 
Mengen Ug sind. Auch hier drangt sich die Vermutung auf, daB die 
Klasse der Ug mit derjenigen Ug identisch ist. Analoge Definitionen geben 
wir fiir t. I. Eine Menge EC (— oo, +00) ist ein Ug (bzw. ein Uc’), wenn 
jedes t. I. (33), wobei (34) in C Z gegen eine in jedem endlichen Inter- 
valle integrierbare (bzw. von unten beschrankte) Funktion f(x) konvergiert, 
ein Fourierintegral von f(x) ist. Der Begriff des Fourierintegrals ist hier 
im verallgemeinerten Sinne benutzt, d. h. die Koeffizienten a, sind durch 
die Formeln 


v= 4 +@ 
a,=(C, 1)= fice) e-iszdx = lim + fae Jrtayeraz 
tia ii 0 -w 


gegeben **), 

Analog kann man die Mengen Up und Up fiir t.R. und t.I. de- 
finieren. 

Satz IV. Die leere Menge ist ein Up und Up fiir t. I. 

Bemerkung. DaB die Jeere Menge ein U¢ ist, hat Pollard (loc. cit.) 
gezeigt; daB sie auch Ug ist, folgt leicht aus den Pollardschen Betrach- 
tungen. 

Satz V. Jede Menge, die ein Ug bzw. ein Up fiir t. R. ist, ist es 
auch fiir t. I. und umgekehrt. 

Satz V’. Jede Menge, die ein Ug baw. ein Up fiir t. R. ist, ist es 
auch fiir t. I. und umgekehrt. 

Bemerkung. Der hier auftretende Integralbegriff kann sowohl im 
Lebesgueschen wie auch im Denjoy-Perronschen Sinne gedeutet werden. 

Satz IV erweist sich als ein Spezialfall der Sitze V und V’, wenn 
man beachtet, daB die leere Menge ein Up und Up fir t. R. ist. Der Be- 


*) Vgl. z. B. A. Zygmund [14], p. 94. 
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weis des Satzes V’ unterscheidet sich nicht von dem des Satzes V, deswegen 
beschrinken wir uns auf den Beweis des letzteren. Wir werden nur die 
Mengen Us betrachten. Die Beweise fiir Up unterscheiden sich nur durch 
Anwendung der Formel (43) statt (41). AuBSerdem kénnen wir uns auf 
die Betrachtung des Integrals (37) beschrinken, wo a,=0 fiir |s| <1, 
denn die t. I. (33) und (37) unterscheiden sich um 


+1 


; fa, et#2ds, 
—1 
was gewiB ein Fourierintegral im Pollardschen Sinne ist. Da, wie leicht 
zu zeigen (der Beweis ist dem des Lemmas y analog), die Menge 2 dann 
und nur dann ein Ug fiir t. 1. ist, wenn jedes endliche Stiick dieselbe 
Eigenschaft besitzt (analog fiir t. R.), so kénnen wir uns auf Mengen be- 
schrinken, die in einem kleineren Intervall als 22 gelegen sind. 

1. Es sei eine in (6,22%—3) gelegene Menge £ ein Ug fiir t. R. 
Es ist zu zeigen, daB sie auch ein Ug fiir t. 1. ist. Es sei 


utt 


x | a,e%*ds (0,=0 fir |o| <1; fia.jae—o) 
Me 


das t. 1., das iiberall in C Z gegen eine in jedem endlichen Intervall 
integrierbare Funktion f(x) konvergiert. Ich zige: setzt man 


+a 


(51) F(z)= —< [Sietods, 


so hat man 
(52) F(z) = fayf r(t)at+Ar+B (—co<2< oo; A, B konst.). 
0 Q 


Zu diesem Zwecke multiplizieren wir, analog dem Beweise des ersten 
Teiles des Satzes III, das t. I. (51) mit dem Fourierintegral einer Lokali- 
sationsfunktion A(z), die in (6,22—6) 1 und auBerhalb (0,22) 0 
ist. Die so erhaltene Funktion entwickeln wir in eine Fourierreihe (46), 
die wir zweimal differenzieren. Stiitzen wir uns auf die Formel (41), so 
folgern wir, daB die t. R. — } S’n*b, e*** in dem Intervall (6, 22 — 4) 
auBerhalb einer Ug-Menge gegen eine integrierbare Funktion f(x) kon- 
vergiert. Daraus folgt*’), daB die Reihe (46) in (6,22 — 6) gegen die 


*") Wir stiitzen uns hier auf den folgenden leicht beweisbaren Hilfssatz : Kon- 
vergiert eine t. R. (46) in einem Intervall (a, 6) iiberall auBerhalb einer Uc-Menge 
gegen eine endliche integrierbare Funktion f(z), so ist die Summe F(x) (vgl. (47)) 


(Fortsetzung der FuSnote **) auf n&chster Seite) 
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=z 

Funktion f dy f f(t)dt + Ax + B konvergiert; also haben wir, da doch in 
(8, 22 — 8) A(z) —1, die Formel (52) fiir 2C(3,22— 8) bewiesen, Da 
die hier auf (6, 22 — 6) angewandte Betrachtung auf jedes Intervall von 
der Lange < 22 sich anwenden laBt, so findet die Formel (52) fiir jedes 
solche Intervall statt, wobei, wie man zunichst vermuten kann, die Zahlen 
A und B vom Intervall abhingig sind. Beachtet man aber, daB F’ (zx) 
stetig ist, so zeigt sich, daB A und B iiberall denselben Wert haben, und 
die Formel (52) ist damit bewiesen. Da aber das Integral (51) absolut 
konvergiert, so gilt fiir fast alle Werte von s**): 


+0 a +o 

(C, 1)+ [F(2)etede = lim J fae { F(z)e-“*dz = — % (\e|>1) 
* l>+a* 
aa 0 -—@ 


+@ ° 
(C, 1)t [F(2)e“#de=0 (|#| <1). 
Aber 


ts 
3 








8 & 


+o +o 
fr) edz —|i F(z) + F'(2)= | —4 frte) e-#ads, 


Es ist leicht zu verifizieren, da8 lim F(w)=0=(O,1) lim F’(w)e-##. 
ori @ a->+e 


Also haben wir fiir fast alle s 


, ht Soe ge ENA 
(52a) (C, 1) x Ste) terdz 0 (je|<1) . 2. b. w.%), 


der zweimal integrierten Reihe 
Zz 
P(2)= f dy f f(t)de+Ae+B; 2c (a, b). 
a a 


Beweis. Es sei } 5 bfe‘"* (46’) das f. P. der Reihe (46) in die Fourierreihe 
einer Lokalisationsfunktion 4(z), die 1 in (a+ 2, b—«) (e¢>0) und 0 auBerhalb (a, b) 
(mod 22) ist, und es sei F,(z) die Summe der zweimal integrierten Reihe (46°). 
Da (46’) die Fourierreihe einer Funktion /, (x) ist, so hat offenbar F,(z) die Gestalt 


Fila) = f dy f fy(s)dt+A2+B. 


Nun geniigt es zu bemerken, da8 die Differenz der Keihen (46) und (46’) gegen Null 
im Intervall (a+¢,b—e) konvergiert, also ist F—F, eine lineare Funktion in 
(a+e,b—e) und f(z)=f,(2) in dem gleichen Intervalle. 

*8) S. Pollard [1]. 

%) Hatten wir noch die absolute Integrierbarkeit von f(z) im Intervall (— a, +) 
vorausgesetzt, so kénnten wir in den Formeln (52a) die Zeichen (C, 1) unterdriicken. 
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2. Wir setzen nun voraus, daB EC(26,22— 26) ein Ug fir t. I. 
ist. Es gilt zu zeigen, daB Z ein Uo fiir t. R. ist. Es sei 


+2 

(53) + DS) bein 

eine in (0, 22), auBerhalb Z, gegen f(x) konvergierende Reihe, wobei f(z) 
endlich und integrierbar ist. Bezeichnen wir mit F(x) (vgl.(47)) die 
zweimal formal integrierte Reihe (53), und mit A(z) eine Lokalisations- 
funktion von der Periode 22, gleich 1 in (26, 2% — 26) und 0 auBerhalb 
(6,22 — 4) (mod 22). Bezeichnen wir mit (33) das zweimal differenzierte 
Fourierintegral der Funktion, die in (0,2) F(x) A(x), sonst Null ist, 
so finden wir, daB dieses Integral iiberall in (26,22— 246) auBerhalb 
einer Uc- Menge gegen eine integrierbare Funktion f(z) konvergiert. Daraus 
folgt, daB in (26, 22 — 26), also auch in jedem Intervall von der Lange 
< 22, 


F(z)= fay r(t)at +Azx+B. 


Daraus ist sehr leicht 


2x 
b,=1 [r(z)emede (n=O, +1, + 2,...) 
0 


zu erhalten, w. z. b. w. 


Bemerkungen. 1. Da die abzihlbaren und H-Mengen Ug (wie 
auch Up) fiir t. R. sind, so folgt aus dem Satze V’, daB sie es auch 
fiir t. I. sind. Es ist aber bewiesen, daB im Fall der t. R. fiir die ge- 
nannten Mengen statt der Beschrinktheit von unten, schon die Beschrankt- 
heit von unten durch eine integrierbare und endliche Funktion ausreicht *). 
Offenbar gilt dasselbe fiir t. I. 

2. Bekanntlich gibt es eine Anzahl von Eindeutigkeitssitzen in der 
Theorie der t. R., in denen man statt Konvergenz oder Summierbarkeit 
gewisse Voraussetzungen iiber die Unbestimmtheitsgrenzen macht **). Offen- 
bar lassen sich vermittels der benutzten Methode die entsprechenden Sitze 
fiir t. I. beweisen. 

3. Herr Pollard **) hat die bekannte Mellinsche Formel fiir die Um- 
kehrung einiger Integrale auf die Eindeutigkeitsfrage fiir t. R. zuriickge- 
fiihrt. Die angegebenen Sitze erlauben einige seiner Voraussetzungen ab- 
zuschwichen. 


”) Fiir abziblbare Mengen vgl. z. B. A. Zygmund [1]. 
5*) Vgl. z. B. de la Vallée Poussin [1], A. Rajchman [2], A. Zyemund [2]. 
*) §. Pollard [1). 
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Die Funktionaldeterminante 
als Deformationsma einer Abbildung und 
als Kriterium der Abhingigkeit von Funktionen. 


Von 


Gustav Doetsch in Stuttgart. 


§ 1. 


Der Zusammenhang zwischen der Funktionaldeterminante 
als Deformationsma8 und als Abhingigkeitskriterium 
bei m Funktionen von » Variablen. 


Vor kurzem haben Knopp und R. Schmidt’) den bekannten Satz, der 
die Abhdngigkeit von zwei Funktionen u, v zweier Variablen x, y (ent- 
sprechend auch bei » Funktionen von n Variablen) mit dem Verschwinden 
der Funktionaldeterminante in Zusammenhang bringt, zum ersten Male in 
einem fiir die praktischen Anwendungen brauchbaren Umfang bewiesen. 
Wahrend nach den iiblichen Beweisen das identische Verschwinden der 
Funktionaldeterminante in einem offenen Gebiet G die Abhangigkeit der 
Funktionen nur in einer hinreichend kleinen Umgebung jedes Punktes 
garantiert, zeigen K.-S., daB die Funktionen in jedem abgeschlossenen Teil- 
bereich B abhiangig sind, mit einer einheitlichen Abhangigkeitsfunktion. 
Dabei wird der Begriff der Abhangigkeit von ihnen dahin prizisiert, dab 
das durch die Transformation u = u(z, y), v = v(x, y) vermittelte Bild B’ 
des Bereiches B eine in der uv-Ebene nirgends dichte Punkimenge sein 
soll. (Dann 1a8t sich naimlich leicht eine Funktion F(u, v) konstruieren, 
die auf der Menge B’ den Wert 0 hat, ohne identisch zu verschwinden, 
so daB F(u(z,y),v(z,y))=0 in B ist.) Die partiellen Ableitungen 
erster Ordnung von u und v werden von K.-S. in G@ als stetig vorausgesetzt. 


*) Knopp und R. Schmidt, Funktionaldeterminanten und Abhingigkeit von Funk- 
tionen, Math. Zeitschr. 25 (1926), 8S. 373—381. Im folgenden als K.-S. zitiert. 
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Im Anschlu8 an diese Untersuchung hat dann Ostrowski*) gezeigt, 
daB sich das obige Resultat noch verallgemeinern la8t. Um namlich die 
Abhiangigkeit zwischen den Funktionen in einem abgeschlossenen Bereich 
zu erschlieBen, braucht man nur das Verschwinden der Funktionaldeter- 
minante in dem Bereich B selbst und sehr viel weniger als die Stetigkeit 
der Ableitungen vorauszusetzen, es geniigt schon, daB die Funktionen in B 
ein erstes vollstandiges Differential im Sinne von Stolz*) besitzen, d. h. 
da8 die partiellen ersten Ableitungen u,,u,; v,,v, existieren und die 
Funktionen in einer Umgebung jedes Punktes (x,, y,) in der Form dar- 
stellbar sind: 


u(x, y) = U(X, Yo) + U, (Xp, Yo) (X — %q) + U, (Xp, Yo) (Y — Yo) 
+ e, (2, y) (|e — %|+]y¥— yl), 


v(x, y) = v(%, Yo) + ¥,(Zos Yo) (% — %) + v, (Zo, Yo) (¥ — Yo) 
+ ¢, (2, y) (|* — %| + |y — Yo) 
mit e,(2,y)—+0, e(2,y)—+0 fir |r—a|+|y—y|—-0. 

Das Wesentliche bei K.-S. und O. liegt nicht in dem Nachweis, dab 
aus der Tatsache der Abhangigkeit das Verschwinden der Funktionaldeter- 
minante folgt (dies ergibt sich aus bekannten Satzen sehr leicht), sondern 
darin, da8 umgekehrt aus dem Verschwinden der Funktionaldeterminante 
in B auf die funktionale Abhangigkeit in dem ganzen Bereich geschlossen 
wird, was durch den Nachweis geschieht, daB B’ das MaB 0 hat. Der 
eigentliche Zweck dieses ersten Paragraphen ist nun, daraut hinzuweisen, 
daB gerade dieser Schlu8 ein unmittelbar und anschaulich einleuchtender 
ist. Bekanntlich gibt ja die Funktionaldeterminante das flachenhafte Ver- 
groBerungsverhdlinis an, das der urspriingliche Bereich in seinen kleinsten 
Teilen bei der durch die Funktionen vermittelten Abbildung erfahrt. Wenn 
nun bei einer Transformation dieses Verhiltnis an jeder Stelle (im Kleinen) 
0 ist, so ist es auch im Grofen 0, d. h. B’ hat den Flacheninhalt oder 
das MaB 0. So erschlieBt sich der Abhangigkeitssatz ganz intuitiv. 

Nun ist allerdings zu sagen, daB in den Lehrbiichern dieser fiir die 
Lehre vom Doppelintegral, also fiir die ganze Analysis so wichtige Satz, 
da8 das Deformationsma8 gleich der Funktionaldeterminante D(z, y) ist, 
immer nur fiir den Fall D +0 bewiesen wird. Das AuBerste, was man 
z. B. aus den mit groBter Sorgfalt durchgefiihrten Beweisen in den Biichern 


®) Ostrowski, Funktionaldeterminanten und Abhingigkeit von Funktionen (Mathe- 
matische Miszellen VIII), Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vereinig. 86 (1927), 8. 129-184. 
Im folgenden als O. zitiert. 

8) Stolz, Grundziige der Differential- und Integralrechnung. I. Reelle Verinder- 
liche und Funktionen, 8. 188. Leipzig 1893. 
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von Kowalewski‘) bei hinreichend weitgehender Ausdeutung entnehmen 
kann, ist folgender 

Satz I. Die Funktionen u=u(zx,y) und v=v(z,y) sollen in 
einem Punkte (x,, y,) und einer gewissen Umgebung U eindeutig definiert 
sein und in U partielle Ableitungen erster Ordnung u,,u,; v,,v, besitzen, 
die im Punkte (x,, y,) stetig sind. Die Funktionaldeterminante 


' ; 
D(z,y)=|"* © 
i vw, vy | 
sei im Punkte (x,, y,) von 0 verschieden. Dann kann man zundchst 
um (2%, Yo) ein Teilgebiet U, von U abgrenzen, in dem die durch die 
Funktionen u und v vermittelte Abbildung der xy- auf die uv-Ebene 
eineindeutig ist. Bedeutet nun Q ein ganz zu U, gehdriges, achsenparalleles 
Quadrat mit dem Mittelpunkt (x,,y,), 80 enthdlt die thm zugeordnete Punkt- 
menge Q’ der uv-Ebene eine volle Umgebung des Punktes u, = U(X, Yo); 
UV, = V(x, Yo) und ist quadrierbar; fiir die Flacheninhalte M von Q und Q’ 
gilt die Grenzwertbeziehung : 
MQ’) 


lim iQ) ~ |D (2%, Yo) |, 


wenn Q sich auf den Punkt (x,, y,) zusammenzieht. 

Die Arbeiten von K.-S. und O. kann man nun so interpretieren, dab 
sie zunaichst die Ergdnzung dieses Satzes fiir den Fall D = 0 liefern, bei 
K.-S. (8. 379 oben bis 8. 381 Zeile 12) unter der Voraussetzung der Stetig- 
keit der Ableitungen im Punkte (2,, y,), bei O. (S. 133 Zeile 17 bis 8. 134 
Zeile 9) unter der schwacheren Annahme, da8 die Funktionen in (2,, y,) 
ein erstes vollstandiges Differential im Sinne von Stolz haben. (Der Be- 
weis von Q. ist, obwohl allgemeiner, doch einfacher als der von K.-S.) 
Dann wird der oben angedeutete Schlu8 von dem Verschwinden des Bild- 
inhaltes im Kleinen auf das Verschwinden im GroBen exakt durchgefiihrt: 
unter der Voraussetzung von K.-S. auf sehr einfachem Wege (S. 381), da 
man wegen der Stetigkeit der Ableitungen die Menge B mit endlich vielen 
Quadraten iiberdecken kann, fiir die simtlich dieselbe Abschatzung gilt 
(so daB man mit dem Jordan-Peanoschen Ma auskommt), unter der 
Voraussetzung von O. (S. 134) mit etwas komplizierteren Hilfsmitteln, 
nimlich einem Satz aus dem Ideenkreis des Vitalischen Uberdeckungs- 
satzes (wobei man das Lebesguesche Mab heranziehen muB). 

Wenn nun auch die Lehrbiicher den Fall D = 0 auBer acht lassen, so 
lag doch schon vor den Arbeiten von K.-S. und O. eine Behandlung dieses 


*) Kowalewski, Das Integral und seine geometrischen Anwendungen, 8. 63—71. 
Leipzig 1910; Einfiihrung in die Determinantentheorie, 8. 300—306. Leipzig 1909. 
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Falles vor, und zwar hat Rademacher®) im Jahre 1918 den fraglichen Satz 
bereits in dem von O. benutzten Umfange bewiesen. Ich gebe im folgen- 
den einen Beweis, der eine Kleinigkeit einfacher als der von Rademacher 
ist und im wesentlichen mit dem von O. iibereinstimmt, nur in einer mehr 
geometrischen Deutung und in einer Form, die die Verallgemeinerungs- 
fahigkeit auf beliebig viele Dimensionen etwas deutlicher hervortreten laBt. 
Es handelt sich um folgenden 

Satz Il. Die Funktionen u=u(2z,y) und v=v(z,y) seen in 
einem Punkte (x,, y,) und einer Umgebung U eindeutig definiert; sie sollen 
im Punkte (x,, y,) ein erstes volistandiges Differential im Sinne von Stolz 
besitzen, und die Funktionaldeterminante D(x, y) sei im Punkte (x,, y,) 
gleich 0. Grenzt man um (2,, y,) als Mittelpunkt ein achsenparalleles, 
ganz zu U gehdrendes Quadrat Q von der Seitenlinge q ab und bezeichnet 
das dufere MaB der ihm entsprechenden Punktmeénge Q’ der uv-Ebene 
mit M(Q"), so gilt: 


lim M(Q") 


@ = 0 (== D (2%, Y)); 





wenn Q sich auf den Punkt (x,, y,) zusammenzieht. 
Zunachst erledigen wir den Spezialfall, dafi 


, ; U, (Zs Yo) = ¥, (Zs Yo) = 0 
ist. Fiir ihn gilt: 
v(x, y) — 0( 2s Yo) = (2, ¥)(|e — Xl +|¥— Hol), 
d. h. das Bild Q’ des Quadrates Q in der wv-Ebene ist, selbst im Ver- 
haltnis zu |a—2,|+|y— y,| oder, was dasselbe ist, zur Quadratseite q, 
in der v-Richtung auf ein sehr kleines Intervall reduziert, wahrend es in 
der u-Richtung wegen 
u(x, ¥) — U(X, Yo) = Uz (Lp, Yo)(L — Ty) + U, (Los Yo)(Y — Yo) 
+e, (2, y)(|z — %|+|y — ¥ol) 
im Verhaltnis zu gq wenigstens beschrinkt bleibt, so daB es also eine 
Flache bedeckt, die im Verhaltnis zu g* sehr klein ist. Genauer: Wird 








5) Rademacher, Uber partielle und totale Differenzierbarkeit von Funktionen 
mehrerer Variabeln und iiber die Transformation der Doppelintegrale, Math. Annalen 
79 (1919), 8. 340—359 [S. 350, 351]. Hier ist iibrigens auch der Satz I dahin ver- 
allgemeinert, daB in dem betr. Punkt nur Stolzsche Differenzierbarkeit vorausgesetzt 
wird, wobei aber natiirlich von umkehrbarer Eindeutigkeit in einem Gebiet U, sowie 
von Quadrierbarkeit von Q’ keine Rede mehr ist. — DaB iibrigens die bloBe Existenz 
der ersten partiellen Ableitungen, sogar in einem ganzen Gebiet um (2,, y,) herum, 
nicht geniigt, den Satz noch zu sichern, hat Rademacher durch ein Beispiel gezeigt: 
Eineindeutige Abbildungen und MeBbarkeit, Monatshefte f. Math. u. Phys. 27 (1916), 
8. 183—291 [S. 289]. 

Mathematische Annalen. 99. 38 
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eine beliebig kleine positive Zahl 6 vorgegeben, so kann man ein q, 80 
bestimmen, daB fiir 


UW | q 
|e —a%|= > ly-%l= 35 


gilt : 

le,(z,y)| <1, |eg(a,y)| <4. 
Sobald also die Quadratseite g <q, ist, erhalten wir fiir die Breitenaus- 
dehnung des Bildes die Abschitzung: 


| u(x, y) — U(Lq, Yo) | < (|, (Lys Yo) | + | U, (2. Yo) | +2)i= cs 


und fiir die Héhenausdehnung: 
| v(x, y) — (2%, Yo) | < Og. 


Das Bild Q’ liegt also in einem Rechteck mit den Seitenlingen Cg und 
245q, sein auBeres MaB M(Q’) ist mithin kleiner als 2C 5g? und der 
Quotient M(Q’):q* folglich beliebig klein, w. z. b. w. 

Den allgemeinen Fall, wo v, (x5, y,) und v, (2, Y)) nicht beide ver- 
schwinden, kénnen wir nun sofort auf den behandelten Spezialfall zuriick- 
fiihren. Aus dem Verschwinden der Funktionaldeterminante folgt nimlich, 
daB die Gleichungen 


A, U,( 2» Yo) + 4,0, (%o Yo) = 9, 
Ay Uy (Zs Yo) + 49%, (Zs Yo) =O 
eine von der trivialen (4, = 0, 4, = 0) verschiedene Lisung A,, A, besitzen. 
Es ist sicher 4,+-0, denn andernfalls wiirde, da v, und v, nicht beide 
verschwinden, auch noch 4, = 0 folgen. Wir gehen nun von der uv-Ebene 
durch die lineare Transformation 
u* = v 
v*=Au+A,v 
zu einer uv-Ebene iiber, wobei das Ma8 von Q’ sich nur mit der von 0 
‘verschiedenen Koustanten |4,| multipliziert. Fiir die Abbildung der zy- 


Ebene auf die u*v*-Ebene treffen jetzt aber dieselben Verhiltnisse zu 
wie in dem vorausbehandelten Spezialfall; es ist namlich: 


02 (Zo Yo) = AU, (2 ys Yo) + 42%, (Lor Yo) = 9, 
0, (2, Yo) = 4, U, (Zs Yo) +4, v, (2, Yo) = 0. 
Die Behauptung unseres Satzes folgt also allgemein. 


Geometrisch liegt der Reduktion des allgemeinen auf den speziellen 
Fall folgender Gedanke zugrunde: Betrachtet man die Linienelemente 
durch (z,,y,) in Richtung der z- und y-Achse (y= y, = konst. bzw. 
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x = 2, = konst.), so entspricht dem ersten in der wv-Ebene das Linien- 
element mit den Komponenten du = u,(%,y,)dx, dv=v,(2o, y,)dz, 
dem zweiten du—=u,(x, y)dy,dv =v, (x, y)dy. Wegen des Verschwindens 
der Funktionaldeterminante sind die beiden Elemente linear abhingig, 
fallen also in dieselbe Richtung. Diese braucht man nur durch eine ge- 
eignete affine Transformation zur u-Richtung zu machen, um auf den 
Spezialfall zuriickzukommen, in dem v,—v,=0 war, in dem also jene 
Richtung von vornherein mit der Richtung der u-Achse zusammenfiel. 
Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Dimensionen ist jetzt un- 

mittelbar einleuchtend. Hat man z. B. drei Funktionen u,v, w von drei 
Variablen x, y,z, so nimmt man den Fall voraus, daB w, = w, = w,=0 
ist. Hier werden die Linienelemente in Richtung der z-, y- und z-Achse 
offenbar in solche iibergefiihrt, die simtlich in der wv-Ebene liegen, also 
ein verschwindendes Parallelepiped aufspannen. Sind dagegen die partiellen 
Ableitungen von w nicht simtlich 0, so zeigt doch das Verschwinden der 
Funktionaldeterminante, daB die Bilder der Linienelemente linear abhangig 
sind, also in einer Ebene liegen. Diese macht man durch eine affine, 
nicht ausgeartete Transformation zur uv-Ebene, und zwar folgendermaBen: 
Aus dem Verschwinden der Determinante folgt, daB die linearen Glei- 
chungen ; 

Ay Uy( Xo» Yo) + Ag, (Xr Yo) + Ay Wz (Xo Yo) = 0 

Ay Uy (2qs Yo) + Ag y (Xo, Yo) + 4g W(X» Yo) = 0 

Ay U, (XQ, Yo) + Ag¥, (Xr Yo) + Ag W, (Los Yo) = 0 


eine von der trivialen (0,0,0) verschiedene Liésung 4,, 4,, 4, besitzen. 
Dabei mu8 mindestens eine der Zahlen 1,,4, +0 sein. Denn waren 
beide gleich 6, so wiirde auch noch A, = 0 folgen, da w,, w, und w, nicht 
simtlich verschwinden. Es sei z. B. 4, + 0. Dann leistet die Transformation 


a*= *£ 
v* = w 


w*=—Au+ijv+i,w 
das Verlangte. 


§ 2. 
Abhangigkeit zwischen m Funktionen von m Variablen. 


In § 1 wurde ein System von Funktionen betrachtet, deren Anzahl 
gleich der Anzahl der unabhangigen Variablen war. Wir wollen nun den 
allgemeineren Fall behandeln, daB diese Gleichheit nicht zutrifft. Zunachst 
ergibt sich sehr leicht der 

3a* 
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Satz III. Ist die Anzahl der im Stolzschen Sinne differenzierbaren 
Funktionen gréfer als die Anzahl der unabhdngigen Variablen, so 
liegt stets eine Abhdngigkeit vor. 

Handelt es sich z. B. um drei Funktionen u, v, w von zwei Variablen 
x,y, die in einem Bereich B der xy-Ebene definiert sind, so brauchen 
wir zu z und y nur noch eine dritte Variable z etwa mit dem Variabilitiats- 
bereich —1<2< +1 hinzuzunehmen und u,v, w als Funktionen dieser 
drei Variablen zu betrachten, die aber in Wahrheit gar nicht von z ab- 
hangen, so daB u,=—v,=w,=0 ist. Die Funktionaldeterminante 


u, u, u, u, uy 0 
v%, vv, |=|%, » 0 
w, Ww, w, w, w, 0 


verschwindet identisch, folglich sind die drei Funktionen in dem durch B 
und das Intervall —1<2z< +1 bestimmten Bereich des xyz-Raumes, 
also um so mehr in dem Bereich B der xy-Ebene abhiangig. 

Wir gehen nun zu dem Fall iiber, daB die Anzahl n der Funktionen 
U,, Uy, ---,%, kleiner ist als die Anzahl m der unabhiangigen Variablen 


Z,,%_,--+,%,- Za einem solchem System gehért eine Funktionalmatriz 
} My “ye Yim | ‘ 
mals 4 © 2: * 5a 44 i. 
M > , Uy Or, ? 
Uns Une nm 








deren Verhalten die Abhangigkeit oder Unabhangigkeit der Funktionen be- 
stimmt. Diese Matrix hat an jeder Stelle P(z,,2,,...,2,,) eimen be- 
stimmten Rang r=r(P), der héchstens gleich n sein kann. 

Ich behaupte zunachst den 


Satz IV. Wenn die Funktionen in einem beschrankten, offenen 
Gebiet G im Stolzschen Sinne differenzierbar und abhdngig sind, so ist 
der Rang von M notwendig dort iiberall kleiner als n, d.h. sdémtliche 
n-reihigen Determinanten aus M verschwinden identisch. 

Um dies zu beweisen, greifen wir einen  beliebigen Punkt 
P, (x2, xf, ..., 22) des Gebietes heraus und legen durch ihn eine n-dimen- 
sionale lineare Mannigfaltigkeit, indem wir m-—n der Variablen, z. B. 


Ln 1s Tags +s %m» Konstant halten. Diese Mannigfaltigkeit 


0 0 
Tn+1 = Ent1, +++) m= Im 


hat, da P, ein innerer Punkt in @ jst, mit G@ in der Umgebung von P, 
ein n-dimensionales Gebiet g gemein, in dem die n Funktionen von n 
Variablen u,(x,,..., 2%, 2n+1) +++, %m) im Stolzschen Sinne differenzierbar 
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und abhingig sind. Also ist nach dem von O. bewiesenen Satz (es geniigt 
schon sein Hilfssatz 4, a. a. O. 8.131) die Funktionaldeterminante dieser 
Funktionen in P, gleich 0°). Diese lautet aber: 


oe 6 76 of. tk, 2 US oe 


Da dies fiir jeden Punkt von G gilt, so verschwindet die Determinante 
in @ identisch. Genau ebenso beweist man das Verschwinden der iibrigen 
n-reihigen Determinanten. 


Wir wollen nun umgekehrt eine hinreichende Bedingung angeben, 
unter der die n Funktionen von m Variablen abhangig sind. Da hier je- 
doch die fiir » = m und n> m benutzten Methoden, wie man sofort sieht, 
versagen, sind wir nicht imstande, etwa obige notwendige Bedingung ohne 
weitere Zusatzbedingungen als hinreichend nachzuweisen. Zuniachst wollen 
wir von jetzt an voraussetzen, da8 die simtlichen in der Funktionalmatrix 
vorkommenden Ableitungen in dem betrachteten Gebiet stetig sind. Dann 
lassen sich die Punkte des Gebietes in zwei Klassen einteilen, in denen 
die Matrix verschiedenes Verhalten zeigt. Ist nimlich der Rang von M 
in einem Punkte P, gleich r,, so bedeutet das, daB mindestens eine 
r,-reihige Determinante aus M in P, von 0 verschieden ist; wegen der 
Stetigkeit der Elemente verschwindet diese Determinante dann in einer 
ganzen Umgebung von P, nicht, es ist also dort der Rang r(P)>1,. 
Wenn sich nun um P, eine Umgebung so abgrenzen laBt, daB iiberall in 
ihr r(P) =r, ist, so wollen wir den Punkt P, reguldr nennen, im anderen 
Falle, d.h. wenn es in jeder Umgebung Punkte gibt, wo r(P)> 1, ist, 
soll P, singuldr heiBen. Bei Verwendung dieser Terminologie gilt folgender 

Satz V. Die Funktionen u,,...,u, sollen in einem offenen, be- 
schrankten Gebiet G des x,...2,,-Raumes definiert sein und dort stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen; der Rang der Funktional- 
matrix der u sei tiberall in G kleiner als n. Dann sind die Funktionen 
in jedem abgeschlossenen Teilbereich B von G, der nur aus regularen 
Punkten besteht, abhangig. 


Zum Beweise stiitzen wir uns auf einen Abhangigkeitssatz ,,im Kleinen“ 
der aussagt, dab, wenn der Rang von M in P gleich r und P ein regu- 
larer Punkt ist, in einer gewissen hinreichend kleinen Umgebung U von P 
genau r der Funktionen u unabhangig sind, wahrend die n —r iibrigen 


®) Den Hilfssatz 4 von VU. kann man statt aus einem allgemeinen Satz von 
W. H. Young, wie O. es tut, auch aus dem Rademacherschen Beweis des verallge- 
meinerten Satzes I (loc. cit. *), 8. 352) entnehmen. 
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(nm — r ist >1) sich als Funktionen jener r unabhangigen darstellen lassen *). 
Das Abbild von U im u,...u,-Raum ist also eine r-dimensionale Mannig- 
faltigkeit, die sich, wie man des naheren aus dem zitierten Beweise ersieht, 
eineindeutig auf eine r-dimensionale ,Ebene“ (die lineare Mannigfaltigkeit 
der unabhiangigen u) beziehen 148t und also im n-dimensionalen Raum 
das Ma 0 hat und nirgends dicht liegt. Ordnen wir nun jedem Punkt 
des Bereiches B eine solche Umgebung U zu, so kénnen wir, da B ab- 
geschlossen ist, diesen Bereich nach dem Borelschen Uberdeckungssatz 
auch schon mit endlich vielen der Gebiete U iiberdecken. Die Gesamtheit 
ihrer Bilder im u-Raum enthilt sicher das Bild von B und ist als Ver- 
einigungsmenge von endlich vielen nirgends dichten Mengen selbst nirgends 
dicht; das gleiche gilt also fiir das Bild von B. 

Natiirlich kann auch Abhangigkeit in Bereichen bestehen, die singulire 
Punkte enthalten. Eine hinreichende Bedingung, unter der dies stattfindet, 
wird gegeben durch 


Satz VI. Unter den Voraussetzungen von Satz V sind die Funktionen 
abhangig in jedem abgeschlossenen Bereich, dessen singuldre Punkte bei 
der Abbildung in eine Nullmenge tibergefiihrt werden. 

Vorbemerkung. Es ist klar, daB die singularen Punkte im Be- 
reich B eine abgeschlossene Menge S bilden, d. h. daB jeder Haufungs- 
punkt von singuliren Pankten selbst singular ist. Denn in der Umgebung 
eines regularen Punktes liegen nur reguliére Punkte. Ferner ist S in dem 
(gréBeren) Gebiet G, also auch in dem Bereich B, nirgends dicht, d. h. 
die inneren Punkte von G — S oder, da G — S als offene Menge nur aus 
inneren Punkten besteht: alle Punkte von G— S (das sind die reguliren 
Punkte von @) liegen in G@ iiberall dicht. Angenommen nimlich, es gabe 
in @ eine volle m-dimensionale Kugel mit dem Mittelpunkt P,, in der 
kein regulirer Punkt lige, so wire P, singulair, man kénnte also in der 
Kugel einen Punkt P, finden, wo der Rang r(P,) der Funktionalmatrix 
gréBer als in P, wire; da P, ebenfalls singular ist, so kénnte man in 
seiner Umgebung, noch innerhalb der Kugel, einen Punkt P, finden, wo 
r(P,) > r(P,) ware usw. Man erhielte so eine Punktfolge mit der Eigenschaft 

r(P,) <r(P,)<r(P.) < 
was unméglich ist. — Da wir es mit einer stetigen Abbildung zu tun haben, 
so ist das Bild von S auch abgeschlossen (daher sicher meBbar) und 
nirgends dicht. Weil es aber abgeschlossene, nirgends dichte Mengen von 


positivem Ma8 gibt, so ist die Voraussetzung, daB das Bild von S eine 
Nullmenge sein soll, nicht trivial. 


*) Beweis bei Kowalewski, Einfiihrung in die Determinantentheorie, S. 306—311. 
Leipzig 1910. 
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Nunmehr gehen wir zum Beweis unseres Satzes VI iiber. Wir be- 
trachten die Menge der reguliren Punkte von B, d.h. B—S. Zu jedem 
solchen Punkte gehért eine Umgebung U, die auf eine Menge vom MaBe 0 
abgebildet wird (s. S. 598). Nach dem Lindeléfschen Uberdeckungssatz 
kénnen wir B — § durch héchstens abzahlbar unendlich viele solcher Um- 
gebungen U vollstiandig iiberdecken. Die Bilder dieser U iiberdecken dann 
das Bild von B — S; ihre Vereinigungsmenge hat als Summe von abzahl- 
bar vielen Nullmengen das Ma8 0, folglich auch das Bild von B— S. 
Das Bild von S ist nach Voraussetzung eine Nullmenge, mithin hat das 
Bild von B=(B—S)+S das MaB 0. Da aber B abgeschlossen und 
wegen der Stetigkeit der Abbildung auch sein Bild abgeschlossen ist, so 
folgt daraus, da8 das Bild von B nirgends dicht ist. 


Man kann allgemeine Falle angeben, in denen die Voraussetzungen 
von Satz VI erfiillt sind, in denen also vor allem die singuléren Punkte 
in eine Nullmenge transformiert werden. Um uns kurz ausdriicken zu 
kénnen, fiihren wir folgende Bezeichnungsweise ein. Im m-dimensionalen 
Raum sei eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit dadurch gegeben, daB 
m — p der Variablen als Funktionen der p iibrigen dargestellt sind. Wir 
kénnen die Numerierung der Variablen so treffen, daB die Darstellung so 
lautet: 

Fons = Fyn. (Fr -- +2 By) 


x =Z (2, +++» Zy)- 


Wenn dann die Funktionen z,,,,..., z,, in einem Bereich D der Variablen 
%,,-.+,%, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, so wollen 
wir die Mannigfaltigkeit ,glatt* nennen. 

Dann gilt der 


Satz VII. Es mégen die Voraussetzungen von Satz V gelten. Ferner 
set B ein abgeschlossener Teilbereich von G, dessen singuldre Punkte auf 
endlich vielen oder abzdhlbar unendlich vielen glatten, héchstens n-dimen- 
stonalen Mannigfaltigkeiten liegen. Dann sind die Funktionen in B abhangig. 

Wir kénnen annehmen, daS jede der fraglichen Mannigfaltigkeiten 
genau n-dimensional ist, da man eine niedrigerdimensionale Mannigfaltig- 
keit stets zu einer n-dimensionalen erweitern kann, z. B. indem man unter 
ihren Gleichungen so viele streicht, da’ m—n iibrigbleiben. Ferner ge- 
niigt es nachzuweisen, daB jede n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, so- 
weit sie in B liegt, in eine Nullmenge iibergefiihrt wird. Denn dann hat 
auch das Bild der abzihlbar vielen Mannigfaltigkeiten das Ma8 0 und 
folglich auch das Bild der Menge der auf ihnen liegenden Punkte. Damit 
ist nach Satz VI die Abhingigkeit der Funktionen gesichert. 
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Die Mannigfaltigkeit habe also die Gleichungen: 


T+ oe Taxa (Zs Pagi.. ,), 


Z, =2, (2,.-.-+) Bq): 
Die ihr zugeordneten Punkte im u-Raum werden dargestellt durch: 


Wy Uy (By y eer Bur Vy gg (Lys +09 Vy)y oo or Vy (Lys +++ Vy) 
mr 04," (2,, ..+5 Za) (¢==1,...,%). 
Dies sind n Funktionen von n Variablen, die in der Projektion G* von G 


auf den z,...2,-Raum definiert sind und dort stetige Ableitungen erster 
Ordnung besitzen, die folgende Gestalt haben: 


Ouh _ om% Oty O%n+1 Ou O%n+2 Ou; O%m 


0%, Ox, O2n41 OL, Oin4s — so Om OX, 


oder 
-_ 
“uy = Uy Uings Mroik a Uin+e near +: why +> Vin Mn k* 


Thre Funktionaldeterminante 


yr Mya Saga tees FU Lanes) Min Hiner Megan tees t Um Zen 


Ug, + Ugnga Megaat weet Ue Dina ++ Ug + Un gs Magan tee TH Uy Zan 


a a oe we ee a oe ee ee ee ee en ee ee a ee hee Se a Be ye 


Uni + Uy nea Maas Foe ges Sent * Man tb Manca Megan te: + Un Tae 


14Bt sich auflésen in eine Summe von n-reihigen Determinanten, die teil- 
weise eo ipso den Wert 0 haben, da sie proportionale Kolonnen besitzen, 
wahrend die iibrigen nach Voraussetzung verschwinden, da der Rang der 
Funktionalmatrix der u in G@ iiberall kleiner als n sein sollte. Nach dem 
von K.-S. bewiesenen Satze*) hat also das durch die u* von der Projektion 
der Mannigfaltigkeit, soweit sie in B liegt, oder, was dasselbe ist, das durch 
die u von unserer Mannigfaltigkeit selbst entworfene Bild das Ma8 0. 

Der Satz VII ist vor allem dann leicht anzuwenden, wenn m=n-+1 
ist und die singularen Punkte auf glatten Mannigfaltigkeiten liegen. Denn 
diese kénnen dann in der Tat héchstens die Dimension n haben. 

Ein spezielles Beispiel: m=3, n = 2; zwei Funktionen u,v von 
drei Variablen z, y,z. Ist der Rang der Funktionalmatrix M iiberall in 
dem betrachteten Gebiet kleiner als zwei, so kommen als singulire Punkte 
nur solche in Betracht, wo der Rang von M gleich 0 ist, d.h. wo simt- 
liche erste Ableitungen von u und wv verschwinden und mithin beide Funk- 
tionen ausgezeichnete Werte besitzen (stationar sind). Von diesen fallen 
noch diejenigen als regulir weg, zu denen eine volle Umgebung gleich- 


ou* -. 
Ox, : 


*) Loe. cit. *), Dieser Satz reicht hier wegen der Stetigkeit der 
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artiger Punkte existiert (Gebiete, wo uw und v beide konstant sind), denn 
damit ein Punkt singular ist, mu8 jede Umgebung Stellen enthalten, wo 
der Rang von M gleich eins ist, d.h. wo mindestens eine der Ableitung en 
von 0 verschieden ist. Satz VII liefert also folgendes: Wenn bei Stetig- 
keit der partiellen Ableitungen erster Ordnung die drei Determinanten 

u, U, 


u, u, u, u, 




















v, YY, v, v, |’ v, v, | 
in einem offenen Gebiet G verschwinden und die Stellen, wo beide Funk- 
tionen zugleich stationir sind, d.h. wo die sechs Gleichungen fiir drei 
Unbekannte 2, y,2: u,=u,=u,=v, =v, = v,=0 erfillt sind, sich, 
wenn iiberhaupt vorhanden, zu dreidimensionalen Gebieten zusammen- 
schlieBen, bzw. sich auf héchstens abzihlbar vielen zweidimensionalen 
Flachen mit stetig verinderlicher Tangentialebene lokalisieren lassen, so 


sind die beiden Funktionen in iedem abgeschlossenen Teilbereich von G 
abhangig. 


(Eingegangen am 31. i0. 1927.) 








Zur Theorie der Differentialgleichungen. 
Von 


E. Kamke in Tiibingen. 


In der Theorie der reellen Differentialgleichungen begegnet man viel- 
fach folgendem Satz: Ist die rechte Seite der Differentialgleichung 


(1) y’ =f (x, y) 
etwa in einem achsenparallelen Quadrat © stetig und beschrinkt und ist 


fiir sie iiberdies die Lipschitzbedingung erfiillt, so lassen sich die Integral- 
kurven von (1) durch Auflésung einer Gleichung 


y(zy)=e 
gewinnen, wobei y(z, y) eine passend zu wihlende, im ganzen Quadrat 
erklirte Funktion und c ein beliebiger Wert eines Intervalls c, < ¢ < ¢, ist. 


In der Literatur pflegt diese Tatsache, wenn iiberhaupt, so folgender- 
maBen begriindet zu werden: Ist 
y = p(x, &, 9) 
die durch den Punkt £,% von © gehende Integralkurve, so halte man 
x= 2, fest und setze 
y(é, 7) => YP (Xo, é, 9). 

Nun gibt es unter den angegebenen Voraussetzungen zwar durch jeden 
Punkt &, 7 des Quadrats © eine Integralkurve von (1), aber diese Inte- 
gralkurven brauchen keineswegs simtlich eine feste Ordinate mit der 
Abszisse x, zu schneiden. Ein Beispiel hierfiir liefert die Differential- 
gleichung 

y’ =" in der Halbebene x > 0 
mit 
” 


© 


p(z,é.y)= 





1+mlog = 
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Man erhalt daher durch Auflésung der Gleichung 


v(&,n)= 9(%, én) =y 
nach £,» keineswegs stets sdmtliche Integralkurven’). 
Gleichwohl ist der eingangs angefiihrte Satz richtig, und zwar trivial, 
da die Menge der Integralkurven, wie leicht zu sehen, von der Michtig- 
keit des Kontinuums ist, also einem beliebigen Intervall c, <¢ < c, ein- 


deutig zugeordnet werden kann. Die so entstehende Funktion w(é, ) 
kann natiirlich recht kompliziert sein. 


In den Anwendungen braucht man den Satz allerdings in scharferer 
Form; man braucht namlich die Differenzierbarkeit von y(é, 7) und noch 
verschiedene andere Eigenschaften. Ein derartiger Satz ist zuerst von 
I. Bendixson*) bewiesen, aber, da y(f, 1) = p(2,, &, 9) gesetzt wird, auch 
nur fiir ein Teilgebiet von ©, das erst iibersehen werden kann, wenn die 
Differentialgleichung (1) schon wirklich gelést ist. Die Giiltigkeit dieses 
Satzes nun wird im folgenden auf ein nahezu beliebiges Teilgebiet des 
Ausgangsgebietes ausgedehnt (§ 1—3). Damit ist dann — und hierin liegt 
die Bedeutung dieses Satzes — fiir die einfachste partielle lineare Differen- 
tialgleichung ein Existenzsatz fiir ein von vornherein angebbares groBes 
Gebiet gewonnen, wahrend die bisherigen Beweise die Existenz nur in 
einer gewissen Umgebung eines Punktes erkennen lieBen. Die Einzelheiten 
finden sich neben anderen Zusitzen im § 4. 


§ 1. 
Formulierung des Hauptsatzes. 


Von einem offenen Gebiet g sage ich, es liege total in einem offenen 
Gebiet G, wenn nicht nur g, sondern auch jeder (endliche) Randpunkt 
von g zu & gehért. Hiernach liegt z. B. der Streifen |x| << 1 — e~” total 
in dem Streifen |z|<1 und die ganze Ebene total in sich selber. 

Satz 1 (Hauptsatz). In dem offenen Gebiet G mége die Funktion 
f(x, y) nebst ihrer partiellen Ableitung fy (2, y) vorhanden und stetig sein. 
Dann gibt es fiir jedes offene und einfach zusammenhdngende Gebiet g, 





1) Auch eine von Herrn G. Hoheisel [Gewéhnliche Differentialgleichungen, Berlin 
u. Leipzig 1926, S. 29] angegebene Uberlegung ist nicht iiberzeugend. Denn u.a. wird 
daraus, daB y=y(z) ein Integral der Differentialgleichung y’=/(z,y)+N ist, 
geschlossen, daB y=y(x)— Nz ein Integral von y’=/f(z,y) sei. Hierfiir miiBte 
y’=f (x,y) sein, wibrend sich nur 9’ = y’(x)—N=f(z,y) ergibt 

*) Bulletin de la Société Math. de France 28 (1895), p. 220—225; fiir ein allge- 
meineres Ausgangsgebiet und zugleich fiir Systeme von Differentialgleichungen: 
E. Lindeléf, Journal de Math. (5) 10 (1900), p. 423 ff. 
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das total in & liegt und in dem f(x, y) beschrankt ist*), eine Funktion 
w(x, y) mit folgenden Higenschajten : 

a) y(x,y) hat g als Definitionsbereich; 

b) w(z, y) hat fir alle Punkte einer und derselben Integralkurve der 
Differentialgleichung 


(1) y’ = f(z, y) 
einen konstanten Wert; 


c) w(z, y) hat stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, und 
zwar ist 


(2) vy(z,y)>0, 
(3) wa(t,¥) + f(z, ¥) vy (2, y) = 0. 

Aus diesen Behauptungen folgt sofort weiter: 

d) Der Wertevorrat von w(x, y) erfillt genaw ein offenes Intervall 
a<z<b(a=—o, b=-+- co zugelassen). 

Denn sicher erfiillt er ein Intervall, da wy wegen der aus c) folgenden 
Stetigkeit jeden Zwischenwert annimmt. Das Intervall ist aber auch offen; 
denn wire z. b. 6 ein Maximum, etwa w(z,, y,) = 5, so gabe es wegen 
(2) einen ebenfalls in g gelegenen Punkt z,,y,, fiir den w(z,, y,) > 
wire. 

e) Fiir jedes a<z,<b lefert die Aufldsung von 


(4) y(t, y) = % 


eine oder mehrere, jedoch héchstens abzdhlbar viele Integralkurven von (1) 
vdllig; diese liegen ,,nebeneinander“, das soll heiBen: keine zwei schneiden 
dieselbe ganz in g verlaufende vertikale Strecke. 

Geniigt namlich eén Punkt einer Integralkurve der Gleichung (4), so 
wird sie wegen b) auch von allen Punkten zx, y dieser Integralkurve 
erfiillt. Da sie wegen d) und der Voraussetzung a < z, <b mindestens 
eine Lésung besitzt, wird somit (4) von den Punkten mindestens einer 
Integralkurve erfiillt. Geniigen der Gleichung die Punkte von zwei Inte- 
gralkurven und wiirde fiir zwei ihrer Punkte z,, y, und z,, y, auch noch 
ihre Verbindungsstrecke zu g gehdren, so wiirde wegen (2) und (4) sich 
der Widerspruch z, = y(z, y¥,)Z y(%o, ¥.) =% ergeben. Daraus folgt 
nun weiter: wenn man bei jeder Integralkurve, die eine Lésung von (4) 
ist, um irgendeinen ihrer Punkte als Mittelpunkt ein in g liegendes 


%) Also sicher in jedem beschrinkten einfach hi den Gebiet g, das 
total in © liegt. 
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achsenparalleles Rechteck konstruiert, derart, daB nur seine beiden verti- 
kalen Seiten von der Integralkurve geschnitten werden, so liegen diese 
Rechtecke getrennt, sind daher héchstens abzahlbar viele, und somit gibt 
es auch héchstens abzahlbar viele Integralkurven von (1), die (4) bei 
festem 2, erfiillen. 

Hieraus folgt nun schlieBlich: 


f) Lapt man z das offene Intervall (a, b) durchlaufen und lost man 
fiir jedes dieser z die Gleichung y(z, y) =z, so erhalt man die Gésamt- 
heit der in g verlaufenden Integralkurven von (1), und zwar jede genau 
einmal. 

Denn, wenn z, y ein Punkt einer Integralkurve ist, gehért er zum 
Definitionsbereich von y, liefert also einen Wert z= y(z,y) mita<z<b, 
Man erhalt aber jede Integralkurve auch nur einmal, da w(z, y) eine 
eindeutige Funktion ist. 


§ 2. 
Topologischer Teil des Beweises. 


1. Die Funktion y(z, y), deren Existenz nachzuweisen ist, wird im 
§ 3 schrittweise konstruiert werden. Zur Vorbereitung dieser Konstruktion 
zeige ich hier, daB sich das Gebiet g in ganz bestimmter Weise in abzihl- 
bar vielen Schritten aufbauen laB8t. Mit Riicksicht auf eine Bemerkung 
im § 4 sei schon hier darauf hingewiesen, daB die Entwicklungen dieses 
Paragraphen nicht an die Existenz einer stetigen Ableitung f,(2, y) gebun- 
den sind. Es geniigt vielmehr reichlich fiir diesen Paragraphen, wenn 
f(x,y) in g stetig ist und die Lipschitzbedingung erfillt. Es wird nim- 
lich nur benutzt werden, daB durch jeden Punkt von g genau eine Inte- 
gralkurve von (1) geht, daB die Integralkurven stetig vom Anfangspunkt 
abhaingen und da® sie in jeder der beiden Richtungen der x-Achse ent- 
weder unbeschrinkte Ordinaten haben oder beliebig nahe an den Rand 
von g herankommen. 


2. Es bezeichne 8 eine endliche vertikale offene Strecke in g und 0 (8) 
die Menge der Punkte in g, die den durch 3 gehenden Integralkurven der 
Differentialgleichung (1) angehéren. Jedes 0(8) ist ein offenes Gebiet*). 

Denn erstens ist zu zeigen, daB mit jedem Punkt P von 0(%) auch 
eine gewisse Umgebung von P zu 0(8) gehért. Wire dieses nicht der 
Fall, so gabe es, da P zu g gehért, eine in g, aber nicht in 0(8) liegende 
Punktfolge P,P. Da P zu 0(8) gehdért, geht die durch P laufende 


*) Ubrigens sogar ein einfach zusa hangendes Gebiet, und zwar auch dann, 
wenn g nicht einfach zusammenhingend ist. 











606 E. Kamke. 


integralkurve von (1) durch einen (inneren) Punkt von 8. Da die Inte- 
gralkurven stetig vom Anfangspunkt abhingen®), gabe es dann wegen 
P,— P ein solches P,, daB die durch P, gehende Integralkurve bis zur 
Abszisse von 8 in g lage und durch einen Punkt von 8 ginge. Dann 
wiirde aber P, entgegen der Annahme doch zu 0(8) gehéren. 

Zweitens lassen sich auch je zwei Punkte P und Q von 0(8) durch 
eine stetige Kurve in 0(8) verbinden; denn von P und Q fiihren ja Inte- 
graikurven innerhalb 0(8) zur Strecke 3. 

3. Es seien P und Q zwei senkrecht iibereinander liegende Punkte von 
0(8), und es mége die Strecke PQ ganz zu g gehdren; dann gehdrt die 
Strecke PQ auch ganz zu 0(8). 

Die durch P und Q gehenden Integralkurven (Fig. 1) fiihren nimlich 
zu zwei Punkten P, und Q, auf 8. Ist P der héher gelegene der beiden 
Punkte P und Q, so liegt die durch P gehende Integralkurve standig 

héher als die durch Q gehende, da sonst durch 


a einen Punkt von g zwei Integralkurven gingen. 

Es wird also durch die Kurvenstiicke PP, und 
G1 q QQ, und durch die vertikalen Strecken PQ und 
e R 


P,Q, ein Bereich 6 abgegrenzt, der ganz zu g ge- 
hért, da g einfach zusammenhingend ist. Es sei 
g nun R ein Punkt zwischen P und Y. Durch den 

Fig. 1. Punkt R gibt es, da er zu g gehdért, eine wohl- 
bestimmte Integralkurve &, von der ich nur zu 

zeigen brauche, da8 sie durch $ geht. Da sowohl unter den Voraus- 
setzungen des Hauptsatzes wie auch unter den auf der vorigen Seite an- 
gefiihrten jede Integralkurve in jeder der beiden Richtungen der x-Achse 
beliebig nahe an den Rand von g herankommt, schneidet die bei R in 
den Bereich 6 eintretende Kurve & dessen Rand nochmals. Da §& als 
Integralkurve mit den Integralkurven PP, und QQ, keinen Punkt gemein- 


1 
sam haben kann, schneidet somit & die Strecke P,Q,; w.z.b.w. 


4. Unter den 0(8) gibt es eine Folge 0,, 0,, ... mit den Higenschajten: 
a) 0, +0, ++: =; 

B) kein o, ist in g, , = 0, +--+ 0,_, enthalten; 

y) jedes 0, hat mit g,_, mindestens einen Punkt gemeinsam. 

Zu jedem Punkt P von g gibt es naimlich mindestens eine ihn ent- 


haltende Menge 0(8). Da die 0(8) nach 2. offene Mengen sind, gibt 
es nach dem Uberdeckungssatz von Lindeléf unter ihnen eine héchstens 


5) In der hier erforderlichen Allgemeinheit und Exaktheit bewiesen von E. Lindeléf, 
a. a. O. 











1 
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abzaihlbare Teilmenge, etwa 0,,0,,..., die in ihrer Gesamtheit ebenfalls 
g enthalten, deren Summe also in dem vorliegenden Fall gleich g ist. 

Ich setze nun g, = 0, = 0,. 

Beziiglich ©, unterscheide ich drei Fille: 

Entweder ist D, in g, enthalten. Dann gehe ich zu ©, iiber. 

Oder ©, ist nicht in g, enthalten, hat aber mit g, mindestens einen 
Punkt gemeinsam. Dann setze ich 0, = 0,. 

Oder ©, hat mit g, keinen Punkt gemeinsam. Dann werde in g, ein 
Punkt P und in ©, ein Punkt Q ausgewahlt. Beide Punkte lassen sich 
in g durch einen einfachen Polygonzug verbinden. Dieser wird nach dem 
Borelschen Uberdeckungssatz schon durch endlich viele ©, iiberdeckt, etwa 
durch ©,.,-.., 0,» wobei unter diesen Mengen (ev. tiberfliissigerweise ) 
auch ©, sein soll. Diese endlich vielen Mengen kénnen so geordnet werden, 
daB in der Folge 


(5) 01, Dye Dy, 


jede Menge mit der Summe der ihr vorhergehenden mindestens einen Punkt 
gemeinsam hat. Das sei in (5) schon geschehen. Dann streiche ich in (5), 
von links anfangend, jede Menge, die in der Summe der ihr vorhergehenden 
enthalten ist. Die iibrigbleibenden Mengen werden mit 


(6) 01; Og, +++) Oy, 
bezeichnet. 


Nun kommt ©, an die Reihe. Es sind wieder drei Fille zu unter- 
scheiden: 


Entweder ist ©, in der Summe g,, der bisher schon festgelegten Folge 
(6) enthalten. Dann gehe ich zu ©, iiber. 


Oder ©, ist nicht in g,, enthalten, hat aber mit g,, mindestens einen 
Punkt gemeinsam. Dann setze ich 0,, = 0,, ,, = 0). 
Oder ©, hat mit g,, keinen Punkt gemeinsam. Dann wird in g,, ein 
Punkt P und in ©, ein Punks Q ausgewahlt. Beide Punkte werden wieder 
durch einen in g verlaufenden einfachen Polygonzug verbunden. Der Borelsche 
Uberdeckungssatz fiihrt jetzt zu einer Folge 


+, 


(7) : 0,5 +++) On, O49 --90,, 
in der ©, vorkommt und jede Menge mit der Summe der ihr vorhergehen- 
den mindestens einen Punkt gemeinsam hat. In (7) wird nun wieder jede 
Menge gestrichen, die in der Summe der ihr vorhergehenden enthalten ist. 


Die iibrig bleibenden Mengen seien mit 


Djs +++) Opry -++y Opy 
bezeichnet. 
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So kann man fortfahren und erhilt ersichtlich eine héchstens abzahl- 
bare Folge mit den oben formulierten Eigenschaften. 

5. Jedes g,, ist ein offenes Gebiet®). 

Da g,, als Summe von offenen Mengen offen ist, brauche ich nur zu 
zeigen, daB sich je zwei Punkte P und Q von g, durch eine stetige Kurve 
in g, verbinden lassen. Es sei R ein beliebiger Punkt von 0,. Wenn ich 
zeigen kann, da8 sich jeder der beiden Punkte P und Q durch eine in 
g, verlaufende stetige Kurve mit R verbinden la8t, bin ich sicher fertig. 
Es geniigt, eine solche Verbindung zwischen P und R nachzuweisen. P mége 
zu o,, gehéren. Dann hat o, mitg, _,, also mit einem 0, (1 <x, <,) 
einen Punkt P, gemeinsam. Die Menge o,, hat, falls x, > 1 ist, mit einem 
o, (lax, a) einen Punkt P, gemeinsam; usw. Nach héchstens x, 
Schritten ist ein 0, erreicht, das mit 0, einen Punkt P, gemeinsam hat. 
Nun laSt sich P nach 2. mit P, innerhalb o, , P, mit P, innerhalb o 
usw., P, mit R innerhalb 0, verbinden, womit der angekiindigte Beweis 
erbracht ist. 


6. Es seien P und Q zwei senkrecht tibereinander liegende Punkte von 
G,, und es mdge die Strecke PQ ganz zu g gehdren; dann gehort sie auch 
ganz 2u q,.. 

Es sei S (Fig. 2) ein beliebiger Punkt im Innern der Strecke PQ. 
1g muB i da8 er auch zu g, gehért. Wie in 5. laBt sich aus den 








o, (<n) eine Kette 0, ,...,0,, bilden, so daB je zwei aufeinander fol- 
gende dieser Mengen einen Punkt gemeinsam 

 - haben, etwa die Punkte R,,...,R,_,, und 

| daB P zu o,, Q zm o,, gebart. Es mége 

dabei 0, durch die Strecke 3, erzeugt sein. 

3 Von P kann man dann innerhalb g, auf fol- 
gendem Wege zu Q gelangen: Von P auf der 

uv % durch P gehenden Integralkurve bis 3, und 

auf dieser Strecke bis zu der durch R, gehen- 

see. SS den Integralkurve. Auf dieser bis 3, und auf 
ee. % | dieser Strecke bis zu der durch R, gehenden 
Fig. 2 Integralkurve; usf. SchlieBlich auf 3, bis zu 


der durch Q gehenden Integralkurve und auf 
dieser bis @. Diese Integralkurvenstiicke schneiden PQ endlich oft. Liegt 
S in einem dieser Schnittpunkte oder auf einem der 3,, so bin ich fertig. 
Trifft das nicht zu, so seien 7 und U die ersten Schnittpunkte oberhalb 
bzw. unterhalb S mit der vertikalen Geraden durch 8S. 


*) Ubrigens, wie aus 6. leicht folgt, sogar einfach zusammenhiangend. 
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Man betrachte nun den zwischen 7’ und U durchlaufenen Linienzug, 
der iiberdies zu einem doppelpunktsfreien schon vereinfacht gedacht werden 
kann (Fig. 3). Erginzt man ihn durch die Strecke 
TU, so entsteht ein einfacher geschlossener Linien- 
zug, der aus vertikalen Strecken und Teilen von 
Integralkurven besteht. Durch ihn wird, weil g ein- 
fach zusammenhingend ist, ein ganz zu g gehdriger 
Bereich 6 begrenzt, dessen Rand im Innern von g 
liegt. Verfolgt man nun die bei S in 6 eintretende Fig. 3. 
Integralkurve, so bemerkt man wie in 3., daB sie 

den Rand von 6 nochmals schneidet. Das kann aber wieder nur in einer 
vertikalen Strecke, also einem 3, geschehen; w. z. b. w. 

7. Fiir die Konstruktion von y(z, y) ist es zweckmaBig, die Folge 
der o, noch etwas zu verindern: 

Es gibt eine Folge q,,%,,... mit folgenden Higenschajten: 

«) jedes q, = 4q(t,,) tet die Menge der Punkte, die auf den durch eine 
offene endliche vertikale Strecke t, in g gehenden Integralkurven von (1) 
liegen; 

B) jedes bh, = 9, +--+ 4, tst ein offenes Gebiet; 

Y) $M +o = 95 

5) die gemeinsamen Punkte von t, und bh, , bilden genau eine offene 
Strecke und t, ragt mit genau einem Ende iiber bh, _, hinaus. 

Zunachst kann namlich §, 9, = 0, gesetzt werden. Ist 3, die 0, 
bestimmende vertikale Strecke, so folgt aus 6., daB der Durchschnitt von 
8, mit g, genau eine offene Strecke ist. Wird diese fortgelassen, so bleiben 
wegen 4,8) eine oder zwei halboffene Strecken von 8, iibrig. Im ersten 
Fall wird t, =, und q,—o0, gesetzt. Im zweiten Fall wird jede der 
halboffenen Tcilstrecken in das Innere von 8, hinein etwas vergréBert, so 
da8 aus ihnen zwei getrennte offene Strecken t, und t, entstehen. Es 
wird nun q,=q(t,) und g,=4q(t,) gesetzt. In derselben Weise kann 
0,,0,,-.- behandelt und eine Folge g,,q,,... aufgebaut werden, fiir die 
sich die Eigenschaften a), y), 5) dann unmittelbar aus der Konstruktion 
ergeben. SchlieBlich ergibt sich auch f) so, wie in 5. fiir g, statt h, dar- 
gelegt ist. 








§ 3. 
Abschlu8 des Beweises. 


1. Die Bezeichnungen von § 2,7. werden beibehalten. Ferner soll 
x, die Abszisse von t, bezeichnen und 


y= (2, &,) 
Mathematische Annalen. 99. 
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die durch den Punkt £, 7 von @ gehende Integralkurve der Differential- 
gleichung (1). Wird «=z, festgehalten, so ist p(z,,é,») sicher in den 
Punkten £, » des Gebiets §, definiert. Wird nun 
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y(é, n) = 9(2x,, &,) 


in h, gesetzt, so hat y(&,7) das Gebiet §, als genauen Definitionsbereich, 
ist fiir alle Punkte einer und derselben Integralkurve von (1) konstant 
und hat nach einem Satz von L. Bendixson®*) stetige partielle Ableitungen, 
und zwar ist 


und 


von p(z,,&, 7), etwa 
y(é, ”) oat a, + b, p(2,, €, ) 


2 
{'™ @ (2, =, ni) dz 


wn (é, n) =e ? also >0, 


ve(€,)+f(E, 9) va (& 1) = 9; 

d.h. w(é,) erfiillt fiir 5, statt g die allein zu beweisenden drei Be- 
hauptungen a) bis c) des Hauptsatzes. 

2. Um nun die Existenz eines y(&, 7) fiir das ganze Gebiet g zu 
beweisen, nehme ich an, es sei schon fiir §, , ein w(é, 7) konstruiert, 
so daB diese Funktion fiir §, , statt g die Behauptungen des Hauptsatzes 
erfiillt und iiberdies fiir <n in jedem §, — 5, _, eine lineare Funktion 


mit b> 0 ist. Wegen § 2,7.) bin ich mit dem Beweise fertig, wenn 
ich zeigen kann, daB es auch ein Zahlenpaar a,, b, gibt, so daB b, > 0 
und die durch 


y(&,») =a, + 6, p(z,, &, 0) 


in 6,—b,_, fiir »=—1,2,...,” definierte Funktion die Eigenschaften 
a) bis c) des Hauptsatzes im Gebiet 5, aufweist. 


3. Nach § 2, 7.6) ragt t, mit genau einem Ende, etwa dem oberen, 


Yu 


| tee 


Fig. 4. 


tr 


TWh 


Vn 


Un 





iiber §, , hinaus. Die Endpunkte des halboffenen 
iiber §, , hinausragen den Teilintervalls mégen 
die Ordinaten V,, W, haben (Fig. 4). Da die 
Ordinate, auf welcher dieses Intervall liegt, schon 
durch den Index angedeutet ist, will ich dieses 
Intervall kurz mit <V,, W,) bezeichnen und in 
ahnlichen Fallen entsprechend verfahren. Das 
untere Stiick von t, gehért bis zum Punkt w, 
exkl. ganz zu §, ,. Dieses Stiick hat nach § 2, 3. 
mit jedem der Gebiete q,,..., q,,_,, wenn iiber- 


haupt Punkte, so genau ein offenes Intervall gemeinsam. Daher gibt es ein 
kleinstes u (1S u<n), so daB fiir ein v, < V, das auf t, liegende Inter- 
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vall (v,, V,) ganz zu q, und auch zu b,—b,_, gehdrt. Die durch das 
Intervall (v,, V,,) gehenden Integralkurven laufen also durch t, und schneiden 
aus dieser endlichen Strecke ein offenes Intervall (w,,U,) aus. Dabei ist 
U,, innerer oder Randpunkt von g, also jedenfalls innerer Punkt von @. 
Durch diesen Punkt gibt es daher eine Integralkurve 

(8) y= (2, ey U,)s 

die sicher in einer gewissen Umgebung von z, existiert. 

4, Aber die Kurve (8) existiert sogar bis z= 2,. Um die Ausdrucks- 
weise zu erleichtern, werde etwa z,< 2, angenommen. Wiirde (8) nicht 
im ganzen abgeschlossenen Intervall (z,, 2z,) existieren, so wiirde (8), s0- 
weit sie in diesem Intervall existiert, entweder nicht beschrankt sein oder zwar 
beschriinkt sein, jedoch beliebig nahe an den Rand von © herankommen. 

Da die Integralkurven stetig vom Anfangspunkt abhingen, wiirde es 
im ersten Fall auf den durch das Intervall (u,,U,) gehenden Integral- 
kurven im Intervall (z,,z,) Punkte mit beliebig groBen Ordinaten geben. 
Dann wiren aber die Ableitungen dieser Kurvenfunktionen g(z) nicht 
gleichmaBig beschrinkt in g, und das ist, da jedes dieser p(x) ein Inte- 
gral von (1) ist, ein Widerspruch gegen die fiir g vorausgesetzte Beschrankt- 
heit von f(x, y). 

Da8B auch der zweite Fall nicht zutrefien kann, erkennt man, wenn 
man die Kurve (8), soweit sie in (z,, z,) existiert, in ein abgeschlossenes 
Quadrat © einschlieBt, dessen Seite von der Kurve etwa einen Abstand 
>1 haben mégen. Die Rander von @ und g, soweit sie in © liegen, 
seien mit ® und r bezeichnet. Diese beiden Mengen sind abgeschlossen 
und haben, da g total in @ liegt, keinen Punkt gemeinsam, also, da sie 
beschrankt sind, einen positiven Abstand g voneinander. Da die Kurve (8) 
ganz in © liegt und beliebig nahe an den Rand von © kommt, hat (8) 
von ® den Abstand 0. Wegen der stetigen Abhangigkeit der Integral- 
kurven vom Anfangspunkt gibt es daher eine durch das Intervall (u,, U,) 
gehende Integralkurve, die fiir x, <<, ganz in © liegt und von R 
einen Abstand <io hat. Dann wiirde aber auch rt von — einen Ab- 
stand < io haben, womit der gewiinschte Widerspruch erzielt ist. 

5. Das halboffene Intervall (u,,U,) wird nun nach oben zu einer 
offenen Strecke 3 erweitert, die noch ganz zu @ gehért. Dann existiert 
p(x,,é, 9) u.& in o=0(8) und hat dort stetige partielle Ableitungen 
nach £ und 7. Da die Kurve (8) zu o gehért, existieren diese Ableitungen 
insbesondere in den Punkten der Kurve (8). Ich kann daher definieren: 
(9) b= bP, (z,, Ty» Vi)» 

(10) a, =a, + b,U, — 5,V,; 
(11) y(€,9) =a, + 6, 9(2,, €, n) in bn — Daa: 
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Damit ist nun y in §, eindeutig definiert und auch in §,— 5, _, eine 
lineare Funktion von ¢(z,,é, 1), wobei auch b, > 0 ist, weil b, wie 9, 
positiv ist. Ferner ergibt sich aus (11), daB w(é,) auch fiir alle Punkte 
einer Integralkurve denselben Wert hat. Der Induktionsbeweis und damit 
der Beweis des Hauptsatzes ist daher beendet, sobald noch die Behaup- 
tung c) des Hauptsatzes fiir §, statt g bewiesen ist. 

Diese Behauptung trifft teils nach meiner Annahme, teils wegen (11) 
sicher zu fiir §, , und fiir die inneren Punkte von §,—}5, ,. Die zu 
5, — b,, gehdrigen Randpunkte von §, _, werden von der Kurve (8) ge- 
bildet, soweit sie in g liegt. Nur mit diesen Punkten habe ich mich nun 
noch zu beschiftigen. 

Ich betrachte dazu die Funktionen 
(12) a, +6, y(2z,,é,9) imo, 

(13) a,, 9 bP (2, é, n) in b,.- 
Jede ist in einem Gebiete definiert, das die Kurve (8) enthalt, und besitzt 


in diesem Gebiet stetige partielle Ableitungen nach und 7. Auf der 
Kurve (8) haben die Funktionen die Werte 
a,+6,U, baw. a,+0,V,, 

die wegen (10) iibereinstimmen. Da y(£, 7) oberhalb der Kurve (8) mit 
der Funktion (13) und unterhalb mit der Funktion (12) iibereinstimmt 
(vorausgesetzt, daB man sich nicht zu weit von der Kurve entfernt), ist 
die Existenz und zugleich die Stetigkeit von y,(, 7) auch in den Punkten 
der Kurve (8) bewiesen, wenn ich zeigen kann, da8 die Ableitungen der 
Funktionen (12) und (13) nach » in den Punkten von (8) iiberein- 
stimmen. 

In der Tat ist fiir irgendeinen Punkt ¢, in 5, auf der Kurve (8), 
weil auch der Punkt z,, V, auf dieser Kurve liegt und wegen (9) 


z 
a Sige 5) dz 
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fiir die Punkte &, 7 von (8). Wegen b, > 0 ist also insbesondere auch (2) 
erfiillt. 
Endlich ist bekanntlich 
(as) 5 (4, +b, P(e,» 8 0)) = — BFE, 2) P, (tyr Fs 0) 
F(a, +b, 7 (qs $s 0) = — By 1 (Es 2) P45 (qs Bs 0)- 


Da auf (8) beide Ausdriicke wegen (14) denselben Wert haben, existieren 
auch die partiellen Ableitungen nach é in ganz , und sind stetig. SchlieBlich 
folgt aus jeder der Gleichungen (15) die Giiltigkeit von (3) auch auf (8), 
also in ganz b,. 


§ 4. 
Zusiatze. 


1. Verzichtet man auf die Differenzierbarkeit von f(z,y), so gilt 
noch folgender 

Satz 2. In dem offenen GebieteG mége f(x,y) stetig sein und die 
Lipschitzbedingung erfiillen. Dann gibt es fiir jedes offene und einfach 
zusammenhangende Gebiet g, das total in G liegt und in dem f(z, y) 
beschrankt ist, eine Funktion w(x, y) mit den Higenschajten a) und b) 
des Hauptsatzes und 

c*) w(x, y) tet stetig in g, und es ist 
(2*) v (2, 9%) < y(#, Yo) 
fiir je zwei Punkie x,y, und x,y,, wenn die ganze Strecke mit diesen 
Endpunkten zu g gehdrt und y, < y, ist. 

Fiir den Beweis braucht man nur zu beachten, daB § 2 auch im vor- 
liegenden Falle gilt. Darauf ist schon am Anfang von § 2 hingewiesen. 
Dann ergibt sich aber der Satz 2 durch die in § 3 angestellten Uber- 
legungen, wenn man dort alles, was sich auf die Ableitungen von y be- 
zieht, fortlaBt, b, 1 setzt und Gleichung (9) fortlaBt. 

Aus dem Satz 2 ergeben sich weiter mit vdllig unverandertem Wort- 
laut die Behauptungen d) bis f) des § 1 auch fiir den vorliegenden Fall. 

2. Der Hauptesatz liefert mit der Relation (3) natiirlich die Existenz 
eines Integrals der partiellen Differentialgleichung *) 


(16) jet flz. 9) = 0, 
*) Als Integral der partiellen Differentialgleichung fiir ein Gebiet g wird hier, wie 


iiblich, eine Funktion bezeichnet, die in g nicht nur die Differentialgleichung erfiillt, 
sondern auch stetige partielle Ableitungen hat. 
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und zwar in einem von vornherein angebbaren Gebiet (naimlich in jedem 
einfach zusammenhingenden Gebiet, das total in @ liegt und in dem 
f(x,y) beschrankt ist), wihrend diese Existenz bisher nur fiir ein 0 (3) 
bewiesen war*) 

Zugleich ist auch eine véllige Ubersicht iiber die simtlichen Inte- 
grale von (16) vorhanden. Da die iiblichen Darstellungen auch in diesem 
Punkte unbefriedigend sind, benutze ich die Gelegenheit, die Verhaltnisse 
kurz klarzustellen 

Als Hauwptintegral der partiellen Differentialgleichung (16) fiir das 
Gebiet g wird ein Integral bezeichnet, das in keinem Teilgebiet von g 
konstant ist. Der Hauptsatz liefert in der Funktion y(z, y) wegen (2) 
ein solches Hauptintegral. Und weiter besteht der 


Satz 3. Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes ist die Gesamt- 
heit der Integrale von (16) fiir das Gebiet g genau die Menge der von 
einem Hauptintegral abhangigen Funktionen. 

Dabei ist dem Begriff der Abhangigkeit von Funktionen die von den 
Herren K. Knopp und R. Schmidt*) gegebene Definition unterzulegen. 

DaB je zwei Integrale y(z, y) und x(x, y) von (16) abhingig sind, 
ist klar, da aus den mit diesen Funktionen aufgeschriebenen Differential- 
gleichungen (16) sofort folgt, da8 ihre Funktionaldeterminante verschwindet. 
Nach einem zuerst von den Herren Knopp und R. Schmidt bewiesenen 
Satz iiber Funktionaldeterminanten und Abhingigkeit von Funktionen *) 
sind y und zx daher in g abhangig. 

Es sei nun umgekehrt z(z,y) in g eine von einem Hauptintegral 
y (x,y) abhangige Funktion. Nach dem eben zitierten Satz ist dann 
YY, 
cz 
Fiir jeden Punkt z, y von g sind daher die Gleichungen 
[se v)vi+ A(z, ¥)2f=0 

4, (z, y)v, +4,(z, y)x,=0 


durch Zahlen 4,, 4, lésbar, die in keinem Punkte beide gleichzeitig ver- 
schwinden. Addiert man die zweite der Gleichungen (17) nach Multi- 
plikation mit f(x,y) zur ersten und beriicksichtigt, daB y ein Integral 
von (16) ist, so ergibt sich 


=0 ing. 








(17) 


(18) A(z,y){zi+f(zy)x}=0 ing. 

*) Math. Zeitschr. 25 (1926), S. 373—381. Es sei darauf hingewiesen, daB die 
Ausdehnung der Ergebnisse dieser Arbeit auf » Funktionen von q Variablen (q> p) 
bisher noch nicht gelungen ist. 
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Ich habe zu zeigen, daB auch z ein Integral von (16) ist, d. h. daB in (18) 
der zweite Faktor in g identisch verschwindet. Ware dies in irgendeinem 
Punkt von g nicht der Fall, so gibe es wegen der Stetigkeit von 7’, ty 
und f einen Kreis f in g, so daB 
at, +f(z,y)z,+O int 
wire. Wegen (18) ware dann 4,(z, y)=0 in f, also 4,(z, y) +0 in dem 
ganzen Kreis f. Dann wiirde aber aus (17) folgen 
y * = v, =0 inf, 
also ware y gegen die Voraussetzung kein Hauptintegral. 
3. Endlich liefert der Hauptsatz, insbesondere die Relation (3) folgendes 
Ergebnis iiber die Existenz eines Multiplikators: 
Satz 4. Unter den Voraussetzungen des Hauptisaizes besitzt die 
Differentialgleichung 
y’ = f(z, y) 
in g einen Multiplikator, ndmlich z. B. wy(z, y). 
Das Neue an diesem Resultat ist wiederum, daB das Gebiet, in dem 
der Multiplikator existiert, von vornherein angebbar ist. 


Tiibingen, 10. 7. 1927. 


(Eingegangen 11. 7. 1927.) 








Zum Rechnen mit Potenzreihen. 


Von 


R. Mehmke in Stuttgart. 


Die drei Aufgaben, das Produkt und den Quotienten zweier Potenz- 
reihen zu berechnen wie auch eine Potenzreihe umzukehren, werden in 
den Lehrbiichern als schwierig hingestellt, was die vollstindige Durch- 
fiihrung betrifft*). Deshalb erscheint es nicht iiberfliissig, Wege zu zeigen, 
auf denen man jene Aufgaben leicht und sicher lésen kann. Die Verfahren, 
die ich mitteilen werde, leisten, glaube ich, in bezug auf Ersparnis an Zeit 
und Miihe das Wiinschenswerte und Mégliche. Gleiches gilt von der Auf- 
gabe, die als vierte behandelt werden soll, nimlich zu untersuchen, ob 
zwischen mehreren Funktionen, die als Potenzreihen dargestellt sind, eine 
lineare Abhangigkeit besteht, und wenn es der Fall ist, auch die Faktoren, 
die dabei auftreten, zu ermitteln. Um nicht zu weitlaufig zu werden, sehe 
ich von Betrachtungen iiber die Konvergenz der vorkommenden unend- 
lichen Potenzreihen ab. Ich darf das um so eher, als die einschligigen 
Lehrbiicher diesen Punkt geniigend behandeln. 


1. Produkt zweier Potenzreihen. 

Verlangt seien die GréBen c,,c,,¢,,..., wenn 
Co+¢,2+¢,2*+...=(a,+4,2+4,2°+...)(b,+6,2+6,27+...) 
ist und a, @,,@,,...; b,,6,,5,,... gegeben sind. Im Fall unendlicher 
Potenzreihen soll, wie wir voraussetzen, das gewdhnlich nach Cauchy be- 
nannte Produkt*) genommen werden, fiir welches 


¢, = 4b, +4,b,_, a + +a,_,b,+4,b, 


1) So sagt beziiglich der dritten Aufgabe K. Knopp in seinem Buche ,Theorie 
und Anwendung der unendlichen Reihen“, 2. Aufi., Berlin 1924, S. 186: ,Die tatsiich 
liche Herstellung der Reihe (c=)y+6,y*+... aus der Reihe (y=)z+a,2°+... 
ist ... meist mit erheblichen Schwierigkeiten verkniipft“, und ahbnlich urteilt er iiber 
die ersten beiden Aufgaben. 

*) Es entspricht bei dezimal geschriebenen Zahlen dem ,blitzbildenden* Produkt 
der Inder, vgl. M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, I, 2. Aufi., 
Leipzig 1894, 8.571. Stelle bei A. L. Cauchy: Analyse algébrique, Paris 1821, p. 156, 
oder in der deutschen Ubersetzung von Huzler, Kénigsberg 1828, S. 116. 
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ist. Um die ¢ der Reihe nach zu finden, wendet man am besten J. Fouriers 
Schiebverfahren an*), Man schreibt auf den unteren Rand eines Schiebers 
von Papier, Pergament oder dergl. die Konstanten des einen Faktors, 
z. B. b,, b,,b,,..-, jedoch von rechts nach links, wenn die Konstanten 
@,,@,,@,,-.. des andern Faktors von links nach rechts geschrieben worden 
sind, halt den Schieber zuerst mit }, iibera,, was c, = a,b, ergibt, hierauf 
mit 6, iiber a,, so daB b, tiber a, zu stehen kommt und man durch 
Addieren der beiden Produkte der jetzt iibereinander stehenden Konstanten 
erhalt: c, = a,b, + a, b,, usw., d.h. bei jedem folgenden Schritt hat man 
den Schieber um eine Stelle nach rechts zu riicken, und der Vorteil be- 
steht eben darin, daB die Faktoren der Teilprodukte, aus denen das gerade 
an der Reihe befindliche c sich zusammensetzt, senkrecht iibereinander stehen. 



































Schieber: [+s b, b, by 
1. Stellung: 2. Stellung: 3. Stellung: 
& b, b, By g@ b, b, b, | cue dy B, Bg 
se WET es eo BOTY ia eG, G «ss 


Will man von (a, + a,2-+a,2*-+-...) das Quadrat und die héheren 
Potenzen mit ganzzahligen Exponenten erhalten, so wird man b; = a, setzen 
und das Verfahren die nétige Anzahl von malen wiederholen. (Beispiele 
in der nachsten Nummer und in Nr. 6.) 


2. Anwendung: Einsetzen einer Potenzreihe in eine andere. 
Wenn in den Lehrbiichern verlangt wird, fiir 


u=b+b,¥+5,y'?+... 
eine Potenzreihe in z herzustellen, falls 

y=a,+a,2+a,27+... 
ist, so wird offenbar angenommen, da8 man die Reihen fiir y*, y*, ... aus 
derjenigen fiir y mit Hilfe des binomischen Satzes herleitet. Soll nun z. B. 


u=V8+2lgd+z) 


*) J. Fourier, Analyse des équations déterminées, Paris 1831, p. 190, oder in der 
von A. Loewy besorgten deutschen Ausgabe Ostwalds Klassiker Nr. 127, Leipzig 1902, 
8. 183. Bei Fourier ist zwar nur von dem Produkt zweier dezimal geschriebenen 
Zahlen, also Potenzreihen mit x= 10, die Rede, die Ausdehnung auf beliebige Potenz- 
reihen lag jedoch fuBerst nahe und ich habe, nachdem ich sie schon in den achtziger 
Jahren des letzten Jahrhunderts bei zahlentheoretischen Rechnungen mit groBem Nutzen 
angewendet hatte, in der Encyklopidie der mathem. Wiss. 1, 2, Leipzig 1900—1904, 
S. 942, Anm. *), empfehlend auf sie hingewiesen, was aber nicht beachtet worden zu 
sein scheint. 
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in eine Potenzreihe nach xz entwickelt werden‘), und setzt man 


u=2(1+y)* 


mit 
y= 42 1g(1+2), 


dann ist zwar beim Anschreiben der Potenzreihe -in y fiir « der binomische 
Satz nicht zu entbehren, dagegen ist es beim Ausrechnen von y’, y’, ... 
bequemer, der Schlu8bemerkung von Nr. 1 entsprechend zu verfahren, 
d. h. wiederholt mit der Reihe fiir y zu multiplizieren. Man wird hierbei 
die Rechnung etwa so anordnen: 


2 2 10 
w=2+59-—gy°+ay*—--- 


1 3 1 3 1 4 1 5 1 6 
y= 377 — {67 + 9% — 37 + 7? we .e6h 


















































a 1 1 1 1 1 

also Schieber > rT) - 32 u - 1 ry 
FVaktoren a? z* a* a® z® 
2 hy A oe ie | 2 a ee 
3 | ~ 16| % |~ 40 
_2 ® 1 i 
, | % 64 | 64 | 768 
yer hf 
81 y 512 

Ergebnis: 


1 1 7 5 1428 
u= 2+ i52* — 92" + aegt* — appt + ise? t+: , 


3. Quotient zweier Potenzreihen. 


Auch das Verfahren, den Quotienten zweier Potenzreihen zu berechnen, 
das ich fiir das zweckmaBigste halte, ist nicht gerade neu, sondern 1896 
von ©. Reuschle angegeben®), aber von den Verfassern der einschlagigen 


*) Aufgabe aus: H. v. Mangoldt, Einfiihrung in die héhere Mathematik 2, Leipzig 
1912, 8. 289. ; 

5) C. Reuschle, Abgekiirzte algebraische Division bei quadratischem und héherem 
Divisor, Zeitschr. Math. Phys. 41 (1896), 8. 93. Von Reuschles abgekiirzter Division, 
die er selbst als Verallgemeinerung des bekannten (Ruffini-)Hornerschen Verfahrens 
bei linearem Divisor betrachtet, bildet Fouriers geordnete Division (s. hier Anm. 3) 
eine Vorstufe; dem Divisor zweiten oder héheren Grades bei Reuschle entspricht bei 
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Lehrbiicher noch nicht beriicksichtigt worden*). Seien gegeben die Kon- 
stanten a,,@,,a,,... und bo, b,, b,,... in 
f(z) =a,+a,%+a,2*+..., 
g(x) = b+ b,2+b,2°+..., 
gesucht ¢,,¢,,¢,,... gemaB der Entwicklung 


Ce me +e2+Oq2"+.... 


Es empfiehlt sich, dem Nenner des Bruches die Form 
y(z)=1—8,2—f,2*—... 
zu geben, dadurch, da8 man etwa 
f(x) 
by 





=a)+ aj2+asx*+..., 


bes Gennes 
setzt. Alsdann wird 


Co=G, =A +B, C=a,+ fe, +h, e%, 
Wir kénnen deshalb mit Reuschle die Konstanten £,, 8,,... von rechts 
nach links auf den unteren Rand eines Schiebers schreiben und die c der 
Reihe nach so ausrechnen: Nachdem wir c, = ag unter a, wiederholt haben, 
legen wir den Schieber so auf, daB f, iiber c, zu stehen kommt — aj wird 
hierbei verdeckt —, bilden das Produkt £,c,, addieren es zu a; und schrei- 
ben es fiir c, unter aj. Dann riicken wir den Schieber um eine Stelle 
nach rechts, wodurch a; und aj verdeckt werden, multiplizieren die jetzt 
iibereinander stehenden GréSen f und ¢ miteinander, bilden also #,c, und 
B,¢,, addieren beide Produkte zu a; und schreiben die Summe als c¢, 
unter a3, usw. Allgemein: Hat man dem Schieber eine solche Lage ge- 
geben, da8 von den daraufstehenden GréBen f die auBerste rechts, also f,, 
iiber die zuletzt berechnete GréBe c, sagen wir c,_,, zu stehen kommt, 
wobei a, _,,@,_,,--- durch den Schieber verdeckt werden, so braucht man 
bloB ein jedes der schon vorhandenen c mit dem dariiber stehenden f zu multi- 
plizieren und die erhaltenen Produkte zu a, zu addieren, um c, zu finden. 


Fourier der ,,bezeichnete“ Divisor, wenn er mehr als eine Ziffer bekommen hat, nur 
daB eben z= 10 und nicht beliebig ist. Zugleich macht Fourier bereits, wie Reuschle, 
vom Verschieben des auf ein besonderes Blatt geschriebenen Divisors Gebrauch. (Von 
Florian Cajori ist im Bull. Americ. Mathem. Soc. 17 (1911), 8.409 nachgewiesen worden, 
daB Paolo Ruffini schon 1804, 15 Jahre vor Horner, das bei uns noch immer nach 
letzterem allein benannte Divisions- und Annaherungsverfahren verdffentlicht hat.) 

*) Von dem Fall, daB der Divisor eine unendliche Potenzreihe ist, spricht Reuschle 
allerdings nicht. Sein Verfahren liefert iibrigens bei im Endlichen abbrechenden Potenz- 
reihen auSer dem in einer ganzen Funktion bestehenden Quotienten auch den Rest. 
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4. Beispiel: Bernoullische Polynome. 
Als das Bernoullische Polynom n-ten Grades der Veranderlichen x 
wird von manchen’) der mit m! multiplizierte Koeffizient von ¢” in der 
Entwicklung von 





genannt, so daB 








ist. Fir z= 0 ergeben sich die Bernoullischen Zahlen. (Der Uberein- 
stimmung mit der unten angefiihrten Quelle zuliebe ist die Bezeichnung 
gegen die vorher beniitzte geandert, nimlich ¢ statt z geschrieben worden, 
wahrend z eine neue Veranderliche bezeichnet.) Wir kénnen die ,,erzeugende 
Funktion“ auf der linken Seite schreiben: 


ee ae 



























































2 _ fe) 
L+ petits rete tte... g(t) 
also ist, wenn entsprechend Nr. 3 
f(t) =a,+a,t+a,t?+..., g(t) =p(t)=1—f,t-—f,t-.. 
gesetzt wird, 
1 ’ 1 1 
@=1, 4.=2, 4,=— 52", ...5 a=a; B=— 3 P= — Gs oes 
und die Rechnung gestaltet sich wie folgt: 
alien 1 we ale 
Schieber: |..., —755» —qy> —| -5 
1. Stellung: 2. Stellung: 
ae ie... P «* 1 1 1 z* 2° 
8 2 x ae Ae Oe ewe 9 
1 x 1 x . 
hen 1 z 
2 a oo 
1 
+ 














) Siehe z. B. R. Courant-D, Hilbert, Methoden der mathem. Physik, I, Berlin 
1924, 8. 85. 
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z* a* 
1 zx - S 
1 x x? 
a: oS 
1 x 
+p | th 








Mithin erhalt man: 


B(z)=1, B,(2)=2—}, B,(z)=—2*—2 +4, 


B,(z2)=2* — set t+ie, 


Diese Polynome werden sich kaum auf irgendeine andere Weise ebenso 
schnell und bequem finden lassen. 


5. Umkehrung einer Potenzreihe. 
Die nun vorliegende Aufgabe ist bekanntlich, wenn in der Reihe 
y=a,+a,2+a,2*+a,27°+... 


die GréBen a,,a,,a,,... gegeben sind, z in eine Potenzreihe von y zu 
entwickeln, d.h. in der Gleichung 


r=b+b,y+-b,y?+b,y*+... 
die GréBen b,, b,, b,,... zu berechnen. Man pflegt a,=0, a,=1 zu 
setzen, was 6, = (0, b,=1 zur Folge hat. Durch eine lineare Transfor- 
mation li8t sich zwar dieser Fall immer herbeifiihren, wofern a, nicht 
Null ist, es besteht aber keine Notwendigkeit fiir diese Umformung. Wohl 
sind fiir die 6 von b, bis b,, die allgemeinen Ausdriicke bekannt*), aber 
es ist nicht zu empfehlen, daB man die gegebenen Werte der a, mégen 
diese in Buchstabenausdriicken oder in Zahlen bestehen, in fertige Formeln 
einsetzt; man rechnet besser von Fall zu Fall die b nach einem geeigneten 
Verfahren aus. Einem solchen, das ich fiir besonders zweckmaBig halte, 
liegt folgender Gedanke zugrunde. Bildet man die Potenzreihen fiir 
y*, y®,... nach Nr. 1, dann ergeben sich lauter Gleichungen, die in bezug 
auf z,x*, z*,... linear sind. Eliminiert man also aus den m ersten dieser 
Gleichungen x*, z*,..., 2” und vernachlassigt man die Glieder mit x**? 
und den héheren Potenzen von x, dann erscheint fiir z ein in y, y*, y*, ..., y” 


*) C. F. van Orstrand, Reversion of power series, Phil. Mag. 19 (1910), p. 366. 
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linearer Ausdruck, also das bis zum Glied mit y” reichende Stiick der 
gesuchten Potenzreihe. Auf dieselbe Weise erhalt man eine Potenzreihe 
fiir 2’, wenn in der gegebenen die Glieder mit z, x*,...,2°-1 fehlen. 
Man kommt schneller vorwirts, wenn man, statt wie iiblich, die zu elimi- 
nierenden GréBen eine nach der andern vorzunehmen, sie paarweise aus 
den Gleichungen entfernt, wofiir ich ,,beschleunigtes Eliminieren“ sage. 


6. Beispiel. 


Die gegebene Reihe heiBe 
y=r—pe'+ iets Moses 


Da y eine ungerade Funktion von z ist, mu8 auch z eine solche von y 
sein. Wir bilden zuerst nach Nr. 1 die Reihe fiir y und erhalten: 


2 
y? 2? — Sat 4 Bat — Bet... 


Diese Reihe mit der ersten multipliziert — wieder nach Nr. 1 — gibt: 


yrart—atpiei+... , 
Hieraus erhalt man durch wiederholtes Multiplizieren mit der Reihe fiir y* 
diejenigen fiir y*, y’, ..., wobei die jetzt auf dem Schieber stehenden 
Zahlen, die von y* herriihren, unverandert bleiben. Nun bilden wir aus 
den gefundenen Koeffizienten eine Matrix, von der die Zeilen sich auf 
y, y®, y’, ... beziehen, die Spalten auf z, z*, x, .... 

















Zz x* z® x y y* y* y’ 
IRENE 
+ 1 }-1 X 1 
1 1 


























Will man aus den ersten drei Zeilen die Elemente, die in den Spalten 
fiir z* und 2° stehen, auf einmal entfernen, so mu8 man sie der Reihe 
nach mit den Minoren zweiter Ordnung 


Se 
a ee; Ge, 


=, 


0 1 _ 


al- © 
rl — 
co] = 
. 
—_ 
-_ 
on 























Rechnen mit Potenzreihen. 


multiplizieren und hierauf addieren, was die neue Zeile gibt: 
































x az a> x? y y* y® y’ 
17 1 2 
1 0 0 — Bis 1 3 is 
Es ist also 
a me JP 
t— 3757 tH eve =yt+sy +75 Y 
oder 


1 2 17 
e=yt+syt+py t+ gee’ t-:: . 


Damit sind von der gesuchten. Potenzreihe fiir x die ersten drei Glieder 
gefunden und man sieht zugleich, daB wenn man hier abbricht, der be- 
gangene Fehler ungefahr 


4. 
+ 357 


betragen wird. Wollte man weiter rechnen, so kénnte man zu der neuen 
Zeile diejenigen fiir y’ und y*® hinzunehmen und aus diesen drei Zeilen 
die Glieder mit x’ und z*® auf einmal entfernen, wieder durch Multipli- 
kation mit den betreffenden Minoren und Addition. Man erhalt also immer 
zwei weitere Glieder der verlangten Potenzreihe auf einmal. 

Man kénnte ja auch drei oder mehr Glieder auf einmal berechnen, 
aber zu empfehlen ist es nicht, weil schon im Falle dreier Glieder vier 
Minoren dritter Ordnung ausgerechnet werden miiBten, was nicht sonder- 
lich bequem ist. 


7. Lineare Abhingigkeit von Potenzreihen. 


Die bekannten Hilfsmittel, m Funktionen f,, f,, .--, f,, 2uf ihre lineare 
Abhingigkeit hin zu priifen, bestehen in der Untersuchung entweder der 
Wronskischen oder der Casoratischen oder der Gramschen Determinante. 
In zahlreichen Fallen laBt sich aber das Ziel mit ganz bedeutend weniger 
Arbeit erreichen, wie sogleich an einem Beispiel gezeigt werden soll. Es 
handle sich um drei, durch folgende Potenzreihen erklarte Funktionen: 


5 26 65 
=] — 272+ —¢4~— —27*4+— 2° : 
f,=1-—22 + yz a 7 + 3157 Ss 


82 256 512 
R= l—82*°+->a'— Fa + ge’ t--- ’ 


4 2 : 
fy=1—2e*+ Set Sat+ att... 


Bildet man aus den Koeffizienten eine Matrix und eliminiert man auf 
einmal die in den Spalten fiir x* und x‘ stehenden Elemente dadurch, 
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da8 man die Zeilen bzw. mit 8, — 1, — 4 multipliziert und alsdann addiert, 
so findet man — siehe die untenstehende Ausrechnung --, daB die Ele- 
mente in den Spalten fiir z* und z* von selbst verschwinden, wahrend in 
der Spalte fiir x° sich 3 ergibt. Folglich ist, wenigstens mit der durch das 
Abbrechen der Potenzreihen bei den Gliedern mit x* bedingten Genauigkeit, 
8f,—f, —4f, =38. 
(Es ist 
fy=(cosz), f,=cos4z, f,=cos2z, 

und in der Tat gilt die genaue Beziehung 


8 (cos x)* — cos 42 — 4 cos 22 = 8.) 




















Ausrechnung: 
x a? a* x® s* h fe fs 
e] 1 |-2] = -% pa 1 
wt 2. 1 ae = -= o 1 
i ae as ; -z | me 1 
8 0 | 0 oe 























Nun bedenke man, wie auBerordentlich viel miihsamer es gewesen 
wire, das Ergebnis etwa mit Hilfe der Gramschen Determinante zu ge- 
winnen. Nach Hinzufiigen der Funktion f, 1 hatte man sechs Produkte 
von je zwei Potenzreihen zu bilden, neun Integrale und eine Determinante 
vierter Ordnung auszuwerten gehabt, allein um die lineare Abhingigkeit 
der Funktionen f an sich nachzuweisen. Um dann vollends die Faktoren 
8, —1, —4, —3 gu finden, waren noch einige weitere Determinanten 
auszurechnen gewesen, ja, wenn man den Forderungen einiger Lehrbiicher 
nachkommen wollte, hatte man sogar vorher die Funktionen f durch ein 
aquivalentes System paarweise orthogonaler Funktionen ersetzen miissen. 

Wenn die Anzahl m der Funktionen f mehr als drei betragt, so miissen 
von den zugehérigen Potenzreihen mindestens (m+ 1) Glieder gegeben sein 
und es ist wieder beschleunigtes Eliminieren zu empfehlen, d. h. ein Vor- 
gehen in der Weise, daft man von der Matrix der Koeffizienten bei jedem 
Schritt drei Zeilen zusammenfaBt und aus ihnen durch lineare Verbindung 
die Elemente zweier Spalten gleichzeitig entfernt. 


(Eingegangen am 1. 8. 1927.) 











Der Verlauf der Grenzkurven zwischen labilen und 
stabilen Lésungsgebieten der Mathieuschen 
Differentialgleichung. 


Von 


M. J. O. Strutt in Eindhoven (Niederlande). 


Die Mathieusche Differentialgleichung: 
(1) <4 + (B+ 2h? cos 22)-y—0 
xz 


tritt in vielen Anfangs- und Randwertproblemen der mathematischen 
Physik auf’). 

Bei der zuerst genannten Problemklasse sind die Parameter R und h* 
vorgegeben und es tritt die Frage auf, fiir welche Werte dieser Parameter 
eine ,stabile‘ Laisung vorhanden ist, derart, daB y fiir alle x bei be- 
liebiger Wahi der Anfangsbedingungen endlich bleibt. Wachst y mit 2 in 
diesem Falle iiber alle Grenzen, so nenne ich die Lésung ,labil“. Bleibt 
y fiir alle x bei beliebigen Anfangsbedingungen endlich, so existiert eine 
periodische Lésung der Gleichung (1), wie Floquets Satz lehrt. 

Bei Randwertproblemen ist die Fragestellung eine andere. Handelt 
es sich um ein Eigenwertproblem, so sind beide Parameter R und h* aus 
den Bedingungen des Problems zu ermitteln. Es wird meistens zuerst 
durch Eindeutigkeitsforderungen R als Funktion von h* bestimmt und 
sodann die Lésung ebenfalls als Funktion von h* ermittelt. Die homo- 
genen Randbedingungen ergeben darauf die Eigenwerte. 

Liegt ein lineares Randwertproblem vor, so ist h* vorgegeben und 
durch Eindeutigkeitsforderungen wird R als Funktion von h® ermittelt. 

Die mehrfach erwahnten Eindeutigkeitsforderungen auBern sich in den 


meisten Fallen dahin, daB y eine Funktion mit der Periode 2% von z 
sein soll. , 





1) P. Humbert, Fonctions de Lamé et de Mathieu, Paris, Gauthier-Villars, 1926. — 
E. T. Whittaker und G. N. Watson, Modern Analysis (1920). 
Mathematische Annalen. 99. 40 
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Es |a8t sich einfach zeigen*), daB die durch diese Forderung fest- 
gelegten Beziehungen zwischen R und h’*, als Kurven in einer Ebene mit 
R und h®* als rechtwinklige Koordinaten gedeutet, die Grenzen ergeben 
zwischen jenen Gebieten dieser Ebene, fiir die stabile Lésungen existieren, 
und den Gebieten, denen labile Lésungen der Gleichung (1) entsprechen. 

H. Poincaré*) hat bei der Untersuchung dieser Grenzkurven, bei der 
er von Reihen F. Tisserands*) ausging, folgendes gefunden: 

a) der Pankt (7 R = 0;h* =0) bildet einen isolierten Punkt dieser 
Grenzkurven in einer () R, h*)-Ebene; 

b) die Punkte (/R=g,h*=0), mit g—1, 2, 3, 4, 5,..., sind 
Doppelpunkte der Grenzkurven; 

c) in der unter a) erwahnten Ebene beriihren sich diese Kurven auf 
der )R-Achse: 

fiir R= 1 von nullter Ordnung, 


fiir 7 R = 2 von erster Ordnung, 
fiir YR = 3 von zweiter Orhnung, 
fir / R= 4 von dritter Ordnung. 


Die Ergebnisse b) und c) geben Poincaré AnlaB zu der Vermutung, 
da8 die Kurven sich auf der ) R-Achse fiir j R =n (ganze Zahl) von 
(m — 1)-ter Ordnung beriihren werden, ohne daB sich diese Vermutung 
jedoch mit Hilfe der Reihen Tisserands bestitigen lieB. 

Mein Ziel ist es, zu zeigen, da8 der Punkt (R = 0,h* = 0) in einer 
(R, h*)-Ebene kein isolierter Punkt ist, und weiterhin, zu zeigen, daB sich 
die Richtigkeit von Poincarés Vermutung leicht nachweisen laBt. 

Ich benutze hierzu die Rechnungen Mathieus’). 

Die Mathieuschen Funktionen, welche sich fiir 


h* 0 
reduzieren auf 
sing (g ganze Zahl), 
bezeichne ich mit 
Se, (h*, x), 
und jene Mathieusche Funktionen, die sich fiir 
h*—+0 


*) A.W. Young, Proc. Edinb. math. Soc. $3, 75 (1914—15). — Verf., Ann. d. Physik 
84 (1927) S. 485. 

%) Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, II, p. 229. 

*) Bulletin Astronomique 9 (1892), p. 102. 

*) E. Mathieu, Cours de Physique Mathématique (1873). 
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reduzieren auf 
cos gz (g ganze Zahl), 


Ce, (h*, x). 


mit 


Ich behaupte: 

Satz 1. Die Punkte (R=n*,h*=0) mit n=—1, 2, 3,4, 5,... 
sind Doppelpunkte jener Kurven, welche die Gebiete der (R, h*)- Ebene, 
fiir die stabile Lésungen der Mathieuschen Gleichung existieren, trennen 
von den Gebieten dieser Ebene, fiir die labile Lésungen existieren. 

Es la8t sich zeigen, daB nie fiir gleiche Werte von R und h® gleich- 
zeitig eine Lésung S e, (h*, z) und eine Lésung Ce, (h*, z) vorhanden sein 
kann*). 

Zu jeder Funktion Ce, und zu jeder Funktion Se, gehdrt je eine 
Kurve 


R=f(h*), 
die eine Grenzkurve in unserem Sinne ist. Da nun aber fiir 
h*—0 
die zuletzt angeschriebene Gleichung sich in beiden Fallen reduziert auf 
Ryes+o= 9" (g ganze Zahl), 
miissen von jedem der Punkte 
(R=g’,h* =0) (g ganze Zahl) 


je zwei Grenzkurven ausgehen, deren eine zur Funktion Se, und deren 
andere zur Funktion Ce, gehdrt. 

Weil aber simtliche Se, und Ce,, mit Ausnahme von Se,, nicht 
identisch verschwindende, reelle Funktionen sind, geht hieraus hervor, daB 


‘die zuletzt erwahnten Punkte Doppelpunkte der Grenzkurven bilden, q. e. d. 


Weiterhin behaupte ich: 

Satz 2. Durch den Punkt (R=0, h° =0) ge*t eine einzige reelle 
Grenzkurve in der (R, h*)-Ebene. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des friiheren. Da die Funktion 
Se, identisch verschwindet, die Funktion Ce, aber reell ist, geht vom 
Punkt (R = 0,h* = 0) der (R, h*)-Ebene eine einzige reelle Grenzkurve 
aus. Es kann dieser Punkt also keinen isolierten Punkt bilden. 

Es gilt noch der 

Satz 3. Die Grenzkurve durch den Punkt (R = 0,h* = 0) der (R, h*)- 
Ebene beriihrt die h*-Achse von erster Ordnung; sie verlduft fiir kleine 
h* im zweiten Quadranten dieser Ebene. 


*) E. L. Ince, Proo. Camb. Phil. Soc. 21 (1922), p. 117. 
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Zum Beweis betrachte ich den analytischen Ausdruck dieser Kurve’): 


oe. 72 116 


(2) R= — > + jog** — agg h?*+--- 


aus der beide Behauptungen des Satzes 3 unmittelbar hervorgehen. 

Da Poincaré die Verhiltnisse in einer (/R, h*)-Ebene betrachtete, ist 
klar, daB er die Grenzkurve (2) nicht fand (sie wurde bei ihm imaginir 
fiir kleine h*) und nur feststellen konnte, da8 der Punkt (jR = 0, h* = 0) 
in der zuletztgenannten Ebene einen isolierten Punkt der Grenzkurven 
bildet. 

Zum Schlu8 beweise ich den 

Satz 4. Je zwei Grenzkurven, die von den Doppelpunkten (R =n’, 
h* =0), mit ganzzahligem n, ausgehen, beriihren sich in diesen Punkten 
von (n — 1)-ter Ordnung. 

Hierzu betrachte ich die Lésungsmethode Mathieus. Entwickelt man 
Ce, und Se, nach Potenzen von h*, so zeigt sich, daB bei dieser Ent- 
wicklung der Koeffizient von h*” einen Nenner erhalt, der verschwindet. 

Vom Gliede mit A*" an setzt somit die Spezialrechnung ein. Hieraus 
ergibt sich, daB Ro,,(h*) mit Rs,,(h*) bis zum Gliede h*~* zu- 
sammenfallt. 

Von diesem Gliede an unterscheidet sich Rg,,(h*) von Rg,,(h*). 
Somit fallen die (n —1) ersten Differentialquotienten von Rg,,(h*) und 
Rs,,(h*) nach h* zusammen, wiahrend der n-te Differentialquotient beider 
Ausdriicke nach h* verschieden ist. Dann beriihren sich aber die Kurven 
Rez, (h*) und Rs-,(h*) im Punkte (R = n*,h* =0) der (R, h*)-Ebene 
von (mn —1)-ter Ordnung, q. e. d.*) 


Eindhoven, Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ Gloei- 
lampenfabrieken. 


*) E. Mathieu, loc. cit., 8. 141. 

*) Anmerkung bei der Korrektur. Die obigen Sitze stellen Verschirfungen 
allgemeiner Satze von O. Haupt (Math. Ann. 79, 8.281 (1919)) fiir den Spezialfall der 
Mathieuschen Gleichung dar. 


(Eingegangen am 18. 11. 1927.) 














Zur Theorie der algebraischen Potentialfunktionen des 
dreidimensionalen Raumes. I. 


Von 


Stefan Bergmann in Berlin. 


Die allgemeine Theorie der algebraischen Funktionen dreier reeller 
Veranderlicher z, y, z bietet wesentliche Schwierigkeiten. 

Es ist daher zweckmaBig, die Untersuchung auf spezielle Klassen 
dieser Funktionen zu beschranken. Die Analogie mit dem zweidimensionalen 
Fall legt die Vermutung nahe, daB hierzu die algebraischen Potentialfunk- 
tionen durch einfaches Verhalten besonders geeignet sind. 

Wir betrachten im folgenden stets komplexe Funktionen reeller Ver- 
anderlicher, es ist also jede betrachtete Funktion F(z, y, z) 


(1) F(z,y,z)=V(a, y,z)+¢W(za, y,z), 


wo V und W reelle (voneinander vdllig unabhdngige) Funktionen sind. Im 
Einklang mit der Funktionentheorie verstehen wir unter einer algebraischen 
Potentialfunktion eine Funktion R(z, y, z)= R(x, y,2,¢), wobei 

1. R(x, y,z, ¢) eine rationale Funktion der Veranderlichen z, y,z,¢ 
ist, zwischen welchen die algebraische Gleichung 
(2) P(z,y,z,¢)=0 
besteht, und wobei 

2. R(x, y,z) die Differentialgleichung 


a*R , a*R , aR 
(3) gat + yt t+ oes = 9 


befriedigt. 
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In einer friiheren Arbeit’) wurde gezeigt, da8 man jeder harmonischen 
Funktion F(z,y,z) eine analytische Funktion f(u,¢) einer komplexen 
Veriinderlichen u 








(u = 2+ sy cost + iz sint = a+ Stctta ‘we eh, [ett = C] 


wig 2 
die noch einen komplexen Parameter e** bzw. ¢ enthalt, zuordnen kann, 
derart, da8 in einem gewissen Raumteile G,(a) F sich in der Form 








2x 
(4a) F(a, yz) = ge [lus espa 
0 
(4b) seal [2+ et et ee). ¢ 


darstellen lat. Hierbei ist a eine ebene Jordankurve in der komplexen 
evtl. mehrblattrigen ¢-Ebene. Die Gesamtheit derjenigen Funktionen /, 
mit deren Hilfe man F durch (4) erhalten kann, wurde in der Arbeit I 
als die zu F zugeordnete Klasse bezeichnet. 

Es entsteht nun die Frage, ob in der einer algebraischen Potential- 
funktion F zugeordneten Klasse Funktionen f existieren, die man auf eine 


*) ,Zur Theorie der ein- und mehrwertigen harmonischen Funktionen des drei- 
dimensionalen Raumes“, Math. Zeitschr. 24 (1926), S. 641—669. Wir werden im 
folgenden diese Untersuchung als Arbeit I bezeichnen. Es wird die Kenntnis 
mindestens der ersten drei Kapitel dieser: Arbeit vorausgesetzt. Die friiher benutzten 
Bezeichnungen wurden im wesentlichen beibehalten, mit der Ausnahme, da8 in vor- 
liegender Arbeit — im Gegensatz zu der friiheren — die zugeordneten Polynome 
unter Umstinden auch mit groBen Buchstaben bezeichnet wurden. AuBerdem wird 
mit « sowohl der Ausdruck 


C., 89— 2 ge, CY +2 ] 
[s+ e a ee e 


wie der aus dem letzten transformierte 


ty—z 1. iy+z 
[e+e et re 





bezeichnet. Unter U verstehen wir 


V=le= dl 





iy—z i z 
vac 4 Et 


Ich bemerke, daB in dem Ausdruck (1) des §1 der Arbeit I sich ein Druck- 
fehler befindet: es soll 
(1) ¥+ iy cos t+ izeint=2+el (Y=) + ¢-i (=) 
und nicht e 


a ie(ty—2\ , se (tyt2 
cca Ve cal Fan ( 2 ) 


heiBen. 
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einfache Weise funktionentheoretisch (betrachtet als Funktion von %) 
charakterisieren kann. Es zeigt sich in der Tat, daB es zu jedem alge- 
braischen F(x, u,z) stets ein f(u, e**) gibt, das die Form 


(5) ru, et) = fau, e, T)dT 


hat, wo a(u, et, 7) eine algebraische Funktion in u,e*, T ist. Dem- 
entsprechend liegt es nahe, diejenigen harmonischen Funktionen zu unter- 
suchen, die durch die Mittelwertbildung (4a) aus (5) entstehen. 

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit wird der Untersuchung der 
Potentialfunktionen mit algebraisch-logarithmischen Zugeordneten gewidmet, 
d. h. denjenigen Funktionen F(z, y,z), auf die man gefihrt wird, falls 
f (u, e*) eine algebraisch-logarithmische Funktion von u und e* ist. 

In der Darstellung (4b) ist a eine ebene Jordansche Kurve, die in 
der mehrblattrigen Riemannschen Flache von ¢ geschlossen oder offen 
sein kann. Der erste Teil unserer Arbeit untersucht diejenigen Potential- 
funktionen, die ~ 

1. bei geschlossenen a (§ 2 bis § 5), 

2. bei offenen a 
durch die Integration (4b) aus einen algebraischen f entstehen. 

In § 1 formulieren wir unsere Aufgabe und beweisen die Identitat: 


rc 


2x 


(6) F(r, cos 0, p)= 2 Fas ffcleree meee) 





dé 
i LVPa-Me 


F ei ibis ) 
7 — aT;, 


ae 
” 9yPa—T) dcosd 


wo r,@,q die Polarkoordinaten bedeuten, woraus die Darstellung (5) 
von f folgt. 
In § 2 wird nun folgendes bewiesen. Ist 
ye . tee 
P[(ect Wet + HF e), 








cos 6=0 








ein Polynom [n-ten Grades} in U(=2¢+“¥*+4‘¥t*¢*) und 


[(2n-+ 2m)-ten Grades] in ¢, so ist die Diskriminante von P,(¢)=0 
der Ausdruck 
D(P,) = (I (%, — ¢)) (k, l=1,2,3,...,2(m+n)) 
R41 
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(wo ¢,,¢, die Wurzeln der Gleichung P,(¢)=0 sind) eine in z, y,z 
rationale Funktion, die eventuell identisch verschwinden kann. Bezeichnet 


man mit 
pet tpt + BEC") 
ein Polynom gleicher Art wie P,[U,¢], so wird uns durch 
—__! | A(U,¢) 

(7) R-snl Ro Re 
ein Zweig einer algebraischen Funktion 

= tiy—z + i rts 
P| (204+ 9 ce] 

[/ ty - es ] 
OP, | (abe + 2 5) ct), ba 

at, 

gegeben im Falle, wenn D(P,)==0. R(x, y,2) ist eine rationale, durch 
die Formel (9) des § 2 gegebene Funktion oder Null. Ist D(P,) identisch 
Null, so tritt an Stelle von (8) ein komplizierterer Ausdruck; namlich der 
Ausdruck (1()) des § 2. Variiert man a*) bzw. integriert man (7) fiir 
verschiedene Punkte des z, y, z-Raumes, so erhalt man im allgemeinen 
verschiedene Zweige der Funktion (8). Die Behauptung, da® die F, Zweige 
einer algebraischen Funktion sind, erleidet jedoch eine Ausnahme, falls 
die F, nur durch die Fortsetzung iiber nicht reelle x, y,z-Werte inein- 
ander iibergefiihrt werden kénnen, denn, da wir unsere Untersuchung auf 
reelle Werte von x,y,z beschrinken, miissen wir in diesem Falle von 
verschiedenen Funktionen sprechen. Man iibersieht auch leicht, wie sich 
das Integral 
(9) am Fat 


221i 

















(8) + R(x, y,z) *) 








in dem z, y, z- Raume verhilt, und wo (9) Spriinge erleidet. Die Flachen, an 
denen dies eintritt, nennen wir Zuordnungstrennflachen, die zu a gehéren. 
Denjenigen Bereich G, (a) des x, y,z- Raumes, wo die Beziehung (4b) besteht, 
bezeichnen wir als Zuordnungsraum von F; der zu der Kurve a gehért. 

Aus der Darstellung (8) erhailt man auch AufschluB iiber die Lage 
der singuléren Punkte und Linien, deren Gleichungen man explizite an- 


*) Das Symbol der partiellen Differentiation (2) soll hier wie auch stets im 
folgenden eine Differentiation bedeuten, bei welcher sidmtliche unter dem Funktions- 
zeichen auftretenden Verdnderlichen als eeeteed [der Relation P,(f,) =0 nicht unter- 
worfene| Variablen zu behandeln sind. 

*) Es soll darunter verstanden werden, daB die Kurve a in der Euklidischen 
Ebene sich bewegen bzw. beliebig variieren darf, ohne ihr Geschlecht zu dndern. 
a muB derart gewahlt werden, daB P,(U,¢) auf a nirgends verschwindet. 
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geben kann. Die Singularitéten unserer Funktionen besitzen eine inter- 

essante Eigenschaft. Ist f = pee so kann man eine endliche Anzahl 
a\%, 

in 2,y,2,¢ rationalen Funktionen /,(¢,2,y,z) (die in einfacher 

Weise mit f zusammenhingen) angeben; eine Funktion F, (die zu der 

von uns hier betrachteten Klasse gehért) la8t sich im gro8en (a fortiori 

in der Umgebung der Singularitéten) durch die Ausdriicke der Form 


(10) J fae 


darstellen, wobei man nur eine Integrationskurve a (z. B. Einheitskreis ) 
zu verwenden braucht, um den gesamten Wertevorrat der Funktion in 
ihrem Riemannschen Raum auszuschépfen. 

Umgekehrt gehért jede Funktion, die diese letzte Eigenschaft besitzt, 
zu unserer Klasse. 

In § 3 wird auf den Zusammenhang zwischen dem volistindigen Diffe- 
rential (Naheres siehe S. 657) unserer Funktionen und deren Singularitéten 
eingegangen, den man durch die Deutung des Cauchyschen Residuensatzes 
erhalt. Bevor wir unser Ergebnis formulieren, miissen wir einige Erkla- 
rungen vorausschicken. Ist uns wiederum ein Polynom P,([u,¢]| gegeben, 
so bilden wir die Wurzeln «,,...,«, der Gleichung 


P,(«,f)=0. 
Die «, sind Funktionen, die nur von ¢ abhingen. Mit 6(P,) bezeichnen 
wir die Diskriminante [ /J(«, —«,)], 
k=l 
Tre( th) 


Cn 
Tr (t) 


die eine rationale Funktion von ¢ ist. 
6(P,) kann entweder identisch Null sein 
oder nicht. 

Jedem Polynom P,[u,¢] wer- 
den wir n geschlossene Regelflichen 
C,,C,,...,C, muordnen, Jede der 
Regelflachen C, wird in bestimmter 
Weise durch die Bewegung einer Ge- 
raden 7T,(t) erzeugt, wobei der reelle 
Parameter t von 0 bis 22 lauft. 

Der Einfachheit halber nehmen wir 
an, daB die Kurve © mit einigen der Flaichen C, je zwei DurchstoBpunkte 
besitzt*). Diese Punkte s{” und ss” mégen auf den erzeugenden Ge- 
raden 7;,(z\") und 7, (r{") liegen (vgl. Fig. 1). 











*) Fallen die beiden DurchstoBpunkte 7 und ri” zusammen, so mu8 man sie 
in einer in § 3 naher angegebenen Weise doppelt zahlen. 
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Sei S eine geschlossene Jordansche Raumkurve mit bestimmtem Durch- 
x laufungssinn. © wird im allgemeinen in meh- 
G(x) rere Zuordnungsréume G,(a) von (7) ein- 
We 4 2 treten und daher durch die Zuordnungstrenn- 
a flichen in eine Anzahl von Teilen, die wir 
mit ©, bezeichnen, zerlegt (vgl. Fig. 2). Das 
Ergebnis des § 3 1a8t sich nun folgender- 
mafen formulieren: Ist F, ein Zweig einer 
¥ algebraischen Potentialfunktion, die zu der 
von uns betrachteten Klasse gehért, so lassen 
sich zwei andere Funktionen (derselben Klasse ) 
F;* and F;** angeben, derart, daf 


(11) F.dx+iPfdy+iFf* dz 


ein vollsténdiges Differential ist, und im 


Falle, daB 4(P,)==0 ist, die Beziehung 
besteht: 























() 
Te 


er “it, ee pts. ae Palast) 
(12) SY [(hde tir, dy+tF, dz)= »’ ied, 
&, e 


r=0 aa, 


"ts 
(13) 6=J'6,. 
Im Falle, daB 6(P,)=0 ist, erhalten wir eine dhnliche, etwas kompli- 
ziertere Formel. 

In § 4°) werden diejenigen Potentialfunktionen betrachtet, die aus 
(4b) hervorgehen, falls a ©) eine algebraische Funktion in uw und ¢ ist, 
und falls die Kurve a (fiir den betreffenden Integrationswert z, y, z) 
sich auf einen Punkt zusammenziehen 148t. Wir erhalten eine Klasse 
von algebraischen Funktionen, die eine groBe Ahnlichkeit mit den Potential- 
funktionen mit rationalen Zugeordneten besitzen. 

In § 5 werden diejenigen Potentialfunktionen untersucht, zu denen 
man gelangt, falls a sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen laBt. 
Wir erhalten transzendente Funktionen, die in einer einfachen (im Text 
naiher auseinandergesetzten) Weise mit den Perioden der Integrale L., II. 
und III. Gattung zusammenhangen, wobei natiirlich die Perioden und die 
Unendlichkeitsstellen der Integrale Funktionen von x, y, z sind. Bezeichnet 
man in iiblicher Weise mit w,,(z,y,2), Wag(2,Y,2), Mag(%,Y> 2), 
Nap (2, y,2), Q,(z, y,2), Q5(z, y,2) {a, B=1,2, By +005 O35 o = Ge- 





5) Die ausfiihrliche Darstellung der $§ 4 und 5 erscheint im Abschnitt IT der Arbeit. 
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schlecht von f(¢)] diese Perioden, so lassen sich unsere Potentialfunktionen 
stets durch die algebraischen Funktionen und diese Perioden in geschlossener 
Form darstellen. Es sind dabei w, ,(z,y,z) und mi, (z, y,z) [B=1,2,...,@] 
im allgemeinen Zweige einer Funktion. Das gleiche gilt fiir , (x, y, 2), 
Nig(®, y,z) und fir Q,(z, y,z), Q) (2, y,z). Zu einer zweiten Dar- 
stellungsform gelangen wir, falls wir die Thetafunktionen einfiihren und 
die Perioden der Integrale zweiter und dritter Gattung durch Thetafunk- 
tionen und Perioden erster Gattung ausdriicken. Es sei hervorgehoben, 
da8 dabei sowohl fiir die Parameter, wie fiir das Argument die wi,(2, y, z) 
[ nach einer Normierung] einzusetzen sind, die Funktionen von x, y, z sind. 

Unsere Transzendenten besitzen eine wichtige Eigenschaft: Betrachtet 
man sie als Funktionen einer Verinderlichen x (bzw. y oder z), so geniigen 
sie einer gewohnlichen linearen Differentialgleichung 


v=h 


d”’F . 
(14) DA, (2, y, 2) $E#?) — A(x, y, 2) 


mit in x,y,z antnied Koeffizienten. Die Ordnung h der Gleichung (14) 
hangt in einer einfachen Weise mit dem Geschlecht 9 von f zusammen. Eben- 
falls befriedigt F zwei weitere gewohnliche Dfg. (als Funktion von y und von z). 

Die Transzendenten befriedigen somit simultan vier Differential- 
gleichungen: die Potentialgleichung und drei gewdhnliche lineare Glei- 
chungen von der Form (14). 

Die in § 5 erhaltenen Funktionen sind im allgemeinen auf algebraischen 
Kurven singular. Sie lassen sich in der Umgebung der singularen Linien 
im allgemeinen nach gewissen algebraischen Funktionen von z, y,z ent- 
wickeln, wobei aber auBer negativen Potenzen noch Logarithmen dieser 
algebraischen Funktionen in der Entwicklung auftauchen. 

Die Funktionen, zu denen wir bei offenem a gelangen, weisen eine 
groBe Ahnlichkeit mit den in §5 betrachteten Transzendenten auf. Bei 
gleichen f geniigen sie ebenfalls einer linearen Differentialgleichung, deren 
linke Seite mit derjenigen von (14) iibereinstimmt und nur durch ein 
anderes freies A,(2, y,z) sich von (14) unterscheidet. 

Unsere Betrachtungen lassen sich in verschiedener Weise verallgemeinern. 

I. Die Funktionen, die der Wellengleichung 
(15) Pay OMe Via yt) 

Ox oy 
geniigen, lassen sich fast in derselben Weise wie die Potentialfunktionen 
behandeln. 

Es liegt nahe unsere Potentialfunktionen fiir komplexe Werte von z, y, z 
zu betrachten, wobei sich die simtlichen hier angewandten Schliisse wieder- 
holen. Betrachtet man dann diese Funktionen in gewissen dreidimensio- 
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nalen Mannigfaltigkeiten des sechsdimensionalen Raumes, so gelangt man 
zu Funktionen, die die Wellengleichung befriedigen. 

II. Man kann ferner leicht unser Verfahren auf die n-dimensionale 
Potentialtheorie iibertragen, da die n-dimensionale Potentialfunktion im 
kleinen sich in der Form 





22x 2x 
(16) J Jf... S tl(a,+82, cost, + iz, sint, cost,+...4+¢, sint, sint,...sint, _ 4), 
0.0 0 
eth, eth, ..., ette-s]dt, di, ... dt 


n—2 
darstellt. Diese Verallgemeinerang kénnen wir benutzen, um unsere 
Betrachtungen auf weitere Typen von Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung zu iibertragen: fiihrt man namlich in einer n-dimensionalen Potential- 
funktion neue Koordinaten ein und betrachtet man nur diejenigen Funk- 
tionen, die nur von einigen der neuen Veranderlichen abhangen, 
so geniigt die so entstandene Funktionenklasse einer neuen Differential- 
gleichung. Wesentliche Schwierigkeiten bietet eigentlich die umgekehrte 
Frage: ob und wie sich die Lisungen einer gegebenen Differentialgleichung 
als Spezialisierung der n-dimensionalen Potentialfunktionen betrachten lassen. 
Ich méchte die Gelegenheit benutzen, den Herren K. Léwner und 
Felix Pollaczek fiir mannigfache Ratschlige und Herrn E. Rothe fiir die 
Hilfe bei der Redaktion der Arbeit meinen Dank auszusprechen. 


§ 1. 
Uber die Zugeordnete einer dreidimensionalen Potentialfunktion. 
In der Arbeit I wurde gezeigt, daB eine im Nullpunkte regulire drei- 
dimensionale harmonische Funktion 
= ; (4 
F, = V(z, y,2)+48W(z, y, z) 4) 


sich im kleinen in der Form 
22 

(1) F=ay | ru, ett) dt 
0 


(2) u=2z+tycost+izsint 


darstellen lat, wobei f(u, e) als Funktion von u betrachtet in der Umgebung 
des Nullpunktes fiir simtliche reelle ¢ des Intervalles 0 bis 22 regular ist. 
f ist umgekehrt bis auf eine Nullfunktion (vgl. Arbeit I, S. 646 *)) 


*) In der Formel (6) §1 der Arbeit I ist ein Druckfehler; es soll natiirlich 
(|&|>) und nicht (|k|<s) heiBen. In diesen Paragraphen lassen wir den Index g 
bei F fort. Dieser Index (vgl. Arbeit I 8. 649 und 650) ist deswegen angebracht, weil 
man bei festem f je nach der Wahl von z, y, z im allgemeinen zu verschiedenen Po- 
tentialfunktionen F, gelangt. 
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eindeutig durch F bestimmt. Dadurch aber, da8 wir eine beliebige Null- 
funktion zu f zufiigen diirfen, entsteht eine groBe Willkiir in der Wahl 
der Zugeordneten. Die wichtige Frage, die sich jetzt aufdringt, ist die 
folgende: Wenn F zu einer bestimmten Klasse (z. B. algebraischer) Funk- 
tionen gehért, ist es dann méglich, f so zu wahlen, daB man f — be- 
trachtet als Funktion der Veranderlichen « — einfach charakterisieren 
kann? Diese Frage la8t keine eindeutige Antwort zu; wir werden auch 
im weiteren Teile der Arbeit sie durch systematische Untersuchung aller 
Zugeordneten zu beantworten versuchen. Fiir die vorliufigen Betrach- 
tungen wird uns geniigen, wenn wir eine solche einfache Zugeordnete 
aufstellen, zu der wir auf Grund des folgenden Satzes gelangen: 

Ist F(r, cos, p) eine in der Umgebung des Nullpunktes reguldre 
harmonische Funktion, so gilt in der Umgebung des Nullpunktes die 








Beziehung : 
ve ipa ( 0,¢—dIn r=) | 
(3) F(r, cos#, p) 2s, 
” gah yFIRHe 
' alr ( VT (1—T) u, cos #, :-sn/-7)| 
+ i 1-T Jer} 
2y7(1-T) d cos } eps ; 


r, 0, bedeuten dabei die Polarkoordinaten des Raumes, u den Aus- 
druck (2) in Polarkoordinaten, d. h. r[cos # + isin # cos( — t)]. 


Beweis. F ist in der Umgebung des Nullpunktes regular, es laBt 
sich somit (ebenda) in der Form: 


(4) F(r, cosd, p) = SS" A,r" P (cos d) et + SS” Br" P” (cos 8) et”? 
n ¥ n ¥ 


darstellen. A,, und B,, bedeuten Konstanten. P’(cos#) sind die zu- 
geordneten Kugelfunktionen’), 7 5” bedeutet die Summation von » = — n 





*) Vgl. dazu die Enzyklopidie der Matheratischen Wissenschaften, Verl. 
B. G. Teubner, Le'pzig (1904—1916), 2, I. Teil, II. Halfte, A. 10. Wangerin, Theorie 
der Kugelfunktionen und der verwandten Funktionen, insbesondere der Laméschen 
und Besselschen, Kap. III, § 8, 8S. 708 oder Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 
Verl. G. Reimer, Berlin (1878), II. Aufl. IV. Kap. Das letzte Werk wird im folgenden 
kurz als Heine zitiert. 

Es sei hier darauf hingewieren, daB unsere Noimicrung der zugeordneten Kugel- 
funktionen nicht ganz mit der Heineschen iibereinstimmt. Unsere P\) (cos #) sind 
PP - — ' 
—___ gleich, wo P™ (cos #) die zugeordneten Kugelfunktionen in der Heineschen 
outdone bedeuten. 
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bis y=n und von n=0 bis n =oo iiber alle diejenigen n und », wo 
n —v gerade ist, 2" — itber alle n und », wo n — » ungerade ist. 


Nach Heine ( Seite 211, Formeln (35a) und (35b)) ist: 





22 


» pv ' t(mn—y)! (u®el** de 
r P®? (cos d) et" = 53 fs “= (|»| Sn). 





Die rechte Seite von (4) laBt sich somit in der Form: 


22a 











(5) ¥- (2 >" get A u*® et”! +e (n+y)! (n—yv)! B aay 


(2n)! ny 


0 n 


darstellen. Zwecks weiterer Umformung zerspalten wir in (5) die Aus- 




















driicke eee —*)" in zwei Faktoren und schreiben (5) in der Form: 
1 (1 Ti” 1.3....(n+»—1).1.8....(n-»—1) 2" (*)(*): 
(6) 35 (2's , es 3... (2n—1) * he eet 
$ > 
yy i*-? 1.8....(m+y).1.8....(n—9) _( =a (“St . 
Toe | 1.3....(2n—1) Byes ee a  e = ginal 


Wie aus der Theorie der Betafunktionen folgt, ist 





























n+r\,/(n—*\) nt+y a-? 
a8 } a 
(7a) fe N( =! ~otn fre (1—1T)* aT 
1 n z 
= (n+ 1) fira — 7))*| 45)" ar 
0 
n+v—1 (2-2-1), 1 nty-1 a—y—1 
PN a 








n+r (">")! (Hoh (=): 
gleich*). Wir ersetzen in (6) \ 2 /'\ 2? /° und WE ct 2 : 


n! n! 





*) Vel. Enzyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, B. G. Teubner, Leipzig 
(1899—1916) 2, I. Teil, I. Halfte. A. 3. G. Brunel, Bestimmte Integrale, § 15, S. 176, 
Zeile 6 und 12 von oben. Wir ersetzen die in der erate benutzten GréBen 
v n—yv —1 

und 


p und q in (7a) tens rad 








“S. und in (7b) durch ~gee und arr 


:¥ 








di 
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durch die in (7a) und (7b) erhaltenen Integrale und vertauschen in der 
so entstandenen Potenzreihe die Summation mit der Integration nach 7. 
Da ferner nach Heine S. 207 (Zeile 17 und 19 von oben): 











° ‘Ee: —1).1.8....(8—9—1 : 
(0) PEM) ete Deo D aa gesten ao, 
(8b) Px’(0) =0 bei ungeraden n — rv, 
ape o 
(8c) it Nano =0 bei geraden n — », 
cos #=0 
dP” (cos #) i*-' 1.3... (m+y).18...(n—9) 1. 
(8d) Jae BPSe eee ii 1.8.5....(2n—1) bei ungeraden n — » 


ist, so folgt, daB man (6) auch in der Form 
(9) 33 arf [P3440 (?uy7a—7)) Peo) (eV7,) 
Tom —Hl> 5. (; u/T—7) 1) ae = ae eV) Jar 


darstellen kann. Vergleicht man (9) mit der abialine (4) und beriick- 
sichtigt man die Relation (8b) und (8c), so folgt: 


(10) TS" 0(3 6 FO =n) Po(o)e' tv (t-«m 25) 
hic nye 


dé 








gS uVPa-) 





res n dP (cos #) tr (e- iin 52 

(iu) S28 (GuFC—B) gaa * 7) 
cos 8=0 

a| r(}41TC=7), cons, «-smy/- 7) 

on dcos 8 . 
cos #=0 


Aus (9), (10) und (11) folgt nun die Relation (3). Ist F eine 





[er (¢.0, --siny/2p)) 
algebraische Funktion in x,y,z, so tritt in dé a 
tatu VPa-7 


(2 oe T 
alr ~uYT(1—T), cos #, t—iln =-) 
und in \i Vira 


nicht die Funktion 





dcos } 


cos #=0 











= 


os 


@,=-—A, @=- A, 


@,=— A, @,=— A, 


@,=—A, a4,=—-A, 


@,> ~A,@,;=>-—A, 


640 St. Bergmann. 


Pp, =t— in) ; Selbst ein, sondern nur die Funktionen sin» p, und cos» 9g, . 
Die beiden ‘Ausdriicke sind demnach algebraische Funktionen von u, e* und 7’ 
Man kann natiirlich auch zu anderen Zugeordneten ahnlicher Art, 
wie die abgeleitete, gelangen, wenn man z. B. eine andere Integraldarstellung 
der Betafunktion benutzt*). 
Zusatz. Eine um die z-Achse rotationssymetrische Funktion F (x, y,2), 
die in der Umgebung des Nullpunktes regular ist, la4Bt sich in der Form 


F(x, y,2z)= | Pw, 0,0) dt 
0 


darstellen. 

Ein anderer Weg (auf den hier kurz eingegangen wird) fiihrt zu einer 
etwas komplizierten Zugeordneten. Sei F in einem Parallelepipedon mit 
den Seitenlangen 2.A,,2.A,,2A, und mit dem Koordinatenanfangspunkt als 
Mittelpunkt regular. 42 F laBt sich offenbar im Parallelepipedon in der Form 





























4x F(z, y,2) 
@,=A, @=A,- 6[F(A,, ay, 4)] é[F(—A,, a, 4)] 
Te, 24, id 
ean ds gat Ve — 4,)*+ (y—ay)* + (2—0)*  Ve+4)*+(y—a)'+—a)® 
@,=A, @=A;- o[ F(a,, a, A,)] é[F(a,, a3, — A, )] 
aA, * aA, La 
a wat We a,)*+y— a) +08 Ay) V(x —a,)*+(y—a,)*+(2+4,)" 


eA, eds a[ F(a, 4p» @)) a[ F(a, — Ay, 5) 

















Vie—a)*+(y—4,)*+(2-a,)" Viz—a,)*+(y +4) + (2—-@)] 


@,=A, @,=A, 











| (F(A, 4, @)) (2-4) 
3 
(V(2-4,)*+(y—a)*+(2-a)) — (V(2+4,)*+(y—@)*+ (2) 


@=A, @ =A, 








| (Flay, a, A,))(2— 4s) 
(Vie—a,)*+Q—a)'+(2—4,))° (\(2- a,) *+(y— ay) Y+@-4)). 








@=A, GA, 











(Vea) +(y—-4)"+@—-a)) (Ve—a)*4++4)"4+e4+a,))° 





*) Es entsteht die wichtige und interessante Frage, ob es nicht mégiich ist eine 
Zugeordnete f von noch einfacherer Bavart zu konstruieren, z. B. ob man zu einem 
algebraiechen F stets ein algebraisch-logarithmisches f herstellen kann. Die alge- 
braischen Zugeordneten f kénnen uns nicht die Gesamtheit der algebraischen Potential- 
funktionen liefern. Wie aus § 2 und § 4 folgt, sind die Potentialfunktionen mit alge- 


(F(—A,, a,, @,)) (2+ A,) re, | d 
2 


J 


__ CF (4 yy = 4) (2+ 4s) | iy 





= ; 4 : _. = lin 


| (F(a, Ay, %)(y— 4) Pay, ~ Ay, @)) (+ Ay) ea 
1 














13) 





da, 


ds, 





1 
1 fa 
0 
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darstellen. Nach § 3, 8.653 der Arbeit I kénnen wir (12) auch in der 
Form 























2x @,=A, @,=A; 0(F(A,, ay, a )] 0(F(—A,, a, a)] 
aA, 0A, 
Pee coe So alee 
@,=—A, @=—A; 
=A, @=4s d(F(a,, 4, A,)] é[F(a,, ay, — A,)| 
OAs ~ : |éa da 
vr u—(a,} ta, cost +%4,sint#) w—(a,+ 1a, 00st—iA, sint) | 19% 
@,=—A, @,=— A, 
@,=A, @=A; o(F(a,, Ag, 4,)] @(F(a,, — Ay,45)} 
F a = - |éa da 
+ u—(a,+tA,cost+ita,sint) wu—(a,—1tA,cost+ ta, sin Zt) us 


@,=—A, @:=—A, 
@g=A, G@:=A; 
= [ F(A,, a, a) . 3 F(— As, Go» 4) ;| da, aa, 
(u—(A,+ia,cost+ia,sint))*  (w—(—A,+ia,cost+ia,siné)) 





@,=—A,@,;=—A,; 
@,=A, @=A, 
f | (F(a,, a, 4,)) sin t (F(a,, @,, —4,)) sint | 
mt : es sae 7 — a, da, 

(u—(a,+ia,eost+iA,sint))*  (u—(a,+ia,cost—iA,sint))* 





@,=—A, @,=—A, 

@=A, G@,=A; 

(F(a, Ay. %)) 20st (F(a, — Ag, 4) 008 ¢ | 4 

sm ° ° ° =~ ° ° . 2 a, a, 
(u—(a,+iA,cost+ia,sint))*  (u--(a,—iA,cost+ia,sint)) 





a,= —A, ay= —Ay 


schreiben, woraus wir zu einer Zugeordneten der algebraischen Funktion F 
gelangen, die sich als ein doppeltes Integral einer in wu, e** und zwei 
weitere Parameter (a,) algebraischer Funktion darstellen 1aBt. 


Es soll noch auf eine einfache Uberlegung eingegangen werden, die 
zeigt, daB die Potentialfunktionen mit algebraisch-logarithmischer Zuge- 
ordneten eine einfache geometrisch-physikalische Charakterisierung zulassen. 
In §38, 8S. 653 der Arbeit I wurden Punktpole studiert. Stellen wir uns 
im dreidimensionalen x, y,z-Raume eine offene bzw. geschlossene alge- 
braische Kurve © vor, deren Koordinaten durch eine Parameterdarstellung 
t= ,(t), y= a(t), =, (t) gegeben sind. ,, %,,%, seien alge- 
braische Funktionen von 1; +t durchlaufe die reellen Werte von +t =a bis 
t=b (a<b), falls die Kurve © offen ist, bzw. von t= 0 bis t= 22, 
falls die Kurve © geschlossen ist. In jedem Punkt der Kurve sei ein 
Punktpol (Punktquelle) vorhanden, der die Gestalt 


braischen Zugeordneten, die im Endlichen singulir sind, im 6-dimensionalen Raume 
R(x), F(x), Ry), F(y), R(z), F(z) stets mehrdeutig [R bedeutet den reellen, 
§ den imaginiéren Teil der eingeklammerten GréSe}. Es gibt aber im Endlichen sin- 
gulire Potentialfunktionen, die auch bei analytischer Fortsetzung ins Komplexe von 
z, y, 2 rational bleiben [z. B. aril 
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s=n k=(s—1) 


(14) {> > Pex(t) P,x[2—9,(), ¥— Ve (*)» 2—%s(*)] 
— s 


dt 
~~ Pa. a [V2 — 1 (=)]*+[y —90(#)]* + [2-5 (* I) 








hat, wobei n eine endliche von +t unabhingige ganze Zahl darstellt 
und alle g,,(t) algebraische Funktionen von + sind. [®,,(z2, y,z) 
= konst.r" P\” (cos #)e**” sind die komplexen Kugelfunktionen 1°). } 

Unter der Voraussetzung, daB die Integration einen Sinn hat, bilden 
wir das Integral von (14) langs der Kurve ©; wir bekommen dann (fiir 
einen Punkt z,y,2z, der nicht auf der Kurve © liegt) fiir den auf diese 
Weise zustande gekommenen Linienpol die Darstellung 


t=) son s- 
(15) ffs yy ?,,(t) — a Pn [2 — 9 (*)» Y — P(t), 2—s(t)] ani e 
rhe =O t= e-1 (2-9 P+ —w ltl] 
Nach dem Ergebnis des § 3 der Arbeit I laBt sich fiir jeden Wert z, 
der gréBer als das Maximum von 9, (tr) [a<1<b baw. OS tr < 2a!) ist, 
die Funktion (15) in der Form 


t=) s=n k=s-1 ax 


(16) fis Pi = : Pex (t) e*** scomar ithe 


pag Wao k= —e- 1) [Ut (P2 (4) + by (4) COB E+ ig, (x) sin t)}* 




















schreiben. Da man fiir jeden Wert x,y,z [mit 2 > Max. von 4g, (r)] 
die =, gee vertauschen darf, so ist (16) ebenfalls in der Form 


s=n ¥ 1 ‘kt 
) 
(17) fa (5 Psk (te art 
DP Seee renee merece ) sin ¢)}* 


ta 





s=n k=s-1 


ike 
darstellbar. Ist nun Py m «ik - eine 
—! b= —@-0l* — (y, (t) + ig, (r) cos t+ig, (x) siné)}* 





Funktion, die sich mit Hilfe der algebraisch-logarithmischen Funktionen 
ausintegrieren la8t, so gelangen wir ebenfalls zu Potentialfunktionen mit 
algebraisch-logarithmischer Zugeordneten. 

Die Formel (1) la8t schlieBlich eine geometrische Deutung zu. Bezeichnet 
man mit f*((«#-+iycost+zsint), e*] die Funktion f(u, e**), um anzu- 
deuten, da8 man sie im z, y, z-Raume fiir ein konstantes ¢ betrachtet, so 
bedeutet der Ubergang von f zu f* eine Abbildung der komplexen Ebene 
auf den dreidimensionalen Raum, wobei jeden. Punkte der komplexen 
u-Ebene eine Gerade des x, y, z-Raumes entspricht. Da die Funktion 
F, durch die Mittelwertbildung aus f * erhalten wird, so kénnen wir in 


”) Wegen hier eingefiihrten Bezeichnungen fiir die Kugelfunktionen vgl. FuB- 
note °) 8. 645 der Arbeit I. 
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gewissem Sinne von einer Pseudo-Abbildung im kleinen des zweidimen- 
sionalen auf den dreidimensionalen Raum sprechen. 

Wir wollen uns an dieser Stelle mit den beiden Andeutungen auf die 
Beziehungen von geometrischem Charakter begniigen, da wir an einer anderen 
Stelle die Potentialfunktionen mit algebraisch-logarithmischer Zugeordneten 
einer genaueren Untersuchung in dieser Hinsicht unterziehen werden. 

Setzen wir F(z,y,z) in dem Raum (2, y,z) analytisch fort, so 
bleibt die Beziehung (1) so lange bestehen, als f(u, e*) noch fiir alle 
Werte ¢ des Integrationsintervalles regular bleibt. 

Fiihrt man die neue Variable 


(18) C= ett 


ein, so kann man f bei festem 2, y, z als eine Funktion der einen kom- 
plexen Verinderlichen ¢ betrachten. Die in (1) angegebene Integration 
bedeutet dann die Integration langs des Einheitskreises. Wie man sofort 
sieht, ist (1) ein spezieller Fall der folgenden allgemeineren Darstellung 
der harmonischen Funktionen 


3 aye r/iy-z 1 iyt+z,) ,) ae 
(19) F,= zt, J ¢[( 2 Fret 2 o)9 S| t? 
a 











wobei die Integration iiber die geschlossene oder offene Kurve a der (evtl. 
mehrdeutigen) ¢-Ebene erstreckt ist. In Ubereinstimmung mit Friiherem 
wird das Gebiet des x, y, z-Raumes, wo die Beziehung (3) richtig bleibt, 
als Zuordnungsgebiet G,(a) von F, bezeichnet; G, (a) ist natiirlich von dem 
Integrationsweg a abhangig. Fallt der Weg a speziell mit der Peripherie 
des Einheitskreises zusammen, so werden wir ihn mit e und dementsprechend 
das Gebiet des x, y,z-Raumes, wo die Beziehung (1) gilt mit G,(e) be- 
zeichnen (vgl. Fig. 2). 

Jede Funktion einer komplexen Verinderlichen f(u, e*‘) gibt Veran- 
lassung zur Bildung einer Reihe von Potentialfunktionen F,, F,, F,, F,,-.-, 
indem man fiir jeden reguléren Punkt von f(u, e*) durch die in (1) bzw. 
(3) Mittelwertbildung F, bildet (vgl. dazu S.649 und 650 der Arbeit I). 
In der Arbeit I wurde die Vermutung ausgesprochen, da8 zwischen den 
auf diese Weise erhaltenen Potentialfunktionen F_ gewisse einfache Be- 
ziehungen existieren. Wie ferner in der Arbeit I (S. 646) ausfiihrlich be- 
sprochen ist, laBt sich die durch (1) ausgedriickte Beziehung zwischen f 
und F, durch passende Normierung der f, im kleinen ein-eindeutig um- 
kehrbar machen. Daher liegt es nahe, den durch (1) bzw. (3) aus- 
gedriickten Zusammenhang zwischen den dreidimensionalen Potentialfunk- 
tionen F, und den Funktionen f einer komplexen Verinderlichen dazu in 
der Weise benutzen, daB man die bekannte Einteilung der letzteren in 

41* 
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rationale, algebraische,..., deren Integrale usw. auch als Ausgangspunkt 
fiir die Klassifizierung der ersten:wahlt. Es entsteht natiirlich die Frage, 
ob man die auf diese Weise erhaltenen Klassen von Potentialfunktionen 
auf irgendeine andere Art definieren kann, ohne dabei die Integraldarstel- 
lung (1) baw. (19) zu Hilfe nehmen zu miissen. 
Die harmonischen Funktionen Fy die aus einem ganzen rationalen /, 
das nur Pole von der Form 
etkt 
{u+A+iB cos ¢+iC sin ¢]* 


[A, B, C, 0, k reell, k,o ganz] besitzt, hergeleitet sind, wurden in der 
Arbeit I erledigt. Dort wurde gezeigt, daB diese F, bei |k|<o nur 
Punktpole endlicher Ordnung (vgl. 8.653) und bei |&|>o nur Linien- 
pole ™) (vgl. 8. 654) besitzen kénnen und sich sonst im ganzen z, y, z- 
Raume regular verhalten. In § 2 werden wir zu der allgemeinen Unter- 
suchung von Potentialfunktionen mit rationalen Zugeordneten iibergehen. 





§ 2. 
Algebraische Potentialfunktionen mit rationalen Zugeordneten: 
ihre Darstellung und Singularititen. 


In dem vorliegenden Paragraph werden wir Funktion f von der Form 


(u,e) . a 
1 ae PNM ©) Citigt+m' +n’ —m—n+1) 
4 Pe (u, ett) ° 
betrachten, wo 
k=n' r=(m'+n'—k) 
(2) p, (u, e**) = > u* ( > B\" ig") 
k=0 v= —(m' +n'—k) 
und 
k=n »=(m+n—k) ; 
(3) p.(u,e") = u* ( PY gr-tig*) 


i=0 v= —(m+n—k) 


Polynome in u und e+* sind. p, und p, sollen keinen gemeinschaftlichen 
Teiler haben; ferner soll p,-e*(™*+*)* keinen Teiler von der Form (e — C) 
besitzen**), wo C eine von zx, y, z unabhangige von 0 verschiedene Kon- 
stante ist. o ist eine ganze Zahl, die wir zwecks Vereinfachung weiterer 


Formeln schon jetzt einfiihren. 


*) Bei der Angabe eines Beispieles fiir die Linienpole ist in der Arbeit I ein 
ef? tg? ef? tg FO 


Druckfehler; es soll sein ———— und nitht Ferner 8. 654 Zeile 2 


R 
von unten und 8. 655 Zeile 2 von oben soll es s=—1 und nicht s=1 heiBen. 
%) Diese Voraussetzung ist — wie wir im folgenden zeigen werden — unwesentlich. 








rallel 
L ag' 








Algebraische Potentialfunkti des dreidimensionalen Raumes. I. 645 





Fiihren wir die Transformation 
(4) * Smelt 


in p,(u,ef)e(mtm)¢ aus, so bekommen wir ein Polynom P,(¢), 
2(m-+ n)-ten Grades in ¢, dessen Koeffizienten Polynome in z, y, z sind. 
P,(¢) 1a8t sich in der Form 

k=2(m+n) 


(5) P(g)=t JT (¢-%) 


k=1 


schreiben, wo ¢, [k= 1,2,3,...,2(m-+n)] algebraische Funktionen in 
x,y,z sind; ¢, ist in x, y,z rational. Die Diskriminante 


ahaiea e = 1,2,8,...,2m+20 
(6) D(P,) = JIC, — bx) Hae ogres 


wird eine rationale Funktion in z, y, z, die evtl. identisch verschwinden 
kann. Das Ergebnis unserer ersten Betrachtung lautet: 

I. Fall: D(P,) verschwindet nicht identisch. Ist f die durch For- 
mel (4) definierte Funktion und F, die auf Grund der Integralbezichung (3) 
aus f (bet entsprechender Wahl des Integrationsweges a) hergeleitete Poten- 
tialfunktion, so ist F, gleich 
Pr | (2+ = = 

(7) 7" —s5 me ey 
SE (EI To 


‘¢ 








+2 t), te cere’ +e" 





+ R(z,y, 2), 





wo R(x,y,z) eine in x,y,z rationale Funktion bedeutet und C, eine 
Wurzel der Gleichung 


(8) Pa | ( a be +5 = ty)» bq cet = 0 
(q=1,2,3,...,2m+2n) 
ist. R(2x,y,z) ist fiir 9 >0 stets gleich Null, und fiir 9 <0 gleich 








P,(0) 0 0 P, (0) 
P, 

[77 -)_. P,(0) 0 oe gt 

a°P,(o) ] 11 (2) [@Pe() (2 _ fare) 

xc. Tn (1) ag 3 2 (p)¥(0) ac* he 




















Se) 1 (lel) ee a(lel=1) (ee) (ee) 
| agdel-» _ 1 acilel-2 re 1 acilel -8) _ acilel-» _ 


1.1:21...(/e|—1)1 [P, (op)! e! 














(10) F, 
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wun ist dabei 
Lo t=0 
Asete-n = 4Sinte-2-0 A“mtn-k-2) ASmtn-k-3 
Og i oF 
—s(%=*) (k-s+1)z (2k—s+2)(%*) 0 
0 (—s+1) (*>*) (k—s8s+2)z (2k —# +8) (**)* 
| 0 0 (—s+2)(—) (k—#8+8)x 
k=v0 
| 
| 
0 0 0 0 
0 0 0 j 0 


=| erhalt man aus den eben angegebenen Ausdruck, wenn man in 
L > t=0 ? 
diesem die A%),-,-p durch B%p")y—z-p ersetzt und die Summation 
nicht von k= 0 bis k = n, sondern bis k = n’ érstreckt. 

II. Fall. D(P,) verschwindet identisch. 

Es mu8 dann 

P,(¢) = [P, (5) [P,(¢))* ... (P,(o))” 

sein, wo P,, P,,..., P, verschiedene Polynome von derselben Gestalt wie 
P, sind und mindestens ein #, gréBer wie 1 ist. Wir bezeichnen mit 


a 
) 


P“(¢) [k=3,4,...,8] das Polynom —amsee bzw. as falls o 








ing P,,(o)}" 1 ()) 74 ‘ 
negativ ist. ’ . 
Unter den gleicher, Bedingungen wie im Fall I ist dann F, gleich 
| * 
PO (¢.) 0 0 . P,(¢,) 
=p (@ * a » * 
opm (ea) 1\ p@: 0 . OTP (ee) 6° ] 
et. \ 1/ \$q) ec. 
oq >@ 
| @ dy» — » 6 gr » \ »o° 
| oP (s,) (2) oP (¢,) a: (2) pare.) e” [Ps (69) 5° J 
ace 1) we wh i Dette at? 
q q 
| ae Pw (24) (8-1) 4 PPW (C4) 9, (By —1) 24M PM Ee) ae MP CEM 
a» Bg-1 ay 3 +Ba-2 = ey rBe—-3 a~hnml 
_ Oe a ee OSe aco? oo.” 








1, 1! 2! ... (By —1)![P (¢,)]% 
- R(a, y,z), *) 


) Es wire natiirlich méglich, wie in (9) die P(¢,) durch die Ai auszudriicken ; 
die so entstehende Formel ist aber sehr lang; wir verzichten daher auf ihre Wiedergabe. 
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a “Ste-a<e ite es Ee Rae 
0 ine 0 0 
0 Cd’ 0 0 
(2a 8+ 4) (“EE*) . . 0 0 iy —z\*t 
(a): 
ty+z 
0 ee (k—1)x 2k oa 
ty—z 
0 ee = (=) kx 





wobet €, voneinander verschiedene Wurzeln der Gleichung (8) sind, 
R(x,y,2) die friithere Bedeutung hat und o*=0, wenn o>0, und 
o* = 0, wenn 0 <0 ist. 

Man sieht somit in beiden Fallen, dap alle Funktionen FF, die man 
aus (4) durch die Integration (1) bew. (3) bet beliehigen x,y,z erhdlt, 
Zweige ein und derselben algebraischen Funktion sind. Auf eine Aus- 
nahme von dieser letzten Behauptung haben wir schon in der Vorrede 
(vgl. 8. 632) hingewiesen. 

Ist a speziell e, so liefert uns F, eine Summe von Ausdriicken der 
Form (7) baw. (10), wobei die Summation iiber diejenigen ¢, zu nehmen 
ist, deren Betrag fiir das betreffende (2, y, z) (fiir die man die Integration 
durchfiihrt) kleiner als 1 ist. 


Beweis. In dem Ausdruck (1) 
[(2+ en it +t" ef), et] ett (m’ +n’ +041) 
mi [(2+ 8S en it +t? ef), ett] eit (m+n) 
fiihren wir die Transformation (4) .aus. Wir erhalten dann einen Ausdruck 
P, (f) eri 
wo P, und P, Polynome in ¢ sind, deren Koeffizienten Funktionen in 
2, y,2 sind, , 
Wir wollen nunmehr zeigen, daB (11) (abgesehen von dem aus- 
geschlossenen Fall, daB P,(¢) einen Faktor von der Form (¢ — C) hat) 
fiir gewisse x, y, z stets integrierbar ist. 
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Wir werden uns zunichst auf den Fall beschrinken, daB a =e ist, 
und zeigen: Gibt es zu jedem z, y, z einen Punkt des Einheitskreises e, so 
da8 P,(¢) verschwindet, so besitzt P,(¢) notwendigerweise einen Faktor 
von der Ferm ({— C){|C|=1]. P,(¢) ist gleich 


k=n k v=2(m+n—k) 
» (2+ +g et) z tA se 


k=0 v=0 


Verschwindet nun P,(¢) fiir jeden Wert x,y,z, so wird der Koeffizient 
v=2 
der héchsten Potenz von P,(¢), also der Ausdruck ye * 4 ., einen 


v=0 
Faktor der Form (¢ —C) besitzen, wo C ein Punkt des Integrations- 
intervalles ist. Ware das nicht der Fall, so miiBte eine untere positive 
v=2m 
Schranke M, existieren, derart daB | Y A\’,,¢”| gréBer als M, ware 
r=0 
fiir jeden Punkt ¢ des Integrationsweges. Dann wire aber P,(¢) in der 
Umgebung eines Punktes x= 2,, y= 0, z=0 (wo 


v=2 (m+1) v=2 (m+ 2) v=2(m+k) , 
Y (2) (n 
p> [ae net) |+ = | Ar 2) |e + = | ar (n+ 8) | 


v=0 
M, 
ist) bestimmt von Null verschieden, was unserer Annahme widerspricht. 





z,> ee 


v=2 
Nehmen wir nun an, da8 die Gleichung FAM ” = eine Anzahl von 
r=0 


Wurzeln besitzt, die auf dem Integrationswege liegen, etwa (%, @, ..., ¢. 
Ist P,(¢) fiir jedes x,y,z irgendwo auf dem Integrationswege gleich 0, 


v=2m+2 
so mu8 auch der Koeffizient von u®-1, d.h. §' At 41” mindestens 


v=0 


v=2 
einen gemeinschaftlichen Teiler ¢—¢ mit 2 At" haben. Ware es 


v=2m+ ° 
nicht der Fall, so hatten die Zahlen |" SA w4nt | (q=1, 2,3, ..., 1] 


v=0 
eine kleinste unter ihnen, die wir mit M, bezeichnen, wobei M, >0 wire. 
Es ware dann P,(¢) in der Umgebung eines Punktes x = 2,, y= z= 0 
gewiB nicht Null, wenn 





»=2(m+2) ‘ v=2(m+3) ‘ v=2 (m+n) 
= [42 ow! + = [Ae ce |+.+-+ = yw | 
|z,| >|2,|> ii, 
ist; und dies widerspricht der ayers Genau auf dieselbe Weise kann 
m+k) 
man zeigen, daB alle Koeffizienten » i AM nse C” mindestens einen ge- 
v=0 


meiusamen Faktor von der Form ({ —(C) besitzen miissen. Durch eine 











Algebraische Potentialfunktionen des dreidimensionalen Raumes. I. 649 


einfache Verinderung des Beweisganges (auf die wir nicht eingehen) laBt 
sich zeigen, da8 unsere Behauptung richtig bleibt, wenn der Integrations- 
weg a eine geschlossene, ganz im Endlichen gelegene Jordansche Kurve ist. 

Im ersten Falle miissen wir zwei Unterfille unterscheiden, und zwar 

1. 2(n+m)>(2n’+2m’'+ 9), 

2. 2(n-+m)<(2n’+2m’-+ 0). 

1. Im ersten Unterfalle ist: 

q=2(n+m) 
PA(o)e? CPi (Sq) 1 ‘ 

(12) P,(¢) Maal a OP (Se) Eee Se see t+R (¢; a, y,2), 


¢ 
wo R*(¢; 2, y,z)=0 ist, wenn gp>0, D(P,) +0, ist, und 
(13) R*(; a, y,2) 
| P,(0) P,\") 


P,(0) 1 | P(0) Pi(0) 1 


1 
= p,(o) ciel 1.1! pletqi t+ +--+ R(z,y,2)-, 








wenn 9 <0 ist. ¢, sind dabei die friiher angegebenen Wurzeln der Glei- 
chung P,(¢) = 0. 
Fihren wir nun die Integration 





1 P,(o) o° 
(14) tai) ay a 


(fiir einen bestimmten Wert z, y,z) durch, so erhalten wir das Inte- 
grationsresultat 


CaP (Ce) 
(15) Pa AAR 
le 
wobei die Summation iiber sémtliche in a befindliche Wurzeln a 


nehmen ist. Liegt der Nullpunkt im Innern von a, so kommt zu 15) 
noch R(z, y, z) hinzu. 


2. (2n’+2m'+ 0)>(2n+m). 
Ist e>0, so laBt sich in diesem Falle 
/ Pi P, &—h(C) P. 
(16) a =h(t)+ [Pi(o)¢ a 2(¢)] 
setzen, wo h(¢) eine ganze rationale Funktion in ¢ ist, und der Grad 
von [P,(¢)¢* —h(¢) P,(¢)] kleiner wie 2(n +m) ist. 
Ist 0 <0, so ist 


P, (¢) P,(¢)—¢le! h(t) Py (e) 
17 apie on § 
(7) tlel P(e) (¢) + clel pc) 
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Integriert man (16) bzw. (17) langs eines Weges a, so erhalt man 
dieselbe Formel (15), wie im ersten Unterfalle. 

Il. Fall: D(P,)=0. 

Wir miissen wiederum zwei Unterfille unterscheiden: 

1. 2(n-+-m) >(2n'+2m’-+ 0), 

2. 2(n+m) <(2n’+ 2m’ + 0). 

Im ersten Unterfalle ist: 



























































=s » . 
Pi(o)o° _ ‘ eo 1 
P,(¢) a 4 PM) (¢—L,)%e 
| PO(c,) P,(e,) 68" 
|aP@(c,) A1Ps Ce) oe J 
re we * ag, “Hie 
1 [P@ (¢,)]* (€—f_)4e-! 
| P@(¢,) 0 P,(fe) 62° 
eP(¢,) Pp (2) 0 (Pi (be) oe) | 
ae ie, ae 
| 
a*Pe,) apc, 2°[Pi(c,)¢2 } | 
tf Oe, al, 1 4 
(18) 1. 1! 21 [P(¢,)]* C-Ler * 
p@; €.) 0 0 4 P, (te) ce 
aP® (é,) t ) P'®(e.) P a[P, (Se) oo J 
at, ale 
3? p@ (e) /2\ aP@ ¢,) 2 a*[P, (f¢) £¢°} 
ete { bq) ’ (@) ¢» ‘ MN A 
re, (1) ae, a1(5)P (Se) aly 
a(bq-» p®(¢,) (a=) ofr PP (Cy) 2: (f=1) aBe-p@(c,) a%e~™ [P, (o,)58°) 
ache? l acee-® : aches ache? ba aa 
1. 11 21 (B,—1)! [P®(¢,) Je (¢—tq)| 
+ R*(¢, 2, y, 2), 


wobei die Summation iiber simtliche voneinander verschiedene Wur- 
zeln der Gleichung (8) zu nehmen ist. 

Fiihren wir die Integration von (14) durch, so erhalten wir als End- 
resultat eine Summe von Ausdriicken (10), wobei die Summation wieder 
iiber diejenige ¢, zu nehmen ist, die in a liegen 











=) 
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Auf den zweiten Unterfall wollen wir nicht ausfiihrlicher eingehen, da 
die Rechnung genau wie in friiheren Fillen verlauft. 


Wir wollen zeigen, daS man zu jedem Punkt 2z,, y,,z, des Regu- 
laritatsbereiches eine Kurve a angeben kann derart, daB in der Umgebung 
VON 2, Yo, Z% das Integral (3) einen vorgegebenen Zweig F liefert. 
Wir schlieBen die Punkte 2,, y,,z, fiir die im Falle I: D(P,)=0 und 
im Falle Il: D(P,, P,,..., P,)=0 ist, aus unserer Betrachtung aus, da 
sie, wie wir am Schlu8 des §2 zeigen werden, im allgemeinen singular 
sind. Betrachten wir unsere Funktion f't **) im fiinfdimensionalen Raume 
mit den Koordinaten: zx, y, z, R(C), J(¢). 

Fiir den Punkt 2z,, y,,2, werden die Werte unserer Funktion f*t 
die gesamte komplexe Ebene durch- 





laufen, wobei den Polen von '= 

f*( 29s Yo %> 6) [also Nullstellen HE) 
von P,| (2n+2m) Punkte der Pra & 
¢-Ebene entsprechen (die wir in oe 





a Zz > HIE) 





der Zeichnung 3 markieren). LaBt 
Man 2p, Yo, % Varileren, so be- 

















schreiben die Nullpunkte von P, Je; 
gewisse Raumstiicke im fiinfdimen- of 
sionalen Raume. (In der Zeichnung Fig. 3. 


sind sie als Kurven angedeutet. ) 

Da D(P,)+ 0 (bzw. D(P,, P,...., P,) +0] an der Stelle z,, y, z, 
ist, und die Nullstellen eines Polynomes stetige Funktionen der Koeffi- 
zienten sind; so werden diejenigen Teile der auf diese Weise erhaltenen 
(2n-+ 2m) Riume keine gemeinsamen Punkte haben, wenn man sich 
auf cine geniigend kleine Umgebung im 2, y, z- Raume des Punktes 2, y,Z, 
beschrankt. 

Hiermit ist die behauptete Darstellung von F, in der Umgebung von 
Lo, Yo: % bewiesen. 

Aus unseren Betrachtungen sieht man auch, da6 die friiher gemachte 
Voraussetzung, daB P,(¢) keinen Faktor von der Form (¢ —(C) hat, 
nicht wesentlich ist. Es darf natiirlich, falls P,(¢) einen solchen 
Faktor besitzt, der Wert C auf dem Integrationswege a nicht liegen. Wir 
werden aber die gemachte Voraussetzung dennoch beibehalten. 


In den Formeln (7) und (10) haben wir eine allgemeine Darstellung 
fiir die harmonischen Funktionen mit rationaler Zugeordneten gewonnen. 





4) Das Zeichen tt bei f bedeutet, daB wir sie jetzt als Funktion von z, y, z, R(¢) 
und 3 (¢) betrachten. 
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Sie ist durch diese Formeln in ihrem ganzen Regularititsbereiche definiert. 
Offenbar ist sie iiberall harmonisch. 

Sei ¢, eine Wurzel der Gleichung (8). Wir wollen feststellen, in 
welchem Raumteile G,(a) des (x, y, z)-Raumes bei der Integration langs 
der (geschlossenen) Kurve a wir denjenigen Zweig F, bekommen, welcher 
der Wurzel ¢, entspricht. 

a, (t’, t”)+-¢a, (t’, t”) sei das Innere der Kurve a. Durch das Gleichungs- 
system 


(19) R(E,)=a,(t',t”), Y(o,)—a,(#,t”)  (t’, t” reel, t’*+ t”* <1) 


(wo R den reellen, § den imaginiren Teil der eingeklammerten Wurzel ¢, 


A* 








Fig. 4. Fig. 5. 


bedeutet), ist uns ein Raumteil P,(a) des x, y,z-Raumes gegeben. 
Dabei kann es natiirlich vorkommen, daB I..(a) von den in gleicher Weise 
fiir die iibrigen Wurzeln ¢, (p +) erhaltenen Raumteile I’, (a) teilweise 
iiberdeckt wird. In dem von diesen Uberdeckungen freien Teile von I’, (a), 
welcher der auf der Seite 643 definierte Zuordnungsraum G,(a) ist, wird 
die Integration (3) den ¢, entsprechenden Zweig ergeben. Ist ein Punkt 
des Raumes von mehreren I’,(a) iiberdeckt, so wird die Integration (3) 
uns eine Summe der Ausdriicke(7) bzw. (10) fiir die betreffende ¢, geben. 
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Wie frither gezeigt wurde, kann man a stets so wahlen, dap G,(a) 
ein von Null verschiedenes Volumen hat. Ist a=e, so lautet die Un- 
gleichung fiir I’, (e) 

(20) [R(e,)]° + [3(C,)]* <1. 

Ist k& ein-eindeutig g zugeordnet, derart, daB wenn g saimtliche ganze 
Zahlen von 1 bis 2(n-+-m) durchléuft, k dieselbe Zahlenfolge in. einer 
anderen Reihenfolge durchlauft, so ist im Falle I 


@=2(n+m) te P, (fk) 1 . 
(21) f, = > “OP, (he) —by -+R (¢; z, y; z) 
q=1 


ot, 
eine rationale Funktion in 2, y, z. 

Setzt man f, in(3) an Stelle von f, so werden sich die Rawme I, (a) 
untereinander vertauschen. Durch die Ausdriicke von der Form 


(22) sf fiat 


wird der gesamte Wertevorrat der Funktion (7) in threm Riemannschen 
Raume ausgeschdpft. 

Kin entsprechendes Ergebnis bekommt man fiir die Funktionen von 
Form (10) [d.h. im zweiten Falle, wenn D(P,) = 0 ist]. 

Wir wollen nunmehr noch auf zwei von (7) bzw. (10) verschiedenen 
Darstellungen fiir unsere Potentialfunktionen eingehen. 


I. Setzt man (im Falle D(P,)==0) 


P, (eq) o9 
(23) aP,(G) =V-+iW, 
Ole 

wo V und W noch undefinierte Konstanten sind, und eliminiert man aus 
(23) und (8) ¢,, so erhilt man eine rationale Funktion in 2, y,z,V 
und W. Trennt man ferner den reellen und imaginaren Teil der er- 
haltenen Gleichung und eliminiert man einmal V, das andere Mal W, so 
bekommt man schlieBlich zwei Gleichungen 


(23*) G,(z,y,z,V)=0 G,(z,y,2,W)=9, 


die uns die Niveauflachen des reellen bzw. des imaginaren Teiles unserer 
Funktion F, ergeben, an denen der konstante Wert V bzw. W an- 
genommen wird. 

II. Die Darstellung (3) erlaubt uns bequem die crepctinglich durch (1) 
definierte Funktion auBerhalb ihres Zuordnungsgebietes G,(¢) analytisch 
fortzusetzen. 
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Durch geeignete Wahl der Kurve a, kann man F, in jedem Punkte 

des x,y, z-Raumes in der Form 

1 (P,(0)¢¢ ,, 
(24) =a) KG at 
darstellen, wobei jetzt im Gegensatz zur Darstellung (22) der Index s 
bei a, die Integration lings verschiedener Kurven der komplexen Ebene 
bedeutet. Durch die Formel (7) bzw. (10) ist die Frage der Singulari- 
tiiten der von uns betrachteten Funktionen auf die Frage der Singulari- 
titen der algebraischen Funktionen (22) zuriickgefiihrt. Die Lage der- 
selben laBt sich in jedem einzelnen Falle durch (etwas miihselige) rech- 
nerische Arbeit erledigen. 

Es ist aber zweckmaBiger, die Singularitatenuntersuchung als speziellen 
Fall gewisser Pseudo-Abbildungen des zweidimensionalen Raumes auf den 
dreidimensionalen (wovon friiher die Rede war) zu betrachten. Die Singu- 
laritdten unserer Funktionen sind dadurch ausgezeichnet, daB sie aus den 
Polen durch diese Pseudo-Abbildungen hervorgegangen sind. Auf diese 
geometrischen Untersuchungen werden wir in einer anderen Arbeit ein- 
gehen. 

Es ist bemerkenswert, daB man mit Hilfe der Integrale (24) (in 
welchen als Integranden lediglich rationale Funktionen auftreten) die ganze 
Singularitétenumgebung ausschépfen kann. 

Wir kénnen aus unseren Betrachtungen noch etwas Weiteres schlieBen. 
Die Singularitéten unserer Funktionen werden offenbar [im Falle D (P,)== 0} 
durch das Gleichungssystem 
@P,(¢) 


(or 
(25) act 


=0, P,(¢)=0 
gegeben. Eliminieren wir ¢ aus (25) und trennen den reellen und imagi- 
naren Teil, so erhalten wir zwei Gleichungen: 


(26) K,(z,y,2)=0, K,(z,y,z)=0 


fiir die Lage der Singularitaiten. Diese Gleichungen kénnen nicht ab- 
hangig sein, weil sonst unsere algebraische Potentialfunktion auf einer 
Flache singular wire, was unméglich ist. (26) stellt deswegen eine Raum- 
kurve oder einen bzw. mehrere Punkte dar. 

Wir haben beim Beweis des ersten Satzes die Voraussetzung gemacht, 
da8 fiir keinen in Betracht kommenden Wert von z, y,z im Falle I: 
D(P,), und im Falle II: D(P,, P,,..., P,) verschwindet. Diese Annahme 
ist aber vollstandig berechtigt, da dée Stellen des x, y,z-Raumes, wo 
D(P,) (baw. D(P,, P,,..., P,)] verschwindet, im allgemeinen mit der 
singuldren Stelle eines Zweiges der Funktion (7) [bzw. (10)] identisch ist, 
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was man durch eine einfache Uberlegung einsehen kann. Wir beschranken 
uns im weiteren auf den Fall I, da die Ubertragung dieser Betrachtung 
auf den Fall II keine Schwierigkeiten bietet. Bekanntlich ist im Falle I: 


(27) . Pete) = TT (c,— ¢.) 


8 


[s=1,2,...,(¢g—1),(¢+1),...,(2n+2m)]. 


Ist nun ein ¢, gleich oy so wird der entsprechende Nenner in (7) Null. 
Hat der Zahler einen von Null verschiedenen Wert, so ist def Punkt singular. 

Markieren wir uns fiir eine bestimmte regulare Stelle z, y, z die kom- 
plexe ¢-Ebene (vgl. Fig. 3), so werden den (2m-+-2n)-Werten von ¢, 
(2m-+2n) verschiedene Punkte der ¢-Ebene entsprechen. Denken wir 
die ¢-Ebene in dem fiinfdimensionalen Raum 


(28) X,=2, X,=y, X=—2, X,=R(o), X= 3(6) 
gelegen, so werden wir durch jedes Gleichungssystem 
X,=2, Xx, = y, X, =2, X,= R(0,) = 9, (2, Y,2); 

xX, = 3 (¢,) = 9_(z,y, z) 
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit erhalten. Die Schnitte dieser 
(2m+2n) Mannigfaltigkeiten stellen Kurven oder Punkte im fiinf- 
dimensionalen Raume dar. Denkt man sie im dreidimensionalen z, y, z- 


Raume liegend, so sind sie mit den singulairen Stellen unserer 
Funktion identisch. 


(29) 


§ 3. 


Uber das vollstindige Differential der algebraischen Funktion 
mit rationalen Zugeordneten. 


In der zweidimensionalen Potentialtheorie spielt das vollstaindige Diffe- 
rential eine hervorragende Rolle. Ist G(x, y) eine Potentialfunktion des 
zweidimensionalen Raumes und G* die konjugierte (d. h. bestehen zwischen 
G und G* die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen), so ist 


(1) Gdx+iG@*dy 

ein vollstandiges Differential und 

(2) f(G@dzx+i@*dy), 
f 


genommen iiber eine geschlossene Kurve j, einen nur von den im Innern 
von { eingeschlossenen Singularitéten abhingigen Wert besitzt. 

Der Cauchysche Residuensatz lé6t sich aber auch fiir unsere drei- 
dimensionalen Potentialfunktionen deuten. 
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Ist F, ein Zweig einer dreidimensionalen harmonischen Funktion, so 
lassen sich zwei andere Funktionen F;’ und F,** angeben, die mit F, 
durch das Gleichungssystem 








ar, ore 8 aF ta aFy  aFy" 
(3) Ee = 
verbunden sind, und demnach 
(4) F,dx+iFdy+iFy* dz 


ein vollstaindiges Differential ist. 

Die Funktion F,* ist durch F, bis auf eine Funktion von y und z 
allein bestimmt. 

Unter diesen Funktionen zeichnen wir eine aus. Ist 


(5) F,= gh; fat. 
80 sel i 
et 1 
(6) rom freer F* =5- a dt. 
«228 2 . q Bae 


Wir kehren nunmehr zu unseren idisiniiaden Funktionen mit ratio- 
nalen Zugeordneten zuriick und spezialisieren die Integrationskurve a zu e. In 


22 2x 2x 


1 Pr * 1 Pr; ae 1 Pr 
(7) Fe=5-)— 4. Ma =z, { Peostat, F, -if -sintdt 
° 0 ” 0 % mt ™ 
erhalten wir — wie in §2 gezeigt wurde — Zweige dreier algebraischen 


Funktionen F, F* und F**. Ist uns F, in der Form (7) bzw (10) 
(des § 1) gegeben, so ist es méglich, die Funktionen F,* und F,* in 
entsprechender Weise aufzuschreiben. 

Wie frither seien G,(e), G,(e),...,@,(e) die Zuordnungsriume von 
F,, F,,..-, F,, 80 daB also in G,(e) die Beziehung (7) gilt. 

Sei S eine geschlossene Jordansche Raumkurve mit bestimmtem Durch- 
laufungssinn. Wir bezeichnen allgemein mit ©, (e) denjenigen Teil von © 
[vgl. Fig. 2, 8. 634], der in dem Zuordnungsraume G,(e) liegt [©,(e) kann 
natiirlich auch aus mehreren getrennten Stiicken bestehen]. 

Bilden wir 


v=k 
(8) S | (Pdx+iFidy+iF" dz), 
vr=1 
3, (e) 


so ist der Ausdruck (8) 


2a . 
(9) A. | [ M(atde + scostdtdy + isintatde) 
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gleich. Wie wir noch nachtriglich zeigen werden, kénnen wir die Inte- 
grationsfolge in (9) vertauschen. Der Ausdruck (8) ist somit weiter gleich 
2x 
1 Py 
se 
wo 8(t) diejenige Kurve in der u-Ebene, die © bei dem be- 
treffenden ¢ entspricht, ist. (Vgl. Fig. 2 und 6.) y 








Wir miissen nunmehr feststellen, welche Singu- * 
laritéten von a fiir ein bestimmtes ¢ die Kurve 3(t) ‘es 
in ihrem Innern enthalt. Sei wie friiher 
(11) p(w, eH) = Sout (5 a-® er) © aie 
E=0 v=—(m+h) 
und seien mit @,, @,,..., «, die Wurzel der Gleichung Fig. 6. 
(12) Set( er ett) = de Kon tctat 
ko \ v= (mth) 


bezeichnet, so sind die a, Funktionen von t allein (also von 2, y, z un- 
abhangig ). 
Wir bilden nun die Diskriminante von (12) 


(18) 8(Py) = II (a,—%) (ky b= 1, 2, 8, 4, ..5m). 


6(P,) kann [wie friiher D(P,)] nicht identisch Null sein oder identisch 
verschwinden. 


Die Gleichungen 
(14) 2=R[a,(t)], yoost+zsint = ¥[a,(t)] 


stellen offenbar bei festem / eine Gerade 7,(t) im z, y,z-Raume dar, 
die fiir das betrefiende ¢ der Nullstelle a, von p, in der w-Ebene ent- 
spricht. Variiert man ¢ in den Grenzen von 0 bis 22, so beschreibt 7, (t) 
eine Regelflache C,(e) (vgl. Fig. 1, 8. 633). Auf diese Weise erhalten wir zu 
jedem Polynom p,(u, e*) n Regelflichen C,(e), C,(e), ..., C,(e). Die 
Kurve © kann eine Teilschar der Geraden 7,(¢) umfassen**), und zwar 
umfasse sie diejenigen Geraden der Regelfliche C,(e¢), die den Werten ¢ 
des Intervalles r{” < t < r{" entsprechen. Ist p, gleich dem Ausdruck (11), 
so ergibt im Falle 6(p,) == 0 die unmittelbare Rechnung 


15) Wir sagen: © umfaBt eine Geradenschar, wenn man © nicht auf einen Punkt 
zusammenziehen kann, ohne dabei jede Gerade der Schar zu schneiden. (Wie aus 
dem Beweis leicht zu ersehen ist, unterliegt G noch einer Beschrinkung: © darf mit 
C, nur endlichviele Punkte gemeinsam haben. ) 
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1” 


Df ede +i Fi dy +i Ri" de) = i>’ Palen eh) dt, 
(15) qd S& v=0 Pale) ) 
” 


S= 5G, 


Wenn 4(p,) fiir einen speziellen reellen z,”-Wert, der in dem Intervall 


« bis rf” liegt, verschwindet, so verstehen wir unter der rechten Seite 
von (15) den Grenzwert 


of, ri” 
v=" - : 
(16) lim S' ( f --. + { ...). 
5” ie 


Im Falle 6{p,) = 0 erhalten wir eine ahnliche Formel wie (15) mit dem 
Unterschied, daB auf der rechten Seite die Summation iiber verschiedene 
Wurzeln der Gleichung (12) zu nehmen ist und an Stelle der unter dem 
Integral stehenden Ausdriicke gewisse, ahnlich wie im § 2 gebaute, De- 
terminanten auftreten. Wir gehen auf diese rein formale Rechnung nicht ein. 

Wie sofort einzusehen ist, 148+ sich unser Satz mit geringfiigigen 
Modifikationen auch fiir den Fail beweisen, daB a eine beliebige 
Jordansche Kurve (nicht speziell e) ist. Unser Satz erlaubt auBerdem 
verschiedene Modifikationen und Kombinationen, die insbesondere inter- 
essant sind, wenn man auBer f noch definierte Funktionen f, (vgl. 8.633) 
heranzieht. 

In vielen Fallen lassen sich die Riemannschen Raume der algebra- 
ischen Funktion so zusammenheften, daB die in der Formel (15) auf- 
tretenden Zweige F, durch analytische Fortsetzung in gleicher Reihen- 
folge auseinander hervorgehen, wie die Stiicke ©, aufeinanderfolgen. Im 
Riemannschen (mehrdeutigen) Raume eovahsins dann aS: . als 


ein Integral, welches tiber eine stetige nicht notwendig geschlossene 
Kurve erstreckt ist. 

In Arbeit I (S. 657) wurde ein Spezialfall unseres Satzes besprochen, 
welche: sich auf Punkt-, Linien- und Kreispole bezieht. (Die Kreispole 
sind natiirlich in dem 2, y, z-Raume Verzweigungsstellen der Funk- 
tion.) Da die Darstellung dort sehr knapp gehalten ist, so sei (um evtl. 
MiBverstandnissen vorzubeugen ) etwas ausfiihrlicher auf diesen interessanten 
Spezialfall eingegangen. Wir kénnen-uns auf den Fall beschranken, 
da8 die Funktion nur eine Singularitaét besitzt, wobei der Pol im Falle 
des Punktpoles mit dem Nullpunkt zusammenfallt, im Falle des Linien- 
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poles eine vom Nullpunkte ausgehende Halbgerade ist und im Falle des 
Kreispoles ein Kreis vom Radius 1 mit Nullpunkt als Mittelpunkt (vgl. dazu 
8. 653—655 bzw. Fig. 3, 4, 5, 6 der Arbeit I). Es kommt dann nur eine 
Ebene C, vor. In den beiden ersten Fallen wird sie die zweifach iiber- 
deckte Ebene x=0. Die erzeugenden Geraden 7,(¢) liegen in dieser 
Ebene und gehen durch den Nullpunkt. Als Parameter ¢ kénnen wir den 

















2 
? 





Fig. 7. Fig. 8. 


Winkel von 7'(q) mit der y-Achse nehmen**). Stellen wir uns vor, daB 
die Kurve © in den zwei Punkten, die den Winkel y, und ¢, entsprechen, 
C, schneidet. Die rechte Seite der Formel (15) lautet dann 


g. Pat 
(17) ff (Residuum von f]dg+ { [Residuum von /] dg. 
Fi Pitz 

Im Falle des Kreispoles (mit der Verzweigung: Peripherie des Einheits- 
kreises in der yz-Ebene) wird C, das AuBere dieses Kreises. Die Er- 
zeugenden 7' sind Tangenten dieses Kreises. Als Parameter ¢ kann man 
den Winkel, den diese Geraden mit der y-Achse bilden, benutzen. Ent- 
sprechen zwei DurchstoBpunkten die Winkel y, und g,, so wird die rechte 
Seite von (15) 


(18) Peete won {de *. 
vi 
gleich sein. 

16) Diese Wahl des Parameters y stimmt nicht ganz mit der in der Arbeit I 
vorgenommenen iiberein. Die Formeln (17) und (18) unterscheiden sich dabei formell 
etwas von den entsprechenden in der Arbeit I. 

1”) Schneidet die Kurve S die Fliche C, nur in einem Punkte (was z. B. in 
dem Falle stattfindet, wenn die Kurve © die Ebene x= 0 das zweite Mal im Innern 
des Einheitskreises durchstéBt), so ist natiirlich der Winkel gy, dem Winkel ¢, ungleich. 


(Eingegangen am 16. 2. 1927.) 
42* 








Uber die Realitit von Nullstellen ganzer transzendenter 
Funktionen. 


Von 
Nikolaj Tschebotareff in Odessa. 


I, 


Wie bekannt, besteht die notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Realitat (bzw. Positivitiét) von Nullstellen eines reellen Polynoms 
f(z) =a,+a,z+...+a,2”" (a, +0) darin, daB die quadratische Form 


0, .«-» M1 
8m 4in 5 M2; 
ij 
positiv definit sein mu, wobei — s, die Koeffizienten der Entwicklung 
der logarithmischen Ableitung von f(z) sind: 


f'(z) 
7a) = — 8, —82—..., 





wihrend m eine beliebige gerade ( baw. ungerade) Zahl ist. (Man nimmt ge- 


wohnlich m = 0 und als s, die Koeffizienten der Entwicklung von Fe) nach 
fallenden Potenzen von z; doch liegt dies keineswegs in der Natur der 
Frage ). 

Herr Grommer hat in seiner grundlegenden Arbeit *) diese Bedingung 
auf Nullstellen von ganzen transzendenten Funktionen erweitert. Er hat 
nimlich folgendes gezeigt: 


A. Fiir jede reelle ganze transzendente Funktion vom Typus 


(1) f(z) = e#@ 0 _ 2" ome, 


=] 


*) J. Grommer, Uber ganze transzendente Funktionen usw., J. f. M. 144 (1914), 
8. 114. 
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wo 9 (2) -—T si vibhectes + Ym 2™ (Ym = 0), 9, (2) ak Yo,» + wie ss Ya-1,08""*, 
«, reell (bzw. positiv), A, ganz positiv, m gerade (bzw. ungerade) ist, 
sind die quadratischen Formen 


0, ...0P—1 


(2) SD enspse%% (p—1,2,..., ad inf.) 


mY 


positiv-definit, wobei — s, die Koeffizienten der Entwicklung 





(3) o(2) =F) — —6,-a2-... 


~™ 


sind. 

B. Sind umgekehrt alle Formen (2) positiv-definit, so kann man be- 
haupten, daB die reelle ganze transzendente Funktion f(z) den Typus (1) 
hat und dabei a, reell bei geradem m und reell positiv bei ungeradem m sind. 

Herr Grommer lést in dieser Arbeit auch eine allgemeinere Aufgabe. 
Er betrachtet reelle meromorphe Funktionen g(z) mit der Bedingung, 
daB die entsprechenden quadratischen Formen (2) positiv-definit sind. 
Dann kommt er zum folgenden Ergebnis: 


C. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Formen 
(2) positiv-definit sind, besteht darin, daB die entsprechende reelle mero- 
morphe Funktion folgende Mittag-Lefflersche Entwicklung zulaBt: 


(4) p(e)=—D(*e +4,6, +42 +... + A pre) 
+4,+4,2+...+4, 29-3, 


v=] 


wo «, reell, 8, = =, a,, > 0, sign A, = sign «”. Ist dabei von vornherein 
bekannt, daB A, positiv sind (wie dies z. B. bei B. der Fall ist), so kann 
man bei ungeradem m behaupten, daB die a, auch alle positiv sind. 

Herr Grommer gelangt zu diesen Ergebnissen mit Hilfe der Ketten- 
bruchentwicklung der Funktion (3). Dabei benutzt er weitgehende mengen- 
theoretische Hilfsmittel. 

Herr Kritikos*) kommt zu den Ergebnissen A. und B. auf viel ele- 
mentarerem Wege, indem er nur Kettenbriiche und den Hadamardschen 
Satz iiber ganze transzendente Funktionen anwendet. 

Im ersten Abschnitt der vorliegenden Abhandlung**) zeige ich den Zu- 
sammenhang der Signatur der quadratischen Form (2) mit der Anzahl der 





*) N. Kritikos, Uber ganze transzendente Funktionen usw., Math. Annalen 81, 
8. 97. 


**) Vgl. auch meine friihere Arbeit: Uber die Realitét von Wurzeln ganzer trans- 
zendenter Gleichungen (russisch), Journ. des Forsch.-Inst. Odessa 1, Nr. 1 (1928). 
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komplexen ( bzw. negativen) Nullstellen von f(z), die unter den p absolut 
kleinsten Nullstellen vorkommen. Nimmt man dann fiir jeden gewahiten 
Index p einen geniigend groBen Index m, so gibt der genannte Zusammen- 
hang das Kriterium fiir die Realitét (bzw. Positivitét) von Nullstellen, 
welches fiir alle reellen ganzen transzendenten Funktionen (d. h. auch un- 
endlicher Ordnung) giiltig ist. An der Spitze dieser Untersuchung steht 
die asymptotische Formel 


WO «,,@,,...,@, Nullstellen von f(z) derart sind, daB die Ungleichungen 
|| Saq|S---S lel <a, (1>k) 


gelten und «¢,, , fiir geniigend groBes m beliebig klein wird. Diese ganz 
elementare Methode schlieBt sich eng an die Bernoulli-Graeffesche Methode 
zur Berechnung der Wurzeln an, die von Herrn Pélya*) auf transzendente 
Funktionen erweitert wurde. Diese Methode erlaubt, die Hurwitzsche Auf- 
gabe auch fiir den Fall ganzer transzendenter Funktionen zu lésen, wie 
ich dies mit einigen Beschrinkungen durchfiihre (Herr Grommer hat dies 
fiir den Fall ganzer transzendenter Funktionen von der Héhe Null getan). 


Im zweiten Abschnitt beweise ich den verallgemeinerten Satz C., indem 
ich statt meromorpher alle reellen eindeutigen analytischen Funktionen 
(z) betrachte, die durch die Mittag-Lefflersche verallgemeinerte Partial- 
bruchentwicklung darstellbar sind. Hier benutze ich ein neues Kriterium 
fiir die Realitat von Nullstellen, welches auch an und fiir sich bemerkens- 
wert ist: 


Damit die Nullstellen von f(z) alle reell seien, ist notwendig und 
hinreichend, daB der Ausdruck 


f"(z)\ . 
I): I) 
wo das Symbol J(...) den imaginaren Teil bezeichnet, sein Vorzeichen 
auf der ganzen Ebene behilt. 


Dieses Kriterium gilt fiir reelle Polynome und ganze transzendente 
Funktionen von der Héhe Null und Eins. Es ist mit der Positivitét von 
Formen (2) fiir m=2 dquivalent. Um dies zv beweisen, bediene ich 
mich eines modifizierten Borel-Lindeléfschen Summationsverfahrens ‘-*). 


*) G. Pélya, Uber das Graeffesche Verfahren, Zeitechr. f. M. u. Ph. 68, S. 275. 

*) E. Borel, Legons sur les séries divergerites. Paris 1901, p. 164—168. 

5) E. Lindeléf, Sur Vapplication de la théorie des résidus etc., J.d. M. (5) 9 
(1903), p. 213. 
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Diese Zusammenstellung beider Kriterien ist mit dem Carathéodory-Toeplitz- 
schen Ideenkreis*) verwandt. 

Ich spreche meinen Dank den Herren Krein, Ostrowski, Krawtchouk 
und Grandjot aus, die mir auf verschiedene Weise behilflich waren. 


§ 1. 
Es sei f(z) eine beliebige reelle ganze transzendente Funktion 
(1) f(z) =a,+a,2+a,27+... (a, +0) 


(d. h, mit reellen Koeffizienten ihrer Maclaurinschen Entwicklung). (Ist f(z) 
nicht reell, so brauchen wir nur an Stelle von f(z) die Funktion f(z)-/(z) 
zu betrachten, wobei f(z) die mit f(z) konjugiert imaginaére Funktion 
ist.) Bezeichnen wir mit — s, die Koeffizienten der Maclaurinschen Ent- 
wicklung ihrer logarithmischen Ableitrng: 


(2) FO) = — 4,4 2— 42°... 


so kann man die s, mit Hilfe der Newtonschen rekurrenten Formeln erhalten: 
a,8,+a, =0, 
(3) a,8, + a,8, +2a,=0, 


Es seien ferner «,,«,,... alle verschiedenen Nullstellen der Funktion 
f(z) von der Multipliataét bzw. A,, A,,... nach der GréBe ihrer abso- 
luten Betrige geordnet: 
(4) |e, |S Ja|<..-- 
Ist & eine Nummer, fiir welche |a,|<|a,,,| gilt (solche Nummern 
wollen wir Haupinummern nennen), so gilt folgende asymptotische Formel : 


(5) = ++. t+ B+ 


oy ap T ap’ 
wobei ¢,, , fiir geniigend groBe Werte von m beliebig klein wird. Denn 
fi) hat a, (t=1,2,...) als einfache Pole mit Residuen bzw. 


A, (¢=1, 2,...) und bleibt in anderen Stellen regulir. Daher ist der 
Konvergenzradius der Funktion 





f(z) A _ . — An 
f(z) Z—@, %w—Gy “~“" 2-&% 
; A, A, Ak) .m- 
— 2 (-=+ Gt gt +B)? 


*) G. Herglotz, Uber Potenzreihen mit positivem reellen Teil im Einheitskreis. 
Ber. Lpz. 68 (1911), 8. 501. Dort ist: auch die vollstandige Literatur angefiihrt. 
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gleich |@,,,|, d.h. gréBer als |a,|. Bezeichnen wir ihren Entwickelungs- 

koeffizienten bei z™-! mit =, so konvergiert die Reihe _5’"** a", woraus 
z 


a, 
folgt lim ¢, , = 0, w. 2. b. w. aes 


Wir setecn in der Formel (5) «; =; 
(5’) 8, = A, By + Ag By +... + ABe + BY tne 
und betrachten die quadratische Form 
(6) F( 29, 45 +++ %y_)= ee ewe 
m= SABE a+ Bet te FBR ty) + OPS easnene tet 


“mY 
wo p eine Hauptnummer ist. 

Kommen in der Reihe £,, ,,...,8, Paare konjugiert imaginarer 
GréBen vor, so verfahren wir folgendermaBen. Es sei 8 = o(cosp + ising), 


B = e(cosm — sing) ein solches Paar. Dann nimmt das entsprechende 
Paar Glieder in der ersten Summe von (6) folgende Gestalt an: 


AB™ (2, + Bay +... +f?-*2,_,)* + AB" (ap + Ba, +... +f? *2,_,)" 
= Ao™(cosmy + isinmg)(u + iv)*+ Ao™(cos my — isinmg)(u—iv) 
= 2Ao0"cosmp(u* — v*?)— 4Ao™sinmeur, 

wobei die neuen Bezeichnungen folgende Bedeutung haben: 
y=%y+ hz, +...+f7"2,_,, J=ua+t+hut...+f?"2,_,, 


y+ _ y-9 
2” ea: 


Nun wollen wir zwei Falle unterscheiden: 


! 


“= 





I. |cosmep| > a5, ltgmp|<1, —|seem| < 72; 


IL. |sinmg| >, jcotgmp|<1, |cosecmp|< /2. 


Man sieht leicht, da8 immer einer dieser Fille eintreten muB. 
Im ersten Falle fiihren wir folgende Transformation aus: 
2A 0™-cosmp-(u* — v*?)— 4Ao™-sinmgp uv 


= 2A0™-cosmo-(u — tgmp-v)” — 24 9™-seom@-v*. 


Im zweiten Falle setzen wir: u=w+t, v=w—t; uv=w*—t’, 
u*—v*=4wt: 
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2A o™cosmep(u*— v*)— 4Ao0*sinmg-u-v 
= — 4Ao™"sinme(w* —t*) + 8A0™cosmp-w-t 
= — 4Ao™sinmy (w — cotgmo-t)* + 4A Q™ cosec my-t*. 


Wir erhalten also in beiden Fallen zwei unabhingige Quadrate mit 
entgegengesetzten Vorzeichen. Division ihrer Koeffizienten durch 9” ergibt 
GréBen, deren absoluter Betrag zwischen zwei von Null verschiedenen 
und von m unabhangigen Grenzen liegt. 


Nun fihren wir in der Formel (6) die Substitution 
Y,=% + B,z,+...+ hPa, _, (k=1, 2,..., p) 


aus, deren Koeffizienten von m unalhangig sind und deren Determinante 
von Null verschieden ist. Ferner gehen wir im Falle imaginarer GréBen f 
entweder zu u,v oder zu w,t iiber. Die Koeffizienten dieser Substitution 
sind beschrinkt und haben von m unabbangige Determinante. Dann 
nimmt die Form folgende Gestalt an: 


(7) F= M,|f,|"-23 + M,|f,|"2y° +... 
0, ....p-1 
+ M,|£, "2)+(|6,|" 2 Nutr hy 2, 


Hier liegen M, (k =1, 2,..., ) zwischen zwei positiven von m un- 
abhangigen Grenzen; »{"’, werden fiir geniigend groBes m beliebig klein. 
Wenn wir daher auf die Form die GauSsche Methode der Zerlegung in 
Quadrate anwenden, so miissen die sich dadurch ergebenden Koeffizienten 
bei Quadraten keine Vorzeichenanderung erleiden, wenn nur m geniigend 
groB gewahlt ist. Die Anzah] negativer Vorzeichen in der ersten Summe 
von (7) ist aber gleich d bei geradem m und gleich d + d’ bei ungeradem m, 
wo d die Anzahl Paare konjugiert imaginaérer und d+’ die Anzahl ne- 
gativer GréBen in der Reihe £,, f,,..., B, bedeuten. Demnach hat die 
ganze Form (7) dieselbe Zahl negativer Glieder. 

Fiihren wir die Bezeichnung 


(8) Da = 








ein, so wird die Kette von Hauptdiagonalminoren der Form (6) folgender- 
maBen dargestellt : 


1 ee Re. ...4 BE. 


Die Zusammenstellung mit dem bekannten Satz der Formentheorie 
ergibt den 
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Satz. Sind unter den ersten p Nullstellen einer reellen ganzen trans- 
zendenten Funktion f(z) d Paare konjugiert imagindr und d’ negativ, 
und ist dabei |«,|<|a,,,|, 80 bildet die Kette 


(9) Fy ae 


bei geniigend groBem m d Vorzeichenwechsel, wenn m gerade ist, und 
d+ d’, wenn m ungerade ist’). 


§ 2. 

Bisher setzten wir voraus, daB m ,geniigend groB“ ist. Ist aber die 
Hohe der ganzen transzendenten Funktion f(z) endlich, so kann man be- 
weisen, daB die Positivitét (bzw. Realitét) von allen Nullstellen der Funk- 
tion f(z) die Positivitét von allen Varianten D> fiir jeden festgewahlten 
(bzw. festgewahlten geraden) Wert von m nach sich zieht, der nicht kleiner 
als die Héhe von f(z) ist. Dies folgt aus der Tatsache, daB in diesem Falle 
die Reihen Pr Be" konvergieren und ihre Summen genau gleich s,, sind: 

1 


(10) 8, = SA, BP fir m>m,. 
k=1 
Wenn wir demnach den Variablen z,, z,,..., Z,_, ganz beliebige Zahlen- 


werte zuschreiben, so kann die Form (6) in folgender Gestalt dargestellt 
werden: 


P(g, 2» +++ Zy_3) = S41 BP (20+ Bees + e+ BP? 2,-,)* fir m>m,. 


Diese Reihe mu8 entweder bei lauter positiven , oder bei lauter reellen £, 
und geradem m konvergieren und hat dann immer einen positiven Wert. 
Also ist die Form (6) positiv-definit, w. z. b. w. 

Man kann umgekehrt beweisen, daB die Positivitat aller Varianten D% 
bei einem festgewahlten (bzw. festgewahlten geraden) Wert von m, die 
Positivitat (bzw. Realitaét) aller Nullstellen von f(z) nach sich zieht. Um 
dies zu beweisen, nehmen wir das Gegenteil an, d. h. daB bei dieser Voraus- 
setzung nicht alle Nullstellen positiv (bzw. reell) sind. Dann gibt es solche 
Werte m, und p, fiir welche alle (bzw. alle geraden) Werte » > m, die 
Ungleichung D2, <0 ergeben. (Waren etwa DZ = DR**=...=0, 80 
muBte das erste nicht verschwindende Glied dieser Kette negativ sein; 


*) Herr Krawtchouk hat mich aufmerksam gemacht, daB in manchen Fallen in 
der Kette (9) einige Vorzeichenwechsel verborgen sein kiénnen. Dies tritt nimlich 
ein, wenn im Innern dieser Kette mehrere Glieder verschwinden. Dann kann man 
in der Matrix || s,,,|| eim anderes System von Hauptdiagonalminoren hervorheben, 
was stets zu dem gewiinschten Resultat fiihrt (siehe Frobenius, J. f. M. 114). 
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waren dagegen diese Varianten samtlich gleich Null, so ware f(z) Polynom 
mit lauter reellen Nullstellen.) Wir kénnen dabei stets einen solchen Wert 
von m wiahlen, daB die Differenz m—m, gerade wird: m—m, = 2k. 
Nun betrachten wir die Matrix 


8m,» 8m,+1> s+ey Smio+k+p—1 


(11) “atte Smotty sss Smtkty (om 1 9b429—2— m+2p—2) 


Smot+k+p—-1> Smi+k+ps +++» Sm+2p—2 
und die ihr entsprechende quadratische Form 


0.....p—1 


(12) Smt pte pr. 
Ma? 


Diese letztere kann nicht positiv-definit sein, da die Kette ihrer Haupt- 
diagonalminoren (von rechts unten nach links oben): 


(13) 1, Diansteres Dinsep- eee Dé. cers pA 


wenigstens einen Vorzeichenwechsel hat. Daraus folgt, daB auch die Kette 
von Hauptdiagonalminoren (von links oben nach rechts unten): 


(14) i ef 


Vorzeichenwechsel haben mu, d. h. wenigstens eine der Varianten (14) 
negativ sein mu8. Dies widerspricht aber unserer Voraussetzung, w. z. b. w. 


§ 3. 


Die dargelegte Methode erlaubt uns, die Hurwitzsche Aufgabe fiir 
den Fall einer reellen ganzen transzendenten Funktion zu lésen, d. h. die 
Bedingungen aufzustellen dafiir, daB ihre Nullstellen positive (oder nega- 
tive) Realteile haben. 

Wir betrachten hier nur den Fall, wenn verschiedene und nicht kon- 
jugiert imaginare Nullstellen von f(z) auch verschiedene absolute Betraige 
haben. AuSerdem soll f(z) keine rein imaginiren Nullstellen haben. 

Wir ziehen folgende Varianten in Betracht: 


85,9 Bima “Tr? Sn +p—1 
(15) Az = 8in+o> 8m +39 +609 Sma pea 
8m+ap—9? 8m +9p—1? Teg 8m +8 p-8 | 


Wenn wir hier fiir s,,,,, ihre asymptotischen Ausdriicke (5’) einsetzen, 
sehen wir leicht, daB die Varianten 43,: DX im Falle einer Hauptnummer p 
folgende Gestalt annehmen: 
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r 
2 4,62 +p™ ‘ee aA gmte~2 +pmte-1 —— 
P p 
ee B RPT + BSP em apa, 9? aes 24, _< ll 3. acini 
P 
= 4,bP +p™ hen ? > Ay pere-t 4 gete-t gs 
Me = - e +ap-2 +2p-2 
a 4b? al i ee. aii aide TT oT 
1, AE, ..-2 BSP") 11, B,, -- 00 BE *| 
A,-A, A, pm. 6m | RS aS 2 ree 
SS BPP - oy rey 
oe : s—— +t, 
ee 
A, A,-p%-p: pm ja whe ee 
ee 
IL (62-63) 
<uSp 
~ a) = JT (b,+8,)+%m,p> 


wobei 7,,, mit wachsendem m beliebig klein wird. 
Wir beachten, da8 das Vorzeichen des ——- von f, (A=1, 2,...) 
mit dem Vorzeichen des Realteiles von «, = fs zusammenfallt. Das Vor- 
a 
zeichen aber von £,+ £,, wo f, mit £, konjugiert imaginar ist, stimmt 
mit dem Vorzeichen des Realteiles von £, iiberein. 
Nun seien £, und f,_, = 6, konjugiert = GréBen der Reihe 








B,, B,,--. . Dann ist das Hauptglied der Variante 3 : De 5 gleich 
Ll (Ba + Bu) 
“Tl Gash et 9-1) IT (Bi + Bp) > TT (Bi + By 1): 
") 


A<uSp-2 
Der Faktor /] (8,+,)- IT (8,+8,_,) ist, als Produkt konjugiert 
Asp-2 Asp -2 
imaginarer GréBen, positiv, woraus — 





(16) rien = sign R(f,)- sign - bel geniigend groBem m, 


wo das Symbol §i(...) den Realteil der > eabicdiadl GréBe bedeutet. | 
Dieses Ergebnis kann auch so aufgefaBt werden: 
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Satz. Kommen in der Rethe ,, ,,...,8, unter den oben gemachien 
Voraussetzungen d Paare mit negativen Realteilen vor, so erleidet die Keite 
der den Hauptnummern aus der Rethe 1, 2, ..., p enteprechenden Varianten 

4m 4m 4h 
’ D3’ D3’ errs De 
bet geniigend groBem m d Vorzeichenwechsel. 


Ganz ebenso kann man beweisen, da8 der Hauptteil der Varianten 
() «&) 





42 aZ-* ’ ; 
—_™ ;—™__ dasselbe Vorzeichen hat wie der Ausdruck 
mm 

65-85 

By = by ; 
wo wir die Bezeichnung 

8m 8m. , Sm+p—1 

(17) 42 = 8m +? 8m4k+1? -299 Sua pek—1 


8m +k(p—1)? Sm+e(p—2)419***? Sm 4e(p—1)+p—1 


eingefiihrt haben. 

Fiihren wir noch die Bezeichnung £,=9(cosy-+ising) ein, 80 
nimmt dieser Ausdruck folgende Gestalt an: 

o*-'sinkey: sing. 
Ist diese GréBe positiv, so folgt der Winkel » in einem der folgenden 
ax 2x 82 42 5a 62 
Intervalle: + G. +). + (=, =), + (=F, =), eeee 
II. 


In dem folgenden Abschnitt beschaftige ich mich mit folgendem 
Problem : 


Welche Typen umfassen reelle analytische Funktionen 
(1) y (2) = 8, + 8,2 + 8,27+..., 
welche die Eigenschaft besitzen, daB alle quadratischen Formen 


0,...,p-1 
7 


(2) F(2%,%,--.%s)= LS 8 £ 


m+u+ty x 
Led 


Ly %, 


fiir einen festgewihlten Wert von m und jeden Wert von p positiv- 
definit sind? 


Dieses Problem hat Herr Grommer®) allgemein gelést. Insbesondere 


’) J. Grommer, loc. cit. 
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hat er gezeigt, daB, wenn g(z) eindeutig und meromorph ist, sie nur ein- 
fache reelle Pole «, besitzt, deren Vorzeichen mit den Vorzeichen der ent- 
sprechenden Residuen (— A,) durch die Relation 


signa” = sign A, 


verbunden sind; auBerdem mu (z) folgende Mittag-Lefflersche Dar- 
stellung zulassen: 


(3) g(z)=— 


Ms 


(A +4,6,+4,p22+...+4,pr*2""*) 


z— a, 


+@,+4a,2+...+4,2"-!, 


" 
~ 


¥ 


wobei a,, > 0 ist. 

Hier erweitere ich dieses Resultat dadurch, daB ich alle eindeutigen 
und die Mittag-Lefflersche Darstellung zulassenden analytischen Funktionen 
betrachte. Es ergibt sich, daB man auf diese Weise keine weiteren Funk- 
tionen mit lauter positiv-definiten Formen (2) erhilt. 

Betrachtet man aber alle im Mittag-Lefflerschen Sterne definierten 
Funktionen, so kommt man zu neuen Funktionen vom erwahnten Typus. 
Herr Grommer (loc. cit.) hat gezeigt, daB die allgemeinste Funktion von 
diesem Typus durch das Integral 


+@ 


a. [fe (A> 0) 


1 
—-4 
z 


darstellbar ist, wo u reell, ®(u) eine reelle monoton wachsende Funktion 
<1 und das Integral im Stieltjesschen Sinne zu verstehen ist. Hier ist 
m =2 genommen, DaB in dieser Klasse nicht nur eindeutige Funktionen 
vorkommen, zeigt das einfache Beispiel 
+1 
{ dx wo ig SES, 
: yd 1-—z 
a. 
Um zu meinem Ergebnis zu kommen, verfahre ich folgendermafen. 
Ich betrachte alle méglichen Typen von reellen eindeutigen Funktionen, 
die nicht vom Typus (3) sind, und wiahle jedesmal solche Werte von p 
und z, (»=0,1,...,p—1), daB die entsprechende Form (2) einen 
negativen Wert annimmt. 
Dabei benutze ich in den meisten Fallen ein Hilfskriterium, das in 
folgendem besteht. 
Sind alle Formen (2) positiv-definit, so nimmt der Ausdruck 


J (Fm (z)) 
J(z) 


(4) 
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im ganzen Stern, in welchem die Funktion F,(z)=s, ,+48,2+... 
definiert ist, nur nicht-negative Werte.an. Hier bedeutet das Symbol J(...) 
den komplexen Teil der eingeklammerten Funktion. 

Dieser Satz ist auch umkehrbar, wenn wir nur diejenigen Funktionen 
F.,(z) betrachten, deren imaginarer Teil, falls er positiv wird, gréBer als 


wea auf der oberen Halbebene werden kann. 


Dieser Satz ist dem Carathéodory-Toeplitzschen*) Satz analog, der 
das Positivsein des Realteiles einer analytischen Funktion im Einheitskreise 
mit dem Positivsein einer gewissen Hermiteschen Form in Zusammenhang 
bringt. Ein wesentlicher Unterschied liegt darin, da8 dort nur von den 
Werten im Innern des Konvergenzkreises die Rede ist. 


§ 1. 
Wir beweisen den schon in der Einleitung besprochenen 
Satz 1. Hs sei eine unendliche Folge reeller Zahlen 





Sim? Sm+1? Sm4ar*** (Tim Yi 6,/ nicht = oo) 
gegeben. Sind alle quadratischen Formen 
Doees p-i 
(5) F(%o,%4,)--+5%, 4) = , 4 Smt pse Uy %y 
“uy 

positiv-definit, so nimmt der Ausdruck 

J (Pm (z)) 
(6) J(z) ? 
wo ,,(z) die im Mittag-Lefflerschen Stern durch das Element 
(7) Pm (2) = 8,2 +8 ,,27+... 


bestimmte analytische Funktion ist, nur nicht negative Werte an. 


Beweis. Wir nehmen einen beliebigen Punkt z= ge‘ im Innern 
des Sternes und bilden den Bereich A, welcher folgende Eigenschaften 
besitzt: 


1. A liegt ganz innerhalb des Sternes; 

2. A umfaBt den Nullpunkt und den Punkt z; 

3. A ist von einer geschlossenen Jordanschen Kurve K begrenzt; 

4. jeder aus dem Nullpunkt hervorgehende Strahl schneidet K nur 


einmal ; 


5. A ist symmetrisch in bezug auf die reelle Achse. 


") G. Herglotz, loc. cit. 
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Wir nehmen fiir x, folgende zwei Wertsysteme: 


7 
(8) I) 0, 9 (u=0,1,2,...), 
(9) II) 2 esr (u=0,1,2,...), 


wo o eine beliebige reelle positive GréBe ist, und stellen die Koeffizienten 
8 in folgender Form dar: 


m+n 


(10) Sain = ep Dede (n= 0,1,2,...), 


27 





wobei das Integral lings K genommen ist. Sind alle Formen (5) positiv- 
definit, so gilt insbesondere: 





ecosp g*cos2@ e?~* cos (p—1) 9 
(11) P(1, 1° > g2¢ gerry (p—1)#-He 


a 
_- | Gy Pa(2) P “ef ‘cosnp Qe” cosy” de 


: 2 
221i x a! wHe x’ y”? 


-1 3 
cS 60) | fener) pe 1 prec. x?. dx>0; 
KM ne 

















 Qat x* oct Qai 
* 2.: p-1.: ai 
9 esing @° sin2y eg?‘ sin(p—1)¢ 
(12) F (0, le eee sy 


— tah so( Seteeer) ae 1 Gee. y*. dz>0; 
Oat 


a” pH? 
hier fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 
p-1l 


(13) Tas eo” cos up Ya Smee, 


, 
a” ph? 





u=0 


Mit den Bezeichnungenz = 9(cosp + ising), 7= o(cosm — ising) folgt 
aus (13): 


p-1 p-1 
- = zh 
14 Z=X+iY= )'—_, Z=X-iY= »)— 
( ) +# As" nP . pao” wee 


Wir wissen aber*®), daB man entweder im Falle |z|<|2| oder im Falle 
argz == argz (mod2z2) solche Werte von p und o finden kann, daB die 
Werte Z und Z sich beliebig wenig von den GréBen 





19) Lindeléf, Caloul des résidus, p. 122. Paris 1905. 
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1 x 











und bzw. <a ab - 
oo z@z“—2Zz z z-—Z2 


unterscheiden, und daB die Wahl von p und o fiir alle Punkte z des Randes 
K giiltig ist, sobald der kleinste Abstand von z (und 2) bis K nicht kleiner 
als eine festgewahlte GréBe e ist. Da aber 














z+z 2-8 
x=: Y= 
so schlieBen wir durch Grenziibergang, daB 
\2 
(5) ie G+ 4G) de zo, 
. 1 Vault) / 2 z \* 
(16) ~ 8xi- ae tj dx20. 


Die Addition dieser Formeln gibt uns: 


1 Pm (2X) 42°-dz = 1 a ae 
(17) ih x* en Sole saz) de 


_ Pm(2)— Pu(Z) — Fm (2) 
ba z—z ae 20, 

















w. z. b. w. 


Bemerkung 1. Ist die Funktion y, (z) mehrdeutig, so kann man die 
Ungleichung (17) fiir gréBere Bereiche nachweisen. Wir miissen dann, 
als ,Summationsfaktor“ die Funktion “i mit komplexem o nehmen 
(2, = (e2) und 2,=J cS )): So wird der Zweig der Funk- 
tion ~,,(z) in einem krummlinigen Stern definiert, der mit Hilfe von ge- 
wissen logarithmischen Spiralen gebildet ist (Lindeléf, J. de Math., (4) 9 (1903), 
8. 220). Uberhaupt kénnen wir die Giiltigkeit der Ungleichung (17) fiir 
den ganzen Bereich nachweisen, fiir den die Darstellung 








Pm (2) = lim D Fins uP (2s Hy 4) 
méglich ist. 


Bemerkung 2. Ist f(z) ein reelles Polynom, so ist die Ungleichung 





{ f'(s)\ 
J\— 7iz)) = 


eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Wurzeln von 
f(z) alle reell sind. Dies folgt aus folgender Formel: 








( f'(z) fa. me) 
J(2) S (2-B)*+(y-0)* 
Mathematische Annalen. 99, 43 
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wo «, = 8,+ty,(¢=1,2,...,m) Wurzeln von f(z) sind. Sind y,;—0, so 
ist der Ausdruck (18) positiv. Ist dagegen etwa y, +0, so setzen wir 
z= f6,,y=y,+¢. Dann wird das erste Glied der Summe (18) gleich 


1 

Tite): 
Nehmen wir |¢| hinreichend klein und signe = — signy,, so wird dieses | 
Glied negativ und absolut beliebig groB, wahrend die Werte von anderen 
Gliedern der Summe (18) unter einer Grenze bleiben. Dieses Kriterium 
gilt auch fiir mehrfache Wurzeln und fiir transzendente Funktionen end- 
licher Héhe. Man kann aus ihm durch Transformation Kriterien dafiir 
herleiten, daB sich alle Wurzeln auf irgendeiner Kurve befinden. (Dies 
gilt nicht allgemein. ) 

Dieses Kriterium kann man auch so darstellen: 


é 
5 (IP(2)I*) ey =0, 


was besagt, daB |/(z)| als Funktion von y nur ein Extremum, namlich | 
das Minimum auf der reellen Achse besitzen muB. 

Um den Satz 1 umzukehren, wollen wir iiber y,(z) eine beschrin- 
kende Voraussetzung machen. 

Voraussetzung. Wir betrachten den Kérper R(¢,,(z)), dh. die 
Gesamtheit aller Funktionen, die aus g,(z) und allen reellen Polynomen 
mittels der vier elementaren Operationen gebildet sind. Wir nehmen an, 
daB es in &(,,(z)) keine in z=0 regulire Funktion w(z) gibt, deren 
imaginarer Teil negative Werte annimmt, die aber in ihrem ganzen Defini- 
tionsbereich die Ungleichung 


I(vie))=—app 
befriedigt. 
Die Voraussetzung ist fiir den Kérper aller reellen Funktionen erfiillt, 
die die Mittag-Lefflersche Darstellung zulassen, wie ich dies spiter zeigen 
will. Ich glaube sogar nicht, da8 iiberhaupt Funktionen vom Typus y (z) 


existieren. 
Satz 2. Gilt fiir eine reelle Funktion ¢—,,(z) die Ungleichung c 
I(Gu(2)):I(z) 2 0 
im ganzen Definitionsbereich von ,,(z) und ist y,,(z) in z=0 regular, 
so sind alle Formen 
0 »p-i 
2 Smtptr My x, 
a, d 


positiv-definst. b 
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Beweis. Wir betrachten folgende Darstellung von ¢,, (z): 


Pm (2) = 6s + 8, 2 + 8.4: 2? a ooo = 8 oo | inne : 
Zta—u(2) 

Es ist s, >0. Denn J(q,,(2)):J(z)=2,,+ z(x,y), wobei x(2z,y) bei 

geniigend kleinen x,y beliebig klein wird. Ware s,,—0, so wiirde 


I(Pm(2)):T(2) = Sgn GRP + my (sy) (b> 1) 
bei sign sink py = — signs,,,,_,, sing > 0 und geniigend kleinem og negativ 
sein. Also ist fiir y > 0: 
J{— Hea) = J(- ~—a,+¥,(z)) = J(y,(z)) + ayy ee: 
Unsere Voraussetzung erlaubt uns, zu behaupten, daB: 
J(y,(z))20 fiir yoo. 


Fiihren wir diesen Proze8 fiir wy, (z) aus und fahren wir so fort, so kommen 
wir schlieBlich zu folgender (wenn auch formeller) Kettenbruchdarstellung 
von 9,,(z): 


Pm (2%) = co 


—+@,—...,; 


wobei alle k, (p=1,2,...) positiv sind. Es ist aber bekannt’ (vgl. 
Grommer, loc. cit., 8.123), da8 man k, so ausdriicken kann: 


pD®t1. pr-t 
= 2 (p =1,2,8,...), 
> (B5)* 
wo wir die Bezeichnungen 
Sy 8m 44? a. 8in+p—1 
DZ —| far? Suter Sarpy =| Del (p= l,2,8,..-) 
8n+p—1? 8m+p? viii Sm+9p—9 


einfiihren. Daraus folgt, daB. alle DZ positiv sein miissen, d. h. daB alle 
Formen (2) positiv-definit sind, w. z. b. w. 


§ 2. 
Ich will nun zwei Hilfssitze beweisen. 
Hilfssatz 1. Fiir jede reelle ganze transzendente Funktion f(z), 
die nicht eine lineare Funktion ist, nimmt der Ausdruck J(f(z)):J(z) 
beliebig groBe Werte beider Vorzeichen an. 
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Beweis. Wir nehmen an, daB etwa: 


J(f(2)):J(2) <A. 
Fiir J(z) = y=>0 haben wir also: 


J(f(z))S Ay (y=0). 


Dann wird die reelle ganze transzendente Funktion g(z) = f(z) — Az 
folgender Ungleichung unterworfen: 
J(g(z))S0 fir yoo. 
g(z) kann nirgends auBerhalb der reellen Achse verschwinden, da aus 
J(g(a + Bt)) = 0 (8 > 0) folgen wiirde: J(g(a+ fi+e))>0. Auf der 
reellen Achse kann g(z) nicht mehr als einmal verschwinden, da sonst 
auch die Ableitung g’(z) auf der reellen Achse verschwinde: g’(y) = 0, 
woraus folgen wiirde: 
(4 

g(2)=9(7) + (2-7) OM 4... (g(x) +0, k> 2). 
Nehmen wir z—yoe‘'’, sign(sinky) =sign(g™(y)), sng>0, @ ge 
niigend klein, so wird: 

J(g(z)) = e* sin kp” +(o"+1)>0 fir y>0. 

Somit laBt g(z) eine der folgenden Darstellungen zu: 


g(z)=(z—a)e* oder g(z) =e 
(a reell, A(z) = u-+ iv — ganze Funktion, v(0,0)=0). 
Nehmen wir z — a= ee*?, so folgt: 
J(g(z))=oe"*sin(p+v) bzw. J(g(z))=e"sinv. 


Unsere Forderung lautet 

sin(g+v) sin v 

sing <0 bzw. ging 29° 
Da aber » + v (bzw. v) eine stetige Funktion von o ist, so muB sie auf 
jedem Strahle (y = konst.) nicht die Grenzen — 2 und 0 (fiir 0 < » <2) 
oder 0 und +2 (fir —2< <0) iiberschreiten. Somit gilt auf der 
ganzen Ebene: 

—2a<v+22, 


d.h. v= 0, u = konst., g(z) = (z — a) e“e oder bzw. giz) = e”e, w. z. b. w. 

Diesen Satz hat zum erstenmal Herr Krein bewiesen; Herr Grandjot 
hat einen anderen Beweis gegeben. Der vorliegende Beweis ist elementarer 
als die beiden vorigen Beweise. 
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Hilfssatz 2. Fiir jede reelle ganze transzendente Funktion f(z), die 
nicht eine lineare Funktion ist, nimmt der Ausdruck J(f(z)) auf der 
oberen Halbebene beliebig groBe Werte beider Vorzeichen an. 

Beweis. Der Hilfssatz 1. besagt, daB J(f(z)) auf der oberen Halb- 
ebene irgendwelche positive (und auch negative) Werte annimmt. Wir 
bezeichnen J(f(z) mit H(o,q), wobei z = ge*® ist, H(o,¢) ist eine har- 
monische Funktion, die auf der reellen Achse verschwindet. Es sei C der 
Halbkreis vom Radius r, auf dessen Rande H(o,gy) den Wert m> 0 an- 
nehme. Wir nehmen einen mit C konzentrischen Halbkreis K vom Radius 
R>vr und betrachten eine harmonische Hilfsfunktion U(o,g), die auf K 
den Wert Eins hat und auf der reellen Achse verschwindet. Es ist: 


Nulistellen ganzer Funktionen. 


e 2 
19 vy —i) (R* — e*) dy 
we R*—2 Roos e(g—y) +e" 





8x 
a J (R*—o*)dy 11) 
2a J R*—2Recos(~—y)+e" 





Es gilt auf C folgende Ungleichung: 


rR —r*)dy (R*—r*) dy Ade 2Rr- 
(R—r)* ~ tr, (R+r)* R*-+* 





U(r,9)S5- ~ 


Ist nun M das Maximum von H(o,g) auf K, so nimmt die Funktion 
MU(e,¢~)—H(e,y~) auf K and auf der reellen Achse nicht-negative 
Werte ein. Deshalb muB sie auf C nicht-negativ sein, woraus folgt: 


2Rr —m>0. 


a R*_,* 





oder: 
a i -f =) 


M2>—=, 
Somit sehen wir, daB M bei geniigend a R beliebig groB wird, w. z. b. w. 


§ 3. 
Nun sind wir imstande, den folgenden Satz zu beweisen: 


Satz 3. He sei p(z) eine reelle analytische in z = 0 reguldre Funktion, 
die durch thre Maclaurinsche Entwickelung definiert ist: 


(20) y(z) = 8, +46,2+8,2°+..., 


1) Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie 1, 8. 640, 3. Satz. Leipzig 1912. 
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und seien alle quadratischen Formen 


0,...,p-1 


(21) » er 2% (m fixiert, p = 1,2,3,...) 


mip ey 
Laid 





positiv-definit. Hat y(z) im durch thren (auch krummlinigen) Stern 
definierten Bereich isolierte singuldre Stellen, so miissen sie einfache reelle 
Pole sein. Ist «, einer dieser Pole und — A, das entsprechende Residuum, 
so mup sein: 
(22) sign A, = sign «,". 

LaBt g(z) die Mittag-Lefflersche Entwicklung zu, so mu8 dieselbe 
die Form haben: 

1 

(23) o(2)= 3’ v, (sg) + vol), 


pal 
wo 


vo(2)=— >) (+ 4B + A Bret... + Apr ter) 


v=1 


+a,+4,2+...+a,2"-' 
ist, wobei £, = =; sign A, = signa,",a,, <0, wahrend 


Ay» 
v,(&)= » (= + A,B») —@,,—4,9§ (u=1, 2, 38,...) 


a=l 





sind, wobei f,,,=——, 4,,>0, a,,20. 


Beweis. Wir nehmen an, die Behauptungen des Satzes seien nicht 
erfiillt. Dann sind folgende Fille méglich: 

A. Wenn die Voraussetzungen des ersten Teiles erfiillt sind: 

1. Fall. g(z) hat eine imaginire isolierte singulare Stelle. 

2. Fall. g(z) hat eine reelle isolierte singulire Stelle. 

3. Fall. g(z) hat einen reellen mehrfachen Pol. 

B. Wenn die Voraussetzungen des zweiten Teiles erfiillt sind: 

4. Fall. Der Konvergenzexponent der einen Funktion yp, (é) 
(u=0,1,2,3,...) ist unendlich oder gréBer als m. 

5. Fall. Die Entwicklung von w,(¢) enthilt eine ganze transzen- 
dente Funktion. 

6. Fall. Die Entwicklung von y,(&) (u=1, 2, 3,...) und bzw. 
von y,(z) enthalt ein Polynom vom Grade >1 oder bzw. > m—1. 

7. Fall. Die Entwicklung von y,(é) (u=1, 2, 3,...) und bzw. 


von w,(z) enthalt ein Polynom mit positivem Koeffizienten bei z oder 
bzw. mit negativem Koeffizienten bei z™-'. 
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Unser Satz wird bewiesen, wenn wir zeigen, daB in jedem dieser 
Fille eine der Formen (21) nicht positiv-definit ist. Statt dessen be- 
weisen wir in den meisten Fallen, daB der Ausdruck J(¢, (z)):J(z), wo 
Pm(Z) = 8,2 + 8,4,2> +..-, negative Werte annimmt. Dies geniigt, wegen 
der Satze 1. und 2., um zu behaupten, da8 nicht alle Formen (21) positiv- 
definit sind. 

A. Es gelten die Voraussetzungen des ersten Teiles des Satzes. 

1. Fall. Es sei « eine komplexe isolierte singulire Stelle von (z), 
und daher auch von ¢,(z). Wir kénnen ¢,,(z) so darstellen: 


(24) Pm (2) = x(€) + v(2)s 
wo 7(&) eine ganze transzendente Funktion (oder Polynom) von § = 





z—a 
ist, wahrend y(z) sich im Innern eines Kreises K um « mit dem Radius 0 
regular verhalt. Es sei a= £-+ty, wo y +0 ist. Dann ist: 


(25) I (Pm (2)):I(2) = [I (x(8)) + J(y(2))). 


Nehmen wir |z — «|<, |é| > ~. Man kann wegen des WeierstraBschen 


Satzes im Bereiche |@|>= so wahlen, daB J(z(é)) einen beliebig 
groBen absoluten Wert annimmt, und da8 signJ(z(é))=—signy. Da 
man dabei |z— «| so klein wahlen kann, da8 signy =signy gilt, und 
J(w(z)) fiir |z— «|< endlich bleibt, so mu3 der Ausdruck (25) nega- 
tive Werte annehmen, w. z. b. w. 

2. Fall. @ ist reell. Dann ist z(&) eine reelle ganze transzendente 
Funktion. Man kann wegen des Hilfssatzes 2. z so wihlen, daB y>0, 
z(€)<0 und |7(&)| beliebig groB wird. Der Ausdruck mu8 demnach 
einen negativen Wert annehmen, w. z. b. w. 

3. Fall. @ ist reeller n-facher Pol (n > 1) von y(z) (und auch von 
Y,,(2))- x (&) ist ein reelles Polynom n-ten Grades: 


z(§) =a,+a,§+...+a4,é" 
Wir nehmen § = oe*”. Dann ist: 
J(z(€)) =e” (a, sin ng + act sin(n —1)p+...+ pevsin ”). 
Man nehme g so groB, daB die GréBen =, =, Sou rs ; beliebig klein 
werden, und wiahle » so, daB sing >0, a,sinng <0 wird. Dann wird 


der Wert von z(&) negativ und absolut beliebig groB. Da w(z) endlich 
bleibt, so folgt, daB J(y,,(z)):J(z) <0 ist, w. z. b. w. 
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Ist n =1, d.h. ist « einfacher Pol, so gilt: 





I(Gq(2)):I(2) = Se +g ((@)): 
Damit J(¢,(z)):J(z)>0 sei, mu8 a, < 0 sein. 

B. Wir nehmen an, die Voraussetzungen des zweiten Teiles des Satzes 
seien erfiillt, d.h. m(z) iaBt die Mittag-Lefflersche Entwicklung zu. Dann 
zeigen uns die friiheren Uberlegungen, daB die Unstetigkeitsstellen von 
¢(z) lauter reelle einfache Pole sein miissen. Die Mittag-Lefflersche Ent- 
wicklung ist andererseits nur dann méglich, wenn die Menge dieser Pole 
abzahlibar ist. Es seien & =o, @,,@,,... ihre Haufungspunkte. Dann 
kann g(z) so dargestellt werden: 





(26) »(2)= >) v, (sg) + vol®), 
wobei r 
« ro 
(27) v.(t)=> (2 +9,,(8)) (w= 1, 2, 8,...), 
(27) vo(2)=— > (*-+9,(2)) +9(2), 


v=1 
wahrend g, ,(¢) Polynome sind. 


Nun sind wir imstande, unsere Voraussetzung iiber das Vorzeichen 
von J(g(z)) fiir den Fall der die Mittag-Lefflersche Entwicklung zulas- 
senden Funktionen zu beweisen. Wir kénnen offenbar die Punkte @, so 
wahlen, daB unter ihnen kein Element der zweiten derivierten Menge 
der Menge (a) vorkommt. Dann kann man ¢(z) stets folgendermaSen 
darstellen : 

p(z)= y,(€) + 2z(2), 


wo y,(€) eine der Funktionen (27) ist, wahrend z(z) in z= @, regular 
bleibt. Man mu8 dabei nicht vergessen, daB ~(z) nur einfache reelle Pole 
haben darf, da sonst J(@(z)) beliebig groBe Werte beider Vorzeichen 
annimmt, wie wir dies bei Untersuchung der Fille 1, 2,3 gesehen haben. 

Wir setzen voraus, J(q(z)) nehme auf der oberen Halbebene positive 
Werte an. Dann muB8 dies fiir den einen ihrer Bestandteile, etwa fiir 
v,(€) (4=0, 1, 2, 3, ...), der Fall sein. Wir nehmen an, es sei 
J (yp, (&)) > 0, J(%) > 0, J(&)< 0. Wir verfahren so, wie beim Beweis 
des Hilfssatzes 2., doch umkreisen wir-die Pole von y,(&), die sich nur 
im Unendlichen haufen, mit hinreichend kleinen Halbkreisen. Nimmt 
J(w,(€)) auf einem dieser Halbkreise positive Werte an, so ist alles 
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bewiesen. Denn dann wichst a( pe *) * pei (§ =u + 08) bei 


E—« anor 
abnehmendem | — «,| ins Unendliche, wahrend die iibrigbleibenden Glieder 
endlich bleiben. Daher nehmen wir an, seine Werte auf diesen Halbkreisen 


A 
seien negativ (A, ,<0) und J ( F ne.) :v hinreichend groB. Da aber die 


Hilfsfunktion U(u,v) auf diesen Halbkreisen nur positive Werte annimmt**), 
so bleibt die Funktion M-U—J(w,(é)) auf dem ganzen Rande nicht 


negativ. Danach kénnen wir alle Uberlegungen des Beweises des Hilfs- 
satzes 2. anwenden. 





4. Fall. Wir bemerken, daB der Ubergang von y(z) = fs + 8,2+. 
Zu Y,,(2) = 8, ,+8,2-+... jedes Residuum bei «, um ——, = ‘anti: 


aioe sich die Pole um einen endlichen Punkt @, so sind die Summen 


s und De gleichzeitig konvergent oder divergent; haufen sich da- 


v=1 
gegen die Pole im Unendlichen, so nimmt dabei der Konvergenzexponent 


exponent um (m— 2) ab. Dies erlaubt uns, den Fall zu betrachten, daB 
in der Entwicklung 


(28) Pu(2) = 3 va (En) + v6 (2) 


der Konvergenzexponent einer der Funktionen yw; (é,) (u = 0, 1, 2,...) 
gréBer als 2 ist. Es sei y{(é,) eine solche Funktion. Wir fihren in (28) 


die Transformation §, = _— aus: 


(29) Pm (81 +=) = vilbs) +28)» 


wo z(é,) im Unendlichen regular bleibt. Es geniigt, zu beweisen, dab 


der Ausdruck J(p,, (2, + 2)):I(E,)——[(e—@%)* + 9"}-J(Gm(2)):I(2) 
positive Werte annimmt. Dazu wahlen wir eine positive GréBe M fest 
und nehmen einen solchen Radius R, daB bei |é,| > R die Ungleichung 
gilt: 

J(x(§3)) 

J(§:) - 
Es sei ferner A der maximale Wert von |J(yj(é,)):J(§,)| in |&| <2 
(wir setzen noch voraus, daB y{(é,) in |,| << R keinen Pol hat). W 
wir beweisen, daB J(w}(&,) — S-é,):J(&,), wo S= M+ A ist, positive 
Werte annimmt, so ist mithin alles bewiesen. Denn aus 





12) Wir nehmen an, da6 der Halbkreis k nicht Pole auf seinem Rande enthilt. 
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J (wi (,) — 8-&):4(E,) > 0 folgt J(yj(é)):J(§)>M+4, 
woraus man schlieBt, daB 


[EJ >R, J(x(E)):F(E)<M, I(yi(E)+2(€)): IE) > A>O 


ist, w. z. b. w. 

Es sei y;(§)—=—t,—t,é—.... Es ist nun gu beweisen, dab 
J(— wi(é) + SE): J(&) negative Werte annimmt. Dazu geniigt, wegen 
des Satzes 2., zu beweisen, daB nicht alle Formen 
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0, .-.,p—1 
(30) F(2»,%,,---»%_3)=Sapt+ D teint, %  (p=2,3,-..) 
Me 
positiv-definit sind. 
Ordnen wir die Pole « von w’(é) nach wachsenden absoluten Be- 


tragen : 
|@,|S\@|S|a|S.-.. 
und setzen B=, so gilt folgende asymptotische Formel (vgl. I, § 1, (5)): 
(31) t, = a, BP +a,B7 +...+ 4, Br + Br -e,, 
wobei lim ¢, ,= 0 und |f,,,|<|A,| ist. 


, bei ge 


n+etr x, 7% 


0, 
Alle a, sind positiv, da sonst die Formen 5 t 
“, 


niigend groBem n nicht positiv-definit waren. Wir nehmen eine gerade 
Zahl h so groB, daB in (31) fir n>2-+h die Ungleichung |e, ,| < 4, 
zutrifft, wo «, eine geniigend kleine GréBe ist; ferner setzen wir p = gh und 
z,=0, wenn w= 0(modh), z,,=y,. Dann kann man die Form (30) 
so darstellen: 


s qa & a h A(q@—-1)\2 
(32) (8+ 4,— 34,62) + 34,62 (Yot WBe +--+ Be babe 


Ogi patton 
+ ke €9 4 (use, k Gy Y,- 
MY 


(Der Strich bedeutet, daB die Kombination 1 = 0, » = 0 ausgeschlossen ist.) 
Nun nehmen wir fiir y, die den Gleichungen 
YotysBt +..-+y% br? =0, 
(33) Yor Br +...+ ¥,- ME 0, 


=e Oe OA Go - 6 @'e* mw @ . ** 


Yo+y,Br,+.. +9 phe= 0 
geniigenden Werte und dabei y,=1. Dann hat das Polynom 


(34) Y(t)=1+y,t+yt°+...+y,_,t7" 





(38 
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die GroBen f}, B},..., 8%, zu Wurzeln und ist daher so darstellbar: 


(35) ¥(#)= (1-55) (1-35)---(1- a): 
Da aber |B, |< |B, | (u=1,2,....p—1l; v= p, p+l1,...,k) und h 
gerade ist, so gilt: 


¥(f)) <1 (v= p,p+l,..., k). 
Der Ausdruck (32) nimmt daher folgenden Wert an: 


: A k O.-9g=4 uty 
(36) (s + yo 24,6) + 246 ¥(p) + - a . ws +(utnh, kG pu ¥, 
q-1 0,.--,@-1 
< 8 + ty es 2 48+ 3 hinge oe Y,Y,- 


Die Werte y, geniigen folgenden Ungleichungen: 


ys | -54 <("7")-4- 


rai 8 Bl 
1 1 1 1 
37 | ¥9| -* ——<(f>")-—, 
(37) 2 4 pi p* ( 2 ) eal 
1 1 





= = — 9 
Be. 


und darum kann die letzte Summe von (36) folgendermaBen abgeschatzt 
werden : 


PS a scsnonaten] <ail S (CSNTGAS GAY 


= 6; (1+ (A) "< e, B22°¢-», 


Der Faktor «, kann fiir groBe Werte von h beliebig klein werden, wahrend 
die iibrigen Faktoren nicht von 4 abhingen. Die Summe (38) kann also 
beliebig klein werden. 


Die iibrigbleibenden Glieder S + t, — Sa, B2 kénnen fiir groBe Werte 
v=1 








von qg negativ und absolut beliebig groB werden, da Sa, 62, unserer 

r=1 
Voraussetzung gem&B, divergiert. Daraus folgt, daB die Form (30) nicht 
positiv-definit ist, w. z. b. w.**) 


*8) Im Falle 4=0 beweist man ebenso, daB der Ausdruck J(wj(z)):J(z) ne- 
gative Werte annehmen kann. 
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5. Fall. Die obigen Uberlegungen zeigen, daS man in y(z) bei den 
Gliedern =. bzw. —4- Konvergenzpolynome 9, (¢) vonnicht héherem als 
vom 0-ten bzw. (m— 2)-ten Grade nehmen kann. Wir betrachten nun 
den Fall, daB in der Formel (27a) g(z) eine ganze transzendente Funktion 
ist. Dasselbe gilt fiir die Funktion 9, ,,(z)=8,,,+6,492+---, die 
somit in folgender Gestalt darstellbar ist: 
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Pmse(2)= — Dy A +92) +2(2), 
v=1 
wobei g(z) eine reelle ganze transzendente Funktion ist, wahrend 7(z) 
im Unendlichen regular bleibt. 
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: 


vie)=— SA +92), g(2e)— Doe, 2=o8. 
v=1 v=0 
Dann gilt fiir J(z) = osing > 0: 
rd ‘ 
1 [ Jiyiee*®)) | 
(39) iJ J(ee*®) d 
R 


-Si/ oe +34 fen 1 HO? ao 


vai g (Qcee~—a,) +ean ey Fy 











R—ay, cos @ 
ay sin @ @ 
A, BF du Cy v0 
= wing SE f u®+1 + Fae > Brain oy 
—cteg v=1 
m+1 J (xMRe*?+h(Re*” )) 
< aay [PD IALAIN +700 wen] ay 


wobei Me)= SS 2”, M=_>)|A,p™*"| ist. Dieser Ausdruck kann 
v=1 


wegen des Hilfesatzes 1. negative absolut beliebig groBe Werte annehmen. 
Da aber 
R 
1 fF J(yloe**)) | 2esesien 
J J(oe*? de > J(ge*”) -~ 
so gilt dasselbe fiir den Ausdruck 


J(viee**)) _  J((2)) 
J(oe*?) J(z) 
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Dies kann nur fiir hinreichend groBe Werte von |z| eintreten, fiir welche 


J(z(2)) 


z(z), sowie auch Ta)? beschrankt bleibt. Also gibt es Werte von z, 


fiir welche gilt: 
I(y(z) + 2(2)) : J(z) = J (9 49(2)) : (2) <0. 


Daraus folgt, da8 nicht alle Formen 3 8mitiuse%,%, positiv-definit 
MY 
sind. Wir haben aber gesehen, da8 dann auch nicht alle Formen 


0, .-+,P—-1 


8nsu+r%,%, positiv-definit sind, w. z. b. w. (vgl. I, § 2). 


"6. Fall. g (z) ist ein Polynom vom Grade > m —1. Das entsprechende 
Polynom g(z) von ¢,,(z) ist dann vom Grade p>1. Dann gilt: 


2 ’ 
J (Wm (2)) ai »-; Sinvyy , J(xz(2)) 
Fiz) “2 —— + 3/0, 0"-2 + ~Jisy 




















2 008 p — &y)* +0" s8in® » mr sin y 
Man kann stets ~ so wahlen, daB gilt: sing = 5 , Signsinpy = — signe,. 
Dann gilt: 
J (y (2)) m J J (x (2)) 
J(z) <2 4,03 7" (a, P sing 4) + J(z) ° 


Es ist klar (vgl. den 3. Fall), daB das zweite Glied bei aids groBem 9 
negativ und absolut beliebig gro8 wird, wahrend die iibrigen Glieder be- 
schrankt bleiben, w. z. b. w. 


7. Fall p=1,a,<0. Dann ist: 
A, pF J (x (z)) 
J (Pm (2): Ha)= 445 (08, — cos y)* + sin*® p + J(z) 


Das erste Glied ist negativ, das dritte Glied wird beliebig klein, wenn 
wir J(z) geniigend groB nehmen. Um das zweite Glied abzuschitzen, 





verfahren wir folgendermaBen. Wir nehmen gy = 7 sin p = cosg = ay 


Ferner wahlen wir eine beliebig groBe Zahl M und nehmen den Index n 
so groB, daB die Summe 

25 ApM< P: A, BY: M* 

v=n+1 


“Tht © 50 ist |of, — 08 p| 2 M fie » — 1, 2,. 


Das zweite Glied zerfallt in zwei Teile: 


wird. Setzen wir 9 = 





Dr 


» A,B; -y A, By + bY A, Br 


= (0f,—cosy)*+sin'g — (¢f,—cosy)*+sin’'y  ,<, (9f,—cosy)*+sin* 
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Der erste Teil ist kleiner als 


E465 E46 
- MM’ < -. 


Der zweite Teil ist kleiner als 





Zhe 


ais DAsn2 S 4p < 


v=n+1 v=n+1 


Somit ist das zweite Glied kleiner als 





woraus folgt, da es mit wachsendem M nach Null strebt, w. z. b. w. 

Man beachte, daB a, der Koeffizient bei z™-* in g(z) ist. Somit ist 
der Satz 3. in allen seinen Teilen bewiesen. 

Ist von vornherein bekannt, daB alle 4, > 0 sind (wie dies z. B. fiir 
logarithmische Derivierte von ganzen transzendenten Funktionen der Fall 
ist), so schlieBen wir, daB bei ungeradem m alle Pole «, positiv sind. 

Ist m=1 oder m= 2, s0 ist leicht zu sehen, daB die Nullstellen 
von f(z) samtlich reell sind und daB sie und die Pole sich gegenseitig 
trennen. In der Tat, in diesem Falle gilt: J(f(z): J(z) > 0, woraus folgt: 


I(— zy) H(z) 20, 


was uns erlaubt, alle friiheren Uberlegungen auf — =—. anzuwenden. Die 


f(z i ) 
Positivitét der Residuen in beiden Funktionen zeigt, daB sich ihre Null- 
stellen und Pole gegenseitig trennen. 


(Eingegangen am 17. 12. 1926.) 


Zusatz bei der Korrektur. Wahrend des Druckes dieser Arbeit 
erschienen in C. R. drei Arbeiten von Herrn Krawtchouk, der unabhingig 
von mir den gréBeren Teil meiner Ergebnisse erhalten hat. 





Uber gewisse notwendige Determinantenkriterien fiir die 
Fortsetzbarkeit einer Potenzreihe. 
Von 
G. Pélya in Ziirich. 


Man betrachte die Potenzreihe*) 


(1) 2454 34...+ St... =f(z) 
und bilde aus ihren Koeffizienten die Determinante 
| a, Gnas Gates | 
(2) A* — Gnas Giza +es Bay 
Gainer Tan +++ UMsan-al 


mit Anfangselement a, und Kolonnenzahl k (n = 0, 1, 2,...; & = 1, 2,3,...). 
Es sind verschiedene Zusammenhinge zwischen diesen Determinanten A,’ 
und der analytischen Natur der durch die Reihenentwicklung (1) defi- 
nierten Funktion f(z) bekannt. Man kann mittels der A,” die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir ausdriicken, daB f(z) eine rationale 
Funktion sei*). Man kann ferner, nach Hadamard *), mittels der A® die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ausdriicken, daB f(z) auBer- 
halb eines zum Konvergenzkreis der Reihe (1) konzentrischen Kreises von 
kleinerem Radius meromorph bleibe. Man kann schlieBlich mittels der 
As notwendige Bedingungen dafiir angeben, daB f(z) iiber den Konver- 


*) Es ist an und fiir sich gleichgiiltig, ob man ein Funktionselement betrachtet, 
das im Punkt z= 0 regular ist, wie es gewdhnlich geschieht, oder eines, das im Punkt 
z= oo regular ist, wie es hier geschieht. Ich mache den Ubergang von z zu 2 jetzt, 
um ihn nicht spater, bei der Betrachtung der Tschebyscheffschen Polynome, an unbe- 
quemerer Stelle machen zu miissen. 

*) Vgl. z. B. G. Pélya und G. Szegé, Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis 
(Berlin 1925), Bd. 2, 8. 102—105, 304—306. 

5) Vgl. J. Hadamard, La série de Taylor et son prolongement analytique 
(2. Aufl., unter Mitwirkung von M. Mandelbrojt) (Paris 1926), Bd. 1, 8. 77—83. 
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genzkreis der Reihe (1) hinaus fortsetzbar sei. Solche Bedingungen sind 
in den Untersuchungen von F. Carlson und des Verfassers iiber Potenz- 
reihen mit ganzzahligen Koeffizienten implizite enthalten ‘*) und sollen hier 
in vervollstaindigter Form explizite dargestellt werden. 

Um diese Bedingungen richtig formulieren zu kénnen, miissen wir 
zuerst eine beschrankte und abgeschlossene Punktmenge & in der Ebene 
der komplexen Zahlen betrachten. Es sei T,(z)=2z"-+-... das zur Punkt- 
menge YW gehérige Tschebyscheffsche Polynom n-ten Grades, d. h. dasjenige 
Polynom n-ten Grades mit héchstem Koeffizienten 1, das in U& am 
wenigsten von 0 abweicht. D.h. das Maximum 1, von |7\(z)| in & 
wird von dem Maximum keines anderen Polynoms von demselben Grad 
und demselben héchsten Koeffizienten in derselben Punktmenge unterboten. 
Es existiert nach M. Fekete®) der Grenzwert 


lim Vz, =t 


und wird als ,,transfiniter Durchmesser“ von & bezeichnet *). 
Das Ziel dieser Arbeit ist der Beweis von folgendem Satz: 


Es sei U eine beschraénkte und abgeschlossene Punktmenge, deren 
Komplementarmenge zusammenhangend ist. 

Es sei o der Radius des kleinsten Kreises vom Mittelpunkt z= 0, 
der die abgeschlossene Punkimenge U enthdalt, o der Radius des kleinsten 
Kreises von demselben Mittelpunkt, der den perfekten Kern von & enthalt, 
und « der transfinite Durchmesser von %. 


Es sei die Punkimenge U der Funktion f(z) so angepaBt, daB o der 
Konvergenzradius der Reihe (1) ist und f(z) in der Komplementdrmenge 
von U regular und eindeutig bleibt. 

Falls n so mit k verbunden ist, daf 


’ eee 


*) a) G. Pélya, Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten, Math. Annalen 77 
(1916), S. 497-513; b) F. Carlson, Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten, 
Math. Zeitschr. 9 (1921), S. 1-13; c) G. Pélya, Sur les séries entiéres & coefficients 
entiers, Proceedings of the London Math. Society (2) 21 (1922), p. 22-38. Vgl. ferner 
d) G. Pélya, Arithmetische Eigenschaften und analytischer Charakter, Jahresbericht 
d. deutsch. Math. Ver. 31 (1922), S. 107—115 und e) G. Szegé, Tschebyscheffsche Poly- 
nome und nicht-fortsetzbare Potenzreihen, Math. Annalen $7 (1922), S. 90—111. 

5) M. Fekete, Uber die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen Glei- 
chungen mit ganzzahligen Koeffizienten, Math. Zeitschr. 17 (1923), 8. 228-249. Ein 
wesentlicher Spezialfall schon bei G. Faber, Uber Tschebyscheffsche Polynome, Journal 
fiir die reine u. angew. Math. 150 (1920), S. 70-106. Vgl. ferner G. Szegé, Bemer- 
kungen zu einer Arbeit von Herrn M. Fekete, Math. Zeitschr. 21 (1924), S. 203—208. 

*) Der transfinite Durchmesser der leeren Menge sei, definitionsgemiB, = 9. 
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ausfallt, ist : 

(4) Jim | Aw? (TER DE — Gian ge, 
Zusatz I. Ee ist 

(5) @jo2lt. 


Zusatz Il. Es gilt (4) gleichmafig in folgendem Sinne: Zu den 
gegebenen positiven Zahlen « (klein) und w (groB) gehért ein K, 80 be- 
schajjen, dag, sobald 
(6) n<ok 
und k > K ist, notwendigerweise die Ungleichung 


— Tes n k-1 
(n+k-1k nt+k-1 nt+k-1 


(7) | Ar” | <(o+e)"" (t+e) 
stattfindet. 
Ein Sonderfall von (4), namlich die Ungleichung 


1 
k(k-1) aad 


(8) im | Ao” | 


verdient besonders scien zu werden. Es stellt sich heraus, daB 
in vielen Beispielen die Punktmenge Y&{ der Funktion f(z) so angepaBt 
werden kann, daB in (8) das Gleichheitszeichen gilt. Durch diese Bei- 
spiele wird die Frage nahegelegt, ob die im folgenden fiir die Fortsetz- 
barkeit als notwendig zu erkennenden Kriterien auch hinreichend sind. 

Die Arbeit zerfallt in drei Teile. Der erste ist im wesentlichen dem 
Beweis eines etwas komplizierten, in Nr. 3 zu formulierenden Hilfssatzes 
gewidmet, der zweite dem Beweis des eben ausgesprochenen Hauptsatzes, 
und der dritte bringt Beispiele und Anwendungen, die insbesondere die 
zur Ungieichung (8) gemachte Bemerkung rechtfertigen werden. 


I. Uber Polynome, die in einer gegebenen Punktmenge wenig von 
Null abweichen. 


1. Zusammenstellung bekannter Hilfssatze. Es sollen &, %* 
beschrinkte und abgeschlossene Punktmengen in der z-Ebene bezeichnen, 
T(z) baw. 7*(z) die dazugehérigen Tschebyschefischen Polynome n-ten 
Grades, schlieBlich t,r* die transfiniten Durchmesser von & bzw. %*. 

I. Wenn U unendlich viele Punkte enthdlt, liegen die Nullstellen der 
zur Punkimenge U gehorigen Tschebyschef{schen Polynome T,(z), T,(z), . 
in der konvexen Hiille von %. 
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II. Wenn U* aus U mittels Verschiebung, Drehung und Dehnung 
tm Linearverhdlinis 1:c entsteht, ist t* = ct. 

Ill. Wenn U eine Teilmenge von U* ist, ist t<t*. 

IV. Hs sei gegeben die abgeschlossene Menge U und die Zahl 5,5 > 0. 
Es gibt eine abgeschlossene Menge U* mit folgenden Higenschaften : 

a) U* besteht aus einer endlichen Anzahl von punktfremden, einfach 
zusammenhdangenden Bereichen, deren jeder durch eine regulare geschlossene 
Kurve begrenzt ist. 

b) Jeder Punkt von U ist innerer Punkt von U*, und jede Rand- 
kurve von U* schlieBt Punkte von U ein. 


c) Jeder Randpunkt von U* hat von U eine kleinere Entfernung 
als 6. 

d) Es ist **< 1+ 0. 

Unter einer ,regulaéren geschlossenen Kurve“ soll in dieser Arbeit 
eine geschlossene Kurve ohne Doppelpunkte verstanden werden, die aus 
einer endlichen Anzahl von Kreisbégen besteht. (Man kénnte sich an 
Stelle von ,,Kreisbégen“ auch auf ,,Geradenstiicke* oder auf ,analytische 
Bogen“ festlegen. ) 

V. Der transfinite Durchmesser einer abgeschlossenen Menge U, deren 
(den Punkt z =o enthaltende ) Komplementarmenge © einfach zusammen- 
hangend ist, ist der Abbildungsradius von G, d.h. der Radius desjenigen 
Kreises, auf dessen Aufere sich G bei Festhaltung des Punktes z = co 
und des Linienelementes daselbst schlicht und konform abbilden laft. 

Zur Auffassung des Satzes V ist es vorteilhaft, & und G auf der 
Zahlenkugel sich vorzustellen. 

Die Hilfssitze II und III folgen unmittelbar aus den Definitionen, 
IV ergibt sich auch leicht’), I ist ein Satz von L. Fejér*), V wurde zu- 

") Wird das ganzzahlige m geniigend gro8 und das positive e geniigend klein ge- 
wahlt, so ist r/"+42<++4. Es sei 0<4<4 und» kleiner als die kleinste Entfernung 
zwischen & und dem Rand des Gebietes, in dem 

| T, (2) |< (4+ e)™. 
Man kann endlich viele in diesem Gebiet liegende Kreise vom Radius 7 finden, die & 
voll iiberdecken, und zwar so, daB der Mittelpunkt jedes solchen Kreises ein Punkt 
von & ist und keine zwei Kreise sich beriihren; letzteres wird durch zweckmiBige Wahl 
von 7 erzielt. Die Vereinigungsmenge dieser Kreisflichen heiBe %**. Man betrachte 
im Komplement von &** dasjenige hingende Teilgebiet, das z = © enthilt ; 





das Komplement dieses Teilgebietes kann als * angenommen werden. Vgl. die Be- 

merkungen bei Fekete a. a. 0.°), 8. 234, FuBnote *). Vgl. auch Szegé, a. a. 0.5), 8.207. 
*) L. Fejér, Uber die Lage der Nullstellen von Polynomen, die aus Minimum- 

forderungen gewisser Art entspringen, Math. Annalen 85 (1922), S. 41—48. 
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erst durch G. Faber") bewiesen, allerdings mit Einschrinkungen betreffend 
den Rand von @; die Einschrinkungen wurden nachher durch M. Fekete °) 
gehoben. 

Es sollen zunachst nur I und IV herangezogen werden, und zwar 
zum Beweis eines neuen Hilfssatzes, dessen etwas schwerfillige Fassung 
sich in Nr. 3 befindet, und der von einer anderen Seite her durch die 
nachste Nummer vorbereitet wird. 


2. Hilfssatz itiber die transfiniten Derivierten einer Punkt- 
menge. Es sei UA die a-te derivierte Menge der beschrankten abge- 
schlossenen ebenen Punktmenge U; hierbei bedeutet « eine finite oder 
transfinite Ordinalzahl. Es sei © eine offene Punktmenge, die XU ent- 
halt. Falls es tiberhaupt derivierte Mengen gibt, die nicht ganz in 
enthalten sind, gibt es unter thnen eine UX" von héchstem Index «,, und 
es liegen nur endlich viele Punkte von UX” auferhalb D. Es sei YU” 
in der offenen Punktmenge ©, enthalten und die Derivierte von héchstem 
Index, die nicht ganz innerhalb ©, liegt, sei (falls sie existiert) mit U™ 
bezeichnet usw. Es ist a>a,>a,>a,>... und das Verfahren bricht 
nach endlich vielen Schritten ab; d. h. es existiert eine natiirliche Zahl l, so 
beschaffen, dap die offene Punktmenge ©,, die U'” enthdlt, auch U enthdlt. 

Beweis. Da die Ordinalzahlen wohlgeordnet sind, gibt es unter den 
Derivierten von % eine von kleinstem Index f, die ganz in © enthalten 
ist, 8 <a. Ich behaupte, daB f keine Limeszahl ist. Denn ware £ Grenz- 
wert der unendlichen wachsenden Folge ,, f,,..., 6,,---, 80 hitten, wenn 
© die Komplementirmenge von © bezeichnet, die ineinandergeschachtelten 
abgeschlossenen Mengen AH, UH, ..., 4°" OH, ... simtlich Punkte, 
und so ware auch &” nicht leer, was der Voraussetzung widerspricht. — 
Somit kann man, falls iiberhaupt 6>0 ist, B=a,+1 setzen. Die 
Menge %*’ D ist abgeschlossen und nicht leer; hiitte sie unendlich 
viele Punkte, so ware auch &@*” 5 — YH nicht leer, was der Be- 
deutung von § widersprechen wiirde; also hat &’O nur endlich viele 
Punkte. — Ist & in ©, noch nicht enthalten, so bestimmt man dhnlich 
die Zahl «, usw. Die absteigende Folge von Ordinalzahlen «, a, , a, %,.-. 
mu8 wegen der Wohlordnung nach endlich vielen Gliedern abbrechen. 
(Das Abbrechen der Folge «, «,,«,,... ist iibrigens auch aus dem Borel- 
schen Uberdeckungssatz klar. ) 


Es sei hervorgehoben, daB Satz und Beweis ihren Sinn behalten, 
wenn die Menge % leer ist, wie auch dann, wenn % und © zugleich 
leer sind. 

3. Hilfssatz iiber Polynome, die wenig von Null abweichen. 
Es set U eine beschrinkte, abgeschlossene, ebene Punktmenge, & thr per- 

44* 
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fekter Kern, d. h. die Gesamtheit der Verdichtungspunkte von U, und es 
sei t jetzt als der transfinite Durchmesser von & (nicht als der von %) 
definiert. Es sei ferner gegeben die Zahl «, e>0. Dann kann man 
endlich viele reguldre geschlossene Kurven &,, 2,,...,2%,,, die zu je zwei 
punktjremd sind, und eine unendliche Folge von Polynomen Q,(z), Q,(z), 
Q,(z), ---» Q(z), ... folgenden Bedingungen gemaf bestimmen: 

a) Jeder Punkt von % liegt im Innern einer Kurve 2, (1S u<m). 

b) Jeder Punkt von 2, hat von U eine kleinere Entfernung als « 
(u=1,2,...,m). Falls 2, Punkte von B umschlieBt, so hat jeder Punkt 
von 2, schon von & eine kleinere Entfernung als e. 

c) Q,(z)=1, Q(z) =2"+... tst vom n-ten Grad und hat 1 zum 
héchsten Koeffizienten (n = 0,1, 2, 3, ...). 

d) Entlang solcher Kurven 2,, die Punkte von & umschlieBen, bleibt 
die Folge 
Qo(z), Qi(2)(r+e)*, Qalz)(e te), --- Q,(2)(e+e)™, 
beschrankt, entlang solcher Kurven &,, die keinen Punkt von & um- 
schlieBen, bleibt sogar die Folge 


Sta), SG teje*, Give s+, Qian’, 
beschrankt. 


Beweis. Die Menge & der Verdichtungspunkte von & kann bekannt- 
lich als die «-te Derivierte von & aufgefaBt werden, wobei a eine finite 
oder transfinite Ordinalzahl bedeutet. Ich werde die unter Nr. 2 beschriebene 
Konstruktion auf {= anwenden. 

Es treten im folgenden gewisse positive Zahlen 4, 6,, 6,,... auf, die 
simtlich kleiner sind als ¢; die weitere Fixierung ihrer Werte sei noch 
vorbehalten. 

Man wende den Hilfssatz IV auf & (anstatt auf %) an*). Es heiBe 
auch jetzt &* die durch regulire geschlossene Kurven begrenzte Punkt- 
menge vom transfiniten Durchmesser t*, die in bezug auf & den Be- 
dingungen a), b), c), d) von Hilfssatz IV geniigt. Die inneren Punkte von %* 
bilden die offune Punktmenge ©, die im Sinne der Konstruktion unter Nr. 2 
zu verwenden ist. %‘” sei, wie in Nr. 2, die Derivierte von héchstem Index 
die durch © nicht véllig itiberdeckt ist; &*” soll &, Punkte auBerhalb © 
besitzen. Man konstruiere k, Kreise, deren Zentra diese k, Punkte sind, 
und zwar folgendermaBen: 





*) Im Text wird der Fall vor Augen behalten, in dem 8 = nicht leer ist. 
Wenn & leer ist, kann die Konstruktion des Textes vereinfacht, oder aber in folgen- 
der Weise uminterpretiert werden: %* ist ein willkiirlich gewahlter Punkt a von &, 
© ist leer, r=0, T*(z) =(z—a)". 
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1. Der Radius jeden Kreises ist < 4,. 

2. Die offenen Flachen dieser Kreise bilden zusammen mit © ein 
offenes Gebiet ©,, das das Innere von endlich vielen, zueinander punkt- 
fremden regularen geschlossenen Kurven ausmacht. 

3. Die Punkte derjenigen der eben erwahnten Kurven, die Punkte von 
@ umschlieBen, sind von % in kleinerer Entfernung als 6. 

Dies alles 148t sich durch die Wahl geniigend kleiner Kreise erreichen, 
wie man bei genauer Erwiagung aller Méglichkeiten (z. B. daB einige der 
k, Punkte auf den Rand von © fallen kénnen) findet. 

Wie ©, aus ©, so sei ©, aus ©, konstruiert: Um die k, Punkte 
von &', die auBerhalb ©, geblieben sind, werden k, Kreise vom Radius 
< 6, geschlagen, deren inneren Punkte mit ©, zusammen ©, bilden, das 
die sinngem&8 modifizierten Bedingungen 2, 3 (© ist jetzt in O, und 0, 
in ©, zu verwandeln) erfiillt. Ahnlich konstruiert man ©,, ,,... durch 
Hinzufiigen von k,, k,,... Kreisen, deren Radien bzw. < 6,, 6,,... sind, 
unter Beobachtung der sinngem&8 modifizierten Bedingungen 2, 3. So 
gelangt man durch sukzessive Hinzufiigung von offenen Kreisflachen schlieB- 
lich zur Punktmenge ©,, die & als Teilmenge enthalt, und das Innengebiet 
von endlich vielen, reguliren, geschlossenen, zueinander punktfremden 
Kurven &,, 2,,..., 2, ausmacht; diese erfiillen, gemaéS Konstruktion, die 
geometrischen Bedingungen a), b) des zu beweisenden Satzes; die letztere 
ist wegen 3. und d<e, 6,<¢,d,<e,... erfillt. 

Tr(z), T(z), ..., T*(z),... seien die zum Gebiet &* gehérigen 
Tschebyschefischen Polynome (7*(z)=1, T*(z)=2"+...). Am Rande 
von © (oder von &*, was dasselbe ist) gilt, nach Konstruktion (r* < ++ 6) 
und gema8 der Definition der Tschebyschefischen Polynome und der Zahl r* 
(9) Ta (z) = O((r+4)") fiir n—-oo. 

P,(z)=2"%-+... sei dasjenige Polynom mit héchstem Koeffizienten 1, 
dessen Nullstellen die k, Punkte von U‘ sind, die auBerhalb ©, _, liegen 
und in der Konstruktion als Mittelpunkte der Kreise dienten, durch deren 
Hinzufiigen ©, aus ©, , entstanden ist (©, bedeutet ©). Daher ist in 
solchen Randpunkten von ©,, die nicht Randpunkte von ©,_, sind, einer 
der k, Linearfaktoren von P,(z) dem Betrage nach < 4,. 

Es sel O< y< . auch der Wert von y wird erst spater genauer 
fixiert. Es sei 


(10) p—n—k,[7*]—2,[5"]-...-a [5] 


({z] hei®t ganzer Teil von x); es ist 


poen(l—y—y*—...—7')>09. 
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Ferner sei 

(11) Qg(2) = Tp (2) Py (2), (2)... (ayer 

gesetzt. Q(z) erfiillt offenbar die Bedingung c). Alles kommt darauf 
hinaus, zu zeigen, daB durch passende Wahl von y, 6, 4,,5,,... die Be- 
dingung d) erfiillbar ist. 

4. Fortsetzung des Beweises. Es sei & der kleinste abgeschlos- 
sene konvexe Bereich, der alle Punkte umfaBt, die von & eine kleinere 
Entfernung als « besitzen. Alle Kurven 2,, 2,,..., 2,, und alle Nullstellen 
von Q(z) liegen in &; die Nullstellen von P,(z) sind Punkte von U, fiir 
die von 7; (z) vgl. I unter Nr. 1. Bedeutet z einen auf 2%, liegenden Punkt, 
so stellt jeder Linearfaktor von Q(z) den Verbindungsvektor zweier in & 
gelegenen Punkte dar. 

Es sei d der Maximalabstand zweier in & gelegener Punkte, der sog. 
Durchmesser von ; es ist d > 2e. 

Die Zahl 4 sei bloB der (schon ausgesprochenen) Bedingung 


(12) 0<d<e 
unterworfen. Es sei die positive Zahl A so gewahlt, daB 
(13) d<A, 
(14) t+dO<A. 
Es sei y so gewahlt, daB 

ve 
(15) (r+) (A) <tte. 
SchlieBlich sei 56, der Ungleichung 

e\4” 

(16) 0<4,<A() 


unterworfen. k,, also auch 6, ergibt sich erst nach der Wahl von 4, , 

(6,= 4) und / ergibt sich nach der Wahl von 4, A, y, 6,, 64, 55,.... 
Auf dem Rand von © (= Rand von %*) ist, wie man durch suk- 

zessive Heranziehung von (11), (13), (9), (10), (14) und (15) findet, 


| Qu (2)| <| TF (2)| A*-? = 0 ((r +-4)"(-4,)"”) 





=. 


- of + 5)" (4) = O((r +2)". 


Auf demjenigen Stiick des Randes von ©,, das nicht Rand von ©,_, ist 
(A=1,2,...,2), hat ein gewisser Linearfaktor von P,(z) einen Be- 
trag <6,, gem&B der Konstruktion von P,(z), und daher ergibt es sich 
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da sogar, mit Beachtung von (11), (13) und (16), 


y>nky*—-1 


Anko) un—lyAnkr? 3 
|Qa(2)| Sayer gr-tanry — () 


Nun ist irgendein Punkt von 2, entweder Randpunkt von D oder von 0, 
oder von ©,... oder schlieBlich von ©,. Beachtet man, da8 solche 
Kurven 2,, die keine Punkte von & einschlieBen, nur aus Randpunkten 
von ©,, ,,..., 0, bestehen, so findet man den am Anfang der Nr.3 aus- 
gesprochenen Hilfssatz voll bestatigt. 


5. Korollar. Da Q,(z) auf den Kurven 2, (und so auch im Innern 
der Kurven 2,) also in allen Punkten von & gleichmaBig O((t + «)") 
ist, ist der transfinite Durchmesser von % (nach Definition, vgl. die Ein- 
leitung) nicht gréBer als t+, also <t, da « beliebig ist. Er ist auch 
=t, da die abgeschlossene Menge & die Menge ihrer Verdichtungspunkte %, 
als deren transfiniter Durchmesser + definiert wurde, enthalt (vgl. III 
unter Nr. 1). Er ist somit =r. So haben wir folgenden Satz gefunden: 
Eine beschrankte abgeschlossene Punktmenge und thr perfekter Kern haben 
denselben transfiniten Durchmesser**). Dies Ergebnis kann man, auf 
Grund von III unter Nr. 1, auch so aussprechen: Zwei beschrankte 
und abgeschlossene Punktmengen, die sich nur in abzdhlbar vielen Punkten 
unterscheiden, besitzen denselben transfiniten Durchmesser. 

Der perfekte Kern der in dem Hauptsatz erwahnten Punktmenge 
hat, nach dem eben Gesagten, denselben transfiniten Durchmesser wie 2, 
nimlich t. Er ist in der Kreisflaiche |z| << o enthalten, dessen transfiniter 
Durchmesser, nach Hilfssatz V, gleich ihrem Radius o ist. Somit folgt 
aus Hilfsatz III, daB t<o ist, und hierin besteht der nichttriviale Teil 
des Zusatzes I zu dem Hauptsatz. 


A" = O(e"). 


II. Beweis des Hauptsatzes. 


6. Der Beweis steckt sich als Zielpunkt den verschiarfenden Zusatz II 
und macht vollen Gebrauch von dem in Nr. 3 formulierten Hilfssatz. 


a) Die Funktion f(z) ist, nach Voraussetzung, in dem m-fach zu- 
sammenhangenden AuBenraum der Kurven &,, &,,..., &,, regular und ein- 
deutig. Daher ist der n-te Koeffizient der Reihe (1) 

1 n 
a, = sea tle)s dz, 
g 
wo der Integrationsweg 2 die Gesamtheit der Kurven &,,%,,...,2% 


m? 


%°) Ein Spezialfall hiervon ist der bei Szegé a.a.O. °), S. 208, FuBnote *) an- 
gegebene Satz. 
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alle im positiven Sinne durchlaufen, bedeutet. Hieraus erhalt man durch 
geeignete Kombination der Zeilen und der Kolonnen*) folgenden Ausdruck 
der Determinante (2): 


(17) As? =| 54h 12)" 0112), (2) 
$ A, w= 0,1, ...,8-1 

Q,,(z) bedeutet das aus dem Hilfssatz der Nr. 3 bekannte Polynom, 

n=0,1,2,..., und die Umformung stiitzt sich wesentlich auf die dort 

unter c) genannte Eigenschaft. 

b) Wenn z die m Kurven &,, &,,..., 2,, durchlauft, erreicht | f(z)| 
ein bestimmtes Maximum M. 

c) Diejenigen Kurven 2,, die Punkte von & umschlieBen, seien 
generell mit 2,, diejenigen, die Punkte von % nicht umschlieBen, mit &, 
bezeichnet. Die Kaurven 2, liegen alle in der Kreisscheibe |z|<o+¢ 
und die Kurven &, in der Kreisscheibe |z|<@-+e«. Vgl. den Hilfssatz 
in Nr. 3, unter b). 

d) Es gibt eine Konstante C, so beschaffen, da8 


|Q,(z)| <O(t+e)” entlang &,, 
|Q,(z)|< Ce? entlang 2, 
(p=0,1,2,...). 
Es sei A die Gesamtlange der Kurven &, und B die der Kurven &,. 
Auf Grund von b), c), d) ergibt sich fiir das allgemeine Element der 
Determinante (17) die Abschiatzung 
1 


(18) | gL Grlere"Q(e)@, (2ae| 
Q 





<A M(o+e)"O%(r+e)'** + © M(o +e)" 0% eit 
=A(o+e)"(e+e)'**+B(o+e)*e*, 
wo A,B von n,i, u unabhangig sind. 
Im folgenden Beweis soll der schwierigere Fall, in dem +> 0 ist, 
ins Auge gefaBt werden. Es sei gegeben eine (kleine) positive Zahl 7. 
Wir denken uns ein positives « von vornherein so klein gewahlt, da8 
co) ” 
(19) (5) (=) <! 
(m kommt unter (6) vor); dies ist méglich, falls +> 0 ist. Wir haben 
die Elemente in den ersten [k] Kolonnen der Determinante (17) anders 
abzuschitzen, als die in den letzten k — [ky]. 





1) Vgl. a.a. 0. **) S. 25-26. 
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1. 4<[kn]. Die letzte Zeile von (18) ist 
<(A+B)(o+¢)"(t+2e)'™. 
2. u>[kn]. In diesem Falle ist die letzte Zeile von (18) 
~(4+.0(22) (Ey (ay oot ore tar 
< (443 (22) "()")(o teeta? 
<(A4+B)(o+.e)"(r+.e)'*" 
fiir geniigend groBes k, mit Riicksicht auf (6). (5) und (19). 
Wir heben aus der (4 + 1)-ten Zeile der Determinante (17) die Potenz 
(x -+-e)* hervor und aus der (u + 1)-ten Kolonne (A+ B) (9+ ¢)"(t+.«)“ 


bzw. (A+ B)(o+.e)"(r+ 2)", je nachdem yu < [ky] oder u> [kn] ist. 
Wir erhalten so fiir geniigend groBes k, dab 


| A” | < (t+-e)**-? (4 + B)* (0 + )*™ "(0 + 2)? *-™ pr, 











k-1 


a ee ae Te eet 2S . & 
| age ere < (A+ B)k)***"? (2t#)"(o4 grt. pr. 





Mit Riicksicht darauf, da8 » und « beliebig klein gewahlt. werden kénnen, 
ist die letzte Aussage mit (7) gleichbedeutend. 


Ill. Beispiele und Anwendungen. 
7. Beispiel. Wir betrachten die Funktion 





ra 1 
(20) log =-+55t+gat--.- 
Fiir die Funktion (20) ist 











n n+1’ 
1 1 1 | 
n+1 n+2 n+k 
1 1 1 
(21) A® n+2 n+8 n+k+1 ]3 
1 1 1 
n+kn+k+1°°"n+2k—-1 











es soll bewiesen werden, da8 


1 
(22) iin |” ja-ne ial + 
k>o 
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ferner daB 
1 
a ae 2x? 2x 
li (k) \(m+k-1)E __ x ‘S. 
~ — , (1— x)?" (140A +9" wt og 
falls n so mit k verbunden ist, daB 
k-1 
(24) hood = fated, (0<*< 1). 


Zuerst soll die Gleichung unter (23) bewiesen werden. Man findet 
auf Grund einer bekannten Determinantenformel**), daB 


a [1#-1 g*-2 gt-8 (g_1)?]?” 
* (n+ 1)? (n42)?... (n+ b)*... (n+ 2-2)? (n+-2k-1)2 


vey Oro" _ 
k*\n+k f1-(44) | [1 (<3) | ...f1-(] 


log A 1 1 k k 
(ntk—1)k n+k-1 war rer log = 























k-1 
y (n+ k)?* k-—y y \3 1 
+ atEat S ( (1—) log z= - (n+k+1)k< 34 os[1- — (sy) = 





—0 +x logx +o«fa — x) logz-dz — 1 — x) log (1 — x*)-dz 
0 0 


unter der Bedingung (24). Die letzterhaltene Beziehung ist mit der 
Gleichung unter (23) gleichbedeutend. Die Gleichung (nicht die Un- 
gleichung!) unter (23) bleibt, wie die Ableitung zeigt, auch fiir x= 1 
giiltig und ergibt in diesem Grenzfall (22). 

Nun soll die Ungleichung unter (23) bewiesen werden. Sie ist, wenn 


(25) (x)= 22" log 42 —(1— z)* log (1 — x) —(1+-2)* log (1+ 2) 
gesetzt wird, mit 
(26) p(x)<0 fir 0<2<1 


gleichbedeutend. Man findet (alle drei nun folgenden Werte sind durch 
die Forderung der Stetigkeit definiert), da 


(27) y(0)=0, (1)=90, 
(28) p’(0)=0 


1%) Vgl. zB. a.a.0. *) Bd. II, Aufgaben 3, 4 auf 8.98 und 299-300. 
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Gabe es einen Wert x=x, 0<x<1, 80 beschaffen, daB y(x)=0 ist, 
so wiirde ’(x), gem&B (27), in mindestens zwei inneren Punkten des 
Intervalles 0, 1 verschwinden, und folglich wiirde, gemaB (28), auch y” (x) 
mindestens zwei verschiedene Nullstellen im Innern desselben Intervalles 
besitzen. Nun hat aber 


P 16 z* 
Y (x) = 2 log i 





nur die einzige Nullstelle x = i zwischen 0 und 1. Also verschwindet 


die Funktion g(x) in keinem innern Punkt des Intervalles 0,1. Sie ist 
daselbst von konstantem, und zwar von negativem Vorzeichen, wie die 
Berechnung eines Wertes, z. B. von p(}) zeigt. 


8. Bemerkungen zum vorangehenden Beispiel. Es sei nun 
unter @ irgendein einfach zusammenhingendes Gebiet in der z-Ebene 
(auf der z-Kugel) verstanden, das den Punkt z=oo enthilt, und die 
Punkte z= 0 und z=1 nicht enthalt. Die Funktion (20) ist in G regular 
und eindeutig. Als Gebiet hat @ nur innere Punkte. Die Komplementar- 
menge von @& ist beschrankt und perfekt; sie sei M, ihr gréBter Abstand 
vom Nullpunkt o und ihr transfiniter Durchmesser t genannt. Es ist offen- 
bar o>1 und ¢ ist, nach dem unter Nr. 1 zitierten Satz V, der Abbil- 
dungsradius von ©. 


Da fiir die jetzt betrachtete Funktion (20), wie eben berechnet, die 
Gleichung (22) gilt, ergibt der Fall (8) des Hauptsatzes, daB 


1 
7st: 


Wir haben so einen bekannten wichtigen Satz iiber konforme Ab- 
bildung (die zuerst von L. Bieberbach erbrachte Wertbestimmung der 
Koebeschen Verzerrungskonstanten) wiedergefunden™*): Der Abbildungs- 
radius eines einfach zusammenhangenden Gebietes, das den Punkt co ent- 
halt und die Punkte 0 und 1 nicht enthdlt, ist mindestens {. 

Wie bekannt, ist } hier die beste Grenze; die Funktion 


1 1 1 
e=39+q(4uta5) 
bildet das KreisiuBere |w|>% schlicht auf die von 0 bis 1 geradlinig 


13) Vgl. z. B. a.a.0.*), Bd. II, Aufgaben 141, 142 auf 8. 25 und 8.199. Auf 
Grund der Resultate von **) wurde ein dquivalenter Satz schon vorher durch G. Szegé 
auf ahnliche Art bewiesen. Vgl. a. a. 0. ¢), 8. 110, FuBnote *). Fiir einen auf die (auch 
hier benutzte) GréBenordnung der Tschebyscheffschen Polynome in direkter Weise 
guriickgreifenden Beweis vgl. G. Faber, Uber Potentialtheorie und konforme Abbildung, 
Sitzungsber. d. Bayer. Akad. (1920), 8S. 49—64, insbes. 8. 56—58. 
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aufgeschlitzte z-Ebene ab. Wird also in dem Hauptsatz unter f(z) die 
Funktion (20) und unter & die abgeschlossene geradlinige Verbindungs- 
strecke der Punkte 0 und 1 verstanden, so gilt in (8) das Gleichheits- 
zeichen. Hingegen kann fiir die Funktion (20) das Gleichheitszeichen in 
(4) bet keiner Wahl von U gelten, wenn 0 <x <1 ist. Denn die linke 
Seite von (4) ist im vorliegenden Falle <4~", gemaB (23). Nun mu8 
YW ein die Punkte z=0 und z=1 verbindendes Kontinuum enthalten, 
sonst ist (20) in der Komplementérmenge von % nicht eindeutig. Also 
ist o>1 und, nach dem eben Gesagten, r>3, somit die rechte Seite 
von (4) 
oe a (Z) = pe 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB das Beispiel (20) in dem folgenden 

allgemeineren Beispiel enthalten ist: 


1 


(29) (jm { HS y.... 


z—u z z* z* 
0 


z(u) bedeutet hierbei eine wesentlich positive, stetige Funktion der reellen 
Variablen u, OS u<l. (Um (20) aus (29) zu erhalten, ist y(u)=—1 
zu setzen.) Gilt fiir 7(u) die Ungleichung 

O0O<msz(u)SM fir 0OSudsl, 


so steht die aus den Koeffizienten 
1 
a, = fz(u)u™du 
0 


gebildete Determinante A“ zu der Determinante (21) in einem leicht ab- 
zuschitzenden Verhaltnis. Es ist nimlich, wie sich leicht aus einem be- 
kannten Determinantensatz ergibt**), 

1 k-1 
n+1+4+ FP, u=0 


m* 





<4" <M i 


n+1l+iA+u 





A, u=0 


Daher bleiben (22) und (23) auch fiir die allgemeine Funktion (29) giiltig. 


“) Fir den Determinantensatz vgl. z. B. a.a.O.*), Bd. I, Aufgabe 68, 8. 48 und 
8. 208. Eine allgemeinere Ungleichung findet sich bei G. Szegé, A Hankel-féle for- 
makrél, Math. és természettudomanyi értesité 86 (1918), S. 497—588, vgl. 8.514. In 
dieser Arbeit ist iibrigens der asymptotische Wert A? fiir die Funktion (29) genauer 
bestimmt als hier durch (22) geschehen ist. Fiir die spezielle Funktion (20) findet 
sich iibrigens eine (22) enthaltende genauere Abschitzung schon bei D. Hilbert, Ein 
Beitrag zur Theorie des Legendreschen Polynoms, Acta Math. 18 (1894), 8. 155—159. 
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9. Fortsetzbare Potenzreihen. Wenn die Potenzreihe (1) iiber 
ihren Konvergenzkreis |z|=@ hinaus forteetzbar ist, kann die in dem 
Hauptsatz erwahnte Punktmenge UM so gewshlit werden, daB ihre Kom- 
plementérmenge einfach zusammenhdngend ist und das KreisiuBere |z| > 0 
als echtes Teilgebiet umfaBt. In diesem Falle ist der transfinite Durch- 
messer t von &%, gemaB V unter Nr. 1, der Abbildungsradius der Kom- 
plementarmenge von W und als solcher, nach einem bekannten fundamen- 
talen Satz iiber die konforme Abbildung**), kleiner als der Abbildungradius 
des Teilgebietes |z| > 0, alsot<o. Zusatz II zu dem Hauptsatz ergibt also: 

Notwendig fir die Fortsetzbarkeit der Reihe (1) vom Konvergenz- 
radius @ ist die Bedingung, daB 


1 
(30) Tim | An” |***"* < @ 


ist, wenn n so mit k verbunden ist, daB das Verhdlinis n/k beschrankt 
bleibt. 

Mit < an Stelle < wire (30) nichtssagend; es gilt < auf alle Fille, 
d. h. auch fiir nichtfortsetzbare Reihen, wie es leicht festzustellen. Ein 
Teil der notwendigen Bedingung (30) (naémlich n = 0) 148t sich so formu- 
lieren: Die Reihe 


@,+4,2+a,2°+...+a,2*+... 


ist nur dann fortsetzbar, wenn ihr Konvergenzbereich ganz im Innern des 
Konvergenzbereiches der Reihe 


AP 2+ Amat +... + AP eh +... 
enthalten ist. 
10. Potenzreihen mit Hadamardschen Liicken. Man sagt, daB 
die Reihe 


ay 


(31) Wt tS + te = Hle) 


worin @,,,=4@,,,=---=@,_,=4@,_, =0 ist, zwischen a, und a, eine 
Liicke von der Lange g -- p -- 1 aufweist. Gibt es eine unendliche Folge 
von Koeffizientenpaaren a,, a, mit so groBen Liicken dazwischen, da8 


(32) lim > 1 


ist, wenn p und q die zusammengehérigen Indizespaare der Folge durch- 
laufen (p die Indizes der vorderen, q die der hinteren Glieder), so soll 
gesagt werden, daB die Reihe (31) ,.Hadamardsche Liicken“ aufweist. 


16) Vgl. z. B. a.a.0.*), Aufgabe 121, 8S. 21 und S. 195. 
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Die Existenz der Liicke zwischen a, und a, in der Reihe (31) hat 
zur Folge, daB gewisse Determinanten (2) verschwinden und andere sich 
auf das Produkt der Glieder in der Nebendiagonale reduzieren. Auf diese 
Art findet man insbesondere 


(33) AS? =+af”, 
(34) Avyavi= tap”, falls go2p+1, 
(35) A?t” —~+a2**, falls g>2p+1. 


Wenn p die Indizes der vorderen Glieder der Koeffizientenpaare a,,a, 
durchlauft, die durch (32) ausgezeichnet sind, wachsen p, g und g — p 
gleichzeitig ins Unendliche, und die Quotienten 
p 1 2p-—q 1 
9" g_, ae tT’ 
P P 

bleiben beschrinkt. Die zur Anwendung des Zusatzes II nétige Voraus- 
setzung ist also erfiillt, und wir finden, daB bei gegebenem ¢, « > 0, und 
fiir geniigend groBes p die Ungleichungen 


8 
p 


1 1 





= 2 gue. 
(86) ASP I" =| ay|"<(o+e)"(r+e) *, 


1 1 
Ne Bae 2 a q 


= —=—1 
(37) [Aes | = lap |? <(o+e) "(e+e)" , fallsg <2p+1, 


1 1 


(38) japrnyrr’” lanl <e+s, falls g>2p+1, 
erfiillt sind. 

Ist die Potenzreihe (31) iiber ihren Konvergenzkreis fortsetzbar, so ist 
t< zu wahlen, vgl. unter Nr. 9. Da auf alle Fille o < 9 ist, finden wir 
auf Grund von (36), (37), (38): Wenn eine Rethe mit Hadamardschen 
Liicken forisetzbar ist, sind die diese Liicken begrenzenden Koeffizienten 
a,, a, klein“, namlich es ist 


1 1 

(39) Tim |a, |” < lim ja,|", 
n?>o2 

4 a 

(40) lim |a,|* < lim |a, |" 


(m durchlauft die liickenlose Zahlenreihe 0, 1, 2, ...). 
Das durch (39) ausgedriickte Resultat ist durch G. Szegé bekannt**), 


18) Aa O. 4¢), Satz 7, S. 109. 
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und beide Ungleichungen (39), (40) sind in allgemeineren Resultaten von 
A. Ostrowski enthalten’’), jedoch scheinen die expliziten Abschitzungen 
(36), (37), (38) neu zu sein**). 

11. Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. Wenn die 
Koeffizienten a,,4,,4,,... der Rethe (1) ganze Zahlen sind (gewdhnliche 
ganze Zahlen 0, +1, +2,... oder auch ganze Zahlen eines bestimmten 
imagindr-quadratischen Zahlkérpers €) und die durch die Rethe definierte 
Funktion f(z) reguldr und eindeutig bleibt in der zusammenhdngenden 
Komplementarmenge einer abgeschlossenen Punktmenge U, deren trans- 
finiter Durchmesser kleiner als 1 ist, so ist f(z) eine rationale Funktion. 

Es folgt aus (8), da jetzt t< 1 ist, daB die Determinanten der Folge 


(41) AD Ae A®.... 


von einer gewissen an dem Betrage nach kleiner als 1 sind. Aber die 
Determinanten (41) sind auch ganze Zahlen (gewéhnliche oder solche des 
Zahlkérpers f) und die einzige gewéhnliche ganze Zahl (die einzige ganze 
Zahl des imaginar-quadratischen Zahlkérpers f), deren Betrag < 1 ist, ist 
die Zahl 0. Die Determinanten (41) sind also von einer gewissen an 
simtlich = 0. Hieraus folgt nach einem bekannten Kriterium**), daB die 
Potenzreihe (1) eine rationale Funktion darstellt, w. z. b. w. 


™”) A. Ostrowski, Uber Potenzreihen, die iiberkonvergente Abschnittsfolgen be- 
sitzen, Sitzungsberichte d. preuBischen Akademie (1923) 8. 185—192, Satz II. 

18) Der Hadamardsche Liickensatz ist sowohl in (39) wie in (40) offenbar ent- 
halten, aber man kann noch weiteres aus diesen Ergebnissen folgern. In den be- 
kannten Untersuchungen von E. Fabry ist der folgende Satz enthalten: ,Der Kon- 
vergenzradius der Reihe Sa,2" sei 1. Es sei 6 gegeben, 0<5<1, und n,, n,... 
eine wachsende Folge von Indizes. Die Anzahl derjenigen nichtverschwind a,, fiir 
welche n, (1—3)<»< my ist, sei mit i,, die Anzahl derjenigen, fiir welche n,<i#< 
m™,(1+ 6) ist, mit r, bezeichnet. Wenn 


A. 





] | 
(a) lim log | Gn, | =0, 
k>ow Ne 
(b) lim * 0, (c) lim “* —0 
koa ™ ko ™ 


ist, so ist der Kreis |z|=1 natiirliche Grenze fiir Sa,z".“ (Vgl. E. Fabry, Sur les 
séries de Taylor qui ont une infinité de points singuliers, Acta Math. 22 (1899) 8S. 65—87, 
ferner a. a. O. *) 8. 47). Kombiniert man das durch (39) und (40) ausgedriickte Re- 
sultat des Textes mit einer zu ahnlichen Zwecken hiufig brauchbaren Methode von 
G. Faber (vgl. Uber die Nichtfortsetzbarkeit gewisser Potenzreihen, Sitzungsberichte der 
bayrischen Akademie 84 (1904) S. 63—74; vgl. ferner a. a. O. *) S. 70—73), so kann 
man den zitierten ,,zweiseitigen“ Satz von Fabry durch einen schirferen _,einseitigen“ 
ersetzen: Die Behauptung des Fabryschen Satzes bleibt bestehen, wenn man eine der 
beiden Voraussetzungen (b), (c) fortlaBt. 
1) Vgl. a. a. O. **) 8. 23—24 oder a. a. O. *) Aufgabe 24, S. 103 und S. 805. 
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Der bewiesene Satz ist etwas allgemeiner, als die bisher bewiesenen 
ahnlichen Satze*). 

Der Spezialfall, in dem % abzahlbar, also tr = 0 ist, liefert folgende 
Aussage: Wenn die Koeffizienten a,,a,,a,,... der Potenzrethe 


a, + a,2+a,2* +... = F(z) 


ganze Zahlen sind, so muf fiir die Funktion F(z) einer pm folgenden 
drei Falle zutreffen: Entweder ist F(z) eine rationale Funktion, oder ist 
F(z) eine mehrdeutige Funktion, oder besitzt F(z) unadzdhlbar viele singu- 
lare Punkte. 

Die Menge der singularen Punkte ist hier fiir eindeutige Funktionen 
als die Komplementarmenge der Menge der reguliren Punkte definiert (was 
zulassig ist). Um dieselbe Tatsache noch etwas anders fassen zu kénnen, 
bediene ich mich folgender Definition™): Man sagt, daB die Potenzreihe 


(42) Co te,z+e,27+...+6¢,2"+... 
mit rationalzahligen Koeffizienten c,,c,,¢,,... der Hisensteinschen Be- 


dingung geniigt, wenn eine ganze Zahl c existiert, so beschaffen, daB 
die Koeffizienten der Reihe 


¢,cz+c,c%2*+...+¢,c%2"+... 

ganzzahlig sind. Mit Hilfe dieser Wendung la8t sich die Vereinigung des 
letzterwahnten Satzes mit einem trivialen Spezialfall des Eisensteinschen 
Satzes so ausdriicken: Wenn die Koeffizienten c,,c,,C,, ... der Reihe (42) 
rationale Zahlen sind, und die Rethe (42) eine eindeutige Funktion mit 
héchstens abzdhibar vielen singuldren Punkten darstellt, so ist die dar- 
gestellte Funktion rational oder transzendent, je nachdem die Rethe (42) 
der Eisensteinschen Bedingung geniigt oder nicht geniigt. 

12. Schlussbemerkung. Die in den Nr. 7—11 besprochenen Bei- 
spiele lassen mannigfaltig verschiedene Fille erkennen, in denen die Punkt- 


menge % so auf die Funktion f(z) abgestimmt ist, daB in (8) das Gleich- 
heitszeichen am Platze ist. 


%) In 48), 4b) und 4e) wurden Kriteria benutzt, die in (30) als Spezialfille ent- 
halten sind, naimlich fir k =n und k=n+1; dies entspricht dem Sonderfall x = } von 
(4). Das in 4¢) benutzte Kriterium entspricht dem Sonderfall x = 1 von (4) und unter- 
scheidet sich von (8) in derselben Spezialisierung, wie das in 4¢) erreichte Resultat von 
dem Ergebnis des Textes: Es wurde derzeit & der (mit dem Satz V der Nr. 1 zm- 


hg 


sam genden) Restriktion unterworfen, daB entweder die Komplementirmenge 





von & oder die von %’ einfach zusammenhingend ist. 

1) Vgl a. a. O. 42) §. 508. Rationalzahlig heiBt: entweder sind alle ¢,, c,, cg, .-- 
rational im gewdhnlichen Sinne, oder sie sind alle einem quadratisch-imaginaren Kér- 
per f entnommen, zu dem dann auch die spiter zu erwaihnende ganze Zahl c ge- 
héren muB. 
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a) Es ist f(z) durch (20) oder (29) gegeben, und %& ist die abge- 
schlossene geradlinige Verbindungsstrecke der Punkte 0 und 1; beide Seiten 
von (8) sind dann gleich }, wie in Nr. 7—8 besprochen wurde. (f(z) 
kann iiber &{ hinaus fortsetzbar sein, wird aber dann notwendigerweise 
mehrdeutig; dies ist wohlbekannt, kann aber auch aus dem Hauptsatz dieser 
Arbeit geschlossen werden.) 

b) Es seien A,, 4,, 4,,... ganz, 4, >1,4,,, > 24,, das Konvergenz- 
gebiet der Potenzreihe 

4,275 + a,2-2® +... +a, 27-*+...= f(z) 
sei das KreisiuBere |z|>o und & sei die abgeschlossene Kreisscheibe 
|z|<e@. In diesem Falle ist 


Ager +aj*? 
und beide Seiten von (8) sind =o. (Hieraus folgt nach dem Kriterium 
der Nr. 9, daB der Rand von & natiirliche Grenze fiir f(z) ist, wie auch 
sonst bekannt. Die Uberlegungen unter Nr. 10 kénnen noch weitere, etwas 
anders geartete Beispiele liefern.) 

c) Es sei die Komplementirmenge von % einfach zusammenhingend 
und der transfinite Durchmesser von & (der Abbildungsradius der Kom- 
plementirmenge von 2%) sei = 1. Es existiert**) eine Potenzreihe (1) mit 
ganzzahligen Koeffizienten a,, a,,a,,..., deren Fortsetzung auBerhalb % 
regular ist, die aber keine rationale Funktion von z darstellt. Die rechte 
Seite von (8) ist dann = 1, und die linke Seite muB >1 (also = 1) 
sein, da doch alle Aj” ganzzahlig und unendlich viele unter ihnen von 0 
verschieden sind. (Ist der Rand von & eine einfache geschlossene Kurve, 
so hat f(z) diesen Rand zur natiirlichen Grenze, wie der Hauptsatz und 
die Theorie der konformen Abbildung**) ergeben. ) 


d) Wie es der Reihe (1) unmittelbar anzusehen ist, gelangt man im 
Ubergang 
1 ,/ 2 \ 
ven fe) m f\5)s 
von 4a, zu a,,c™, 
also von A zu AM cinth-uk, 


c ist als nicht verschwindende Konstante angenommen. Es ist ferner leicht 
nachzurechnen, daB im Ubergang 


von f(z) mu f(z—c), 


™m \ fm 


also von @,, zu a,+(7)an.¢+(5 


hee .0* +...+4a,c™ 
®) Aa. 0. 4c), S. 32—34. 


*3) Aus dem schon einmal zitierten Satz a. a. O. %); der SchluB ist ausgefiihrt in 
4c) S. 34. 


Mathematische Annalen, 99. 45 
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A® unverdndert bleibt (nicht A” fiir n > 1!); man kann zum Nachweis in 
Formel (17) n = 0 und Q,(z) =(z+c)* =z‘ +... setzen, 4=0,1,2,.... 

Man kann diese Tatsachen mit Satz II unter Nr. 1 so zusammenfassen: 
Bei linearen Transformationen der z- Ebene, die die beiden Punkte z = 0 und 
z= oo unverindert lassen, andern sich die beiden Seiten von (4) auf die 
gleiche Weise, namlich wie die Distanzen der singularen Punkte von f(z) 
vom Nullpunkt. Bei linearen Transformationen der z-Ebene, die bloB den 
Punkt z= oo unverdndert lassen, andern sich die beiden Seiten von (8) 
auf die gleiche Weise, namlich wie die Distanzen der singuléren Punkte 
von f(z) voneinander. 

Diese Bemerkung gestattet die Beispiele unter a), b), c) durch Be- 
wegungen und Dehnungen der Ebene zu vermehren. 


(Eingegangen am 24. 10. 1927.) 
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W. Saxer. 





Einleitung. 


Der Picardsche Satz stellt eines der klassischen Resultate in der 
Theorie der ganzen Funktionen dar und hat zu einer Fiille von schénen 
und tiefen Untersuchungen AnlaB gegeben. Diese Arbeit kniipft an eine 
bestimmte Gruppe derselben an, welche durch die drei Namen Montel, 
Julia und Ostrowski charakterisiert wird. Julia*) ist es unter Anwendung 
und Verfeinerung einer Montelschen Begrifisbildung gelungen, nicht nur 
Aussagen iiber die Anzahl der a-Stellen einer ganzen Funktion, sondern 
auch iiber deren Argumente zu machen. Sein in dieser Richtung gewon- 
nener Hauptsatz lautet: 

Es sei z=o(t) (1<t< oo) die Parameterdarstellung einer stetigen 
vom Punkte z=1 sich ins co erstreckenden Kurve. Dann gibt es stets 
Kreise mit beliebig kleinem Radius und mit dem Zentrum z, mit folgen- 
der Eigenschaft: Wenn man diese Kurve z=o(t) um den Nullpunkt so 
weit rotiert, bis sie durch den Punkt z, geht und den gegebenen Kreis 
langs der rotierten Kurve ins oo verschiebt unter gleichzeitiger Vergré- 
Berung seines Radius proportional dem Abstand vom Nullpunkt, dann 
nimmt eine ganze transzendente Funktion in diesem Gebiete simtliche 
Funktionswerte bis auf héchstens einen einzigen co oft an. Man kann als 
Kurve z. B. einen vom Nullpunkt ausgehenden Halbstrah] annehmen und 
erhalt fiir dieses Gebiet einen Winkelraum mit beliebig kleinem (ffnungs- 
winkel. Eine solche o-Kurve bezeichnen wir auf Grund einer von 
Ostrowski eingefiihrten Terminologie als eine J-Kurve. Julia hat auch gezeigt, 
da8 dieser Satz fiir weite Klassen meromorpher Funktionen richtig bleibt, 
wenn man statt einem zwei Ausnahmewerte zulaBt. Umgekehrt hat er an 
Beispielen festgestellt, daB der Satz nicht fiir alle meromorphen Funktionen 
richtig ist. Der obige Hauptsatz ist eine leichte Folgerung des wichtigsten 
Satzes in der Theorie der von Montel eingefiihrten nurmalen Funktions- 
scharen. 

Julia hat weiter die folgende Frage untersucht: Gegeben eine beliebige 
Folge von ins co strebenden Zahlen o,,0,,.... Wann ist die Funktions- 
schar f(o,z) in der Umgebung eines beliebigen Punktes z + 0, 00 nicht 
normal, wobei f(z) eine meromorphe Funktion bedeutet? Gehért namlich 
zu einer Folge o, ein solcher Punkt z,, dessen Umgebung wir als einen 
Kreis mit dem festen, aber beliebig kleinen Radius 6 annehmen, dann gibt 


) Julia hat seine Ergebnisse in zahlreichen Noten der C. R. 168 (1919) und 170 
(1920) publiziert, ebenso in drei fassenden Arbeiten in den Annales de |’Ecole 





Normale Supérieure (3) 36 (1919), (3) 37 (1920), (3) 38 (1921). Ferner findet sich 
eine zusammenfassende Darstellung in seinem Buche: G. Julia, Legons sur les fonc- 
tions uniformes 4 point singulier essentiel isolé, Paris (1924) (Collection Borel). 
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es eine Folge von ins oo strebenden Kreisen mit den Zentren zo,, und don 
Radien 4|o,,|, in denen f(z) sémtliche Funktionswerte bis auf héchstens 
zwei Ausnahmewerte annimmt. Eine solche Folge werden wir als J-Folge 
und den dazu gehérigen Punkt z, als J-Punkt bezeichnen. 


An dieser Stelle hat Ostrowski*) mit einer wichtigen Untersuchang 
eingesetzt, die im wesentlichen zwei Ziele verfolgt. Der erste Teil enthilt 
eine bedeutende Vertiefung der bisherigen Theorie der normalen Funktions- 
scharen. Sie gibt besonders eine genaue Analyse der Struktur einer nicht 
normalen Funktionsschar und stellt einen umkehrbaren Zusammenhang 
zwischen dem Charakter einer solchen und dem Wertvorrat der in dieser 
Schar vorkommenden Funktionen her. 


Im 2. Teil werden simtliche meromorphe Ausnahmefunktionen bestimmt, 
d. h. simtliche fiir |z| > R eindeutige und meromorphe Funktionen, fiir 
welche der zitierte Juliasche Satz nicht mehr giiltig ist. Wir werden diese 
Funktionen im folgenden als J-Ausnahmefunktionen bezeichnen. Eine 
solche Ausnahmefunktion besitzt dann weder eine J-Kurve im vorher- 
gehenden Sinn noch eine J-Folge, indem Ostrowski bewiesen hat, daB 
beide Erscheinungen nur simultan auftreten kénnen. Ostrowski zeigt, daB 
diese Ausnahmefunktionen sich leicht aus denjenigen Ausnahmefunktionen 
bestimmen lassen, welche sich in der ganzen z-Ebene meromorph ver- 
halten und daB diese letztere eine wohlbestimmte Klasse von der Ordnung 
Null sind. 


Der Picardsche Satz sagt also aus, daB eine ganze Funktion in der 
z-Ebene simtliche Werte mit Ausnahme von héchstens einem einzigen oo 
oft annimmt. Der Satz vc .. Julia behauptet, daB jede ganze Funktion g(z) 
mindestens eine ins co strebende Folge von Kreisen besitzt, die man vom 
Nullpunkt aus unter einem beliebig kleinen Winkel sieht, mit der Eigen- 
schaft, daB g(z) jeden Funktionswert mit Auspahme von héchstens einem 
einzigen in jenen Kreisen annimmt. Ungenauer kann man diesen Satz so 
formulieren, daB jede ganze Funktion mindestens einen beliebig schmalen 
Winkelraum mit dem Nullpunkt als Scheitel besitzt, indem sie simtliche 


*) A. Ostrowski, Uber Folgen analytischer Funktionen und einige Verscharfungen 
des Picardschen Satzes, Math. Zeitschr. 24 (1925), 8. 215—258. Diese Arbeit wird im 
folgenden mit O. zitiert. Man vgl. auch: G. Valiron, Remarque sur un théoréme de 
M. Julia, Bulletin des Sciences Mathematiques 49 (1925), p. 168—174. 

Mit denselben Fragestellungen, aber mit anderen Methoden, befassen sich noch 
folgende Arbeiten: Milloux, Journal de Mathematiques p. e. a. (9) 3_(1924), p. 345—401. 
Valiron, Sur la distribution des valeurs des fonctions méromorphes, Acta math. 47 
(1925), p. 117—141. Valiron, Sur une propriéte des fonctions meromorphes d’ordre 
posilif, Bull. Soc. math. 50 (1926), p. 168—174. Valiron, Complements au théoreme 
de Picard-Julia, Bulletin des Sciences Mathématiques 51 (1927), p. 167—183. 
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Funktionswerte mit Ausnahme von héchstens einem einzigen oo oft an- 
nimmt. Der Satz von Ostrowski behauptet, da8 dies auch fiir eine mero- 
morphe Funktion richtig bleibt, wenn man an Stelle von einem zwei Aus- 
nahmewerte zuléBt und die sehr spezielle Klasse der J- Ausnahmefunktionen 
ausschlieBt. Diese Entwicklung legt die Frage nahe: 

Welche meromorphen Funktionen f(z) besitzen fiir jeden beliebig 
kleinen Winkel » mindestens eine ins co strebende Folge von Kreisen, die 
man vom Nullpunkt aus unter diesem Winkel sieht, mit der Higenschaft, 
daB f(z) in jenen Kreisen sdmtliche Funktionswerte bis auf héchstens 
zwei feste Ausnahmewerte in unbeschrankter Anzahl annimmt? 

Die Verschirfung gegeniiber den bisherigen Fragestellungen beruht 
im Worte ,,unbeschriinkt*. Die Beantwortung dieser Frage bedeutet einen 
gewissen AbschluB dieser Fragestellungen, die von der Ebene iiber den 
beliebig schmalen Winkelraum zu einem Kreise fiihrte, der vom Nullpunkt 
aus unter beliebig kleinem Winkel gesehen wird. 

Die Untersuchung dieser Frage kann in analoger Weise wie diejenige 
von Ostrowski durchgefiihrt werden. Man hat aber an Stelle der nor- 
malen Funktionsscharen quast-normale Funktionsscharen endlicher Ordnung 
zu verwenden, ein Begriff, der ebenfalls von Montel*) eingefiihrt wurde 
und der sich als ebenso tragfihig wie derjenige der normalen Funktions- 
scharen erweist. Eine beliebige Schar von in einem Gebiete G mero- 
morphen Funktionen bildet eine quasi-normale Schar endlicher Ordnung, 
wenn man aus jeder Folge eine in einem zu G gehdrigen beliebigen 
Bereiche B, abgesehen von endlich vielen irreguliren Punkten endlicher 
Ordnung, gleichmaBig konvergente Teilfolge auswihlen kann. Die Ein- 
fiihrung der Ordnung eines irreguliren Punktes einer gleichmaBig konver- 
genten Folge von meromorphen Funktionen wird nahegelegt durch den 
Satz, daB die Gesamtheit dieser Funktionen in einer beliebig kleinen 
Umgebung eines solchen Punktes simtliche Funktionswerte bis auf héchstens 
einen annimmt. Einen irreguléren Punkt einer in einem Bereiche B, 
abgesehen von diesem Punkte gleichmaBig konvergenten Reihe, bezeichnen 
wir nun als von endlicher Ordnung, wenn samtliche Funktionen dieser Folge 
jeden Funktionswert mit Ausschlu8 von héchstens einem einzigen festen 
Ausnahmewert in der Umgebung dieses Punktes in beschrankter Anzahl 
annehmen. Montel zeigte, daB diejenigen meromorphen Funktionen, die 
in einem bestimmten Bereiche B drei Funktionswerte abc in beschrankter 


*) a) P. Montel, Sur les familles quasi-normales de fonctions holomorphes, 
Mémoires de l’ Académie royale de Belgique, classe des Sciences, (2) 6 (1922), p. 1—41. 

b) P. Montel, Sur les familles quasi-normales de fonctions analytiques, Bulletin 
de la Société Mathématique de France 52 (1924), p 85—114. 
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Anzahl annehmen, eine solche quasi-normale Schar endlicher Ordnung in 
diesem Bereiche bilden. 


Die Beantwortung unseres Problems ist mit der Lésung der folgenden 
Frage gleichbedeutend: Eine meromorphe Funktion f(z) und eine beliebige 


Folge von komplexen Zahlen o,, o,,... mit lim o, =o sei gegeben. Wie 


mu8 die Funktion beschaffen sein, damit die Funktionsschar f(o,2) fiir 
simtliche Werte von z+ 0,0co quasi-normal von endlicher Ordnung ist? 
Eine Funktion, welche diese Eigenschaft besitzt, bezeichnen wir als Quasi- 
Ausnahmefunktion. Offenbar geniigen dann saimtliche meromorphe Funk- 
tionen mit Ausschlu8 dieser Quasi-Ausnahmefunktion infolge des obigen 
Montelschen Satzes unserer Verallgemeinerung des Picard-Julia-Ostrowski- 
schen Satzes. 


Fiir die Bestimmung dieser Quasi-Ausnahmefunktionen ist eine Eigen- 
schaft der irregularen Punkte endlicher Ordnung sehr wesentlich, die aus 
der Montelschen Darstellung nicht direkt ersichtlich ist und von ihm auch 
nicht erwahnt wurde. Es zeigt sich namlich, da8 ein bekannter Hurwitz- 
scher Satz fiir eine gleichmaBig konvergente Folge meromorpher Funktionen 
mit endlich vielen irreguliren Punkten endlicher Ordnung noch giiltig 
bleibt. Wir behaupten nimlich: Wenn eine Folge von meromorphen 
Funktionen in einem Bereiche B, abgesehen von endlich vielen irreguldren 
Punkten endlicher Ordnung, gleichmafBig konvergiert und die Funktionen 
tin diesem Bereiche eine unbeschrankte Anzahl von Nulistellen besitzen, 
dann ist die Grenzfunktion identisch Null. Das I. Kapitel enthalt im 
wesentlichen den Nachweis dieses Satzes und seiner Umkehrung. 


Im II. Kapitel bestimme ich samtliche Quasi-Ausnahmefunktionen. 
Es sind ebenfalls Funktionen von der Ordnung Null mit wohlbestimmten 
Eigenschaften, die in gewissem Sinne sogar einfacher sind als diejenigen 
der J-Ausnahmefunktionen. Die letzteren lassen sich aus den ersteren 
sehr leicht herleiten. Zum Unterschied gegeniiber den J-Ausnahmefunk- 
tionen gibt es ganze Quasi-Ausnahmefunktionen. Die Bestimmung dieser 
Quasi-Ausnahmefunktionen geschieht im wesentlichen mit den gleichen 
Hilfsmitieln wie bei Ostrowski. Es zeigt sich aber, daB sie voll ausgenutzt 
werden, ein Zeichen mehr, da8 mit dieser Untersuchung die ganze Frage- 
stellung einen natiirlichen AbschluB fand. 


Endlich méchte ich beifiigen, daB ich einen Teil der Resultate schon 
in einer Note der C. R. der Akademie von Paris publizierte‘). 


*) W. Saxer, Sur les fonctions méromorphes quasi-exceptionnelles, C. R. de 
Académie des Sciences 184 (1927), p. 264—267. 
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I. Kapitel. 
Quasi-normale Funktionsscharen endlicher Ordnung. 


§ 1. 
Irregulire Punkte endlicher Ordnung von konvergenten Folgen. 


1. Eine Folge von in einem beliebigen zusammenhangenden Gebiete G 
meromorphen Funktionen /,(z), f,(z),... sei gegeben. Wir sagen in 
bekannter Weise, diese Folge konvergiere gleichmaBig in G, wenn fiir 
jeden innern Punkt P von G@ entweder die Folge f,(z) oder die Folge 


7 in einer hinreichend kleinen Umgebung von P in gewéhnlichem Sinne 


gleichmaBig konvergiert. Bekanntlich ist dann die Grenzfunktion in G 
ebenfalls meromorph und kann speziell identisch co werden. Diese Defi- 
nition ist invariant gegeniiber einer beliebigen, aber festen linearen Trans- 
formation der Funktionen f,(z). Zudem gilt der folgende, leicht beweisbare 


Hilfssatz 1 von Ostrowski): Hs set f,(z) eine Folge von in 
einem den unendlich fernen Punkt nicht im Innern enthaltenden Gebiet G 
meromorphen Funktionen, die in G gleichmaBig gegen f(z) konvergiert, 
#, eine Folge gegen 1 konvergierender Konstanten. Dann konvergiert auch 
die Funktionsfolge f,(0,z) gleichmapig in G gegen f(z). 

2. Es sei nun die Folge f,(z) in @ im obigen Sinne in allen innern 
Punkten mit Ausnahme eines einzigen, den wir als den Nullpunkt wiahlen 
diirfen, gleichmaBig konvergent. Darunter verstehen wir folgendes: Wenn 
man aus diesem Gebiet G eine beliebig kleine Umgebung des Nullpunktes, 
also speziell einen beliebig kleinen Kreis mit dem Nullpunkt als Zentrum 
herausschneidet und in dieser Weise das Gebiet G erhilt, so ist die Folge 
f,(z) in G gleichmaBig konvergent. Wir bezeichnen den Nullpunkt als 
einen zur Folge f(z) gehérigen irreguldren Punkt. Die Grenzfunktion f(z) 
der Folge f,/z) wird dann im allgemeinen in einem irreguléren Punkt 
einen wesentlich singularen Punkt besitzen. Wir wollen zeigen, da8 sie 
sich in gewissen Fallen auch noch meromorph in einem irregularen Punkte 
verhalt. 

3. Es existiere ein solcher Wert a, so da8 die Funktionen f,(z)—a 
in der Umgebung des irreguliren Punktes, abgesehen von endlich vielen, 
keme Nullstellen besitzen, wobei zudem noch f(z)==a. Wir behaupten, 
daB diese Voraussetzungen sich gegenseitig nicht vertragen, daB also der 
Nullpunkt in diesem Falle kein irregulirer Punkt sein kann. Das heiBt: 
Die meromorphen Funktionen einer in einem beliebigen Gebiete, abgesehen 


5) Vgl. O., 8. 226—227. 
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von einem innern irreguldren Punkte gleichmafig konvergenten Folge, nehmen 
in der Umgebung dieses irreguldren Punktes sdmtliche Funktionswerte bis 
auf héchstens einen einzigen an. Dieser Ausnahmewert miiBte dann gleich 
der Grenzfunktion sein °). 


Beweis. Es sei a +00. Wir bilden die Funktionen iaca . Diese 
Funktionen sind, abgesehen von endlich vielen, in einem geniigend kleinen 
Kreise um den Nullpunkt regular. Auf der Peripherie dieses Kreises kon- 
vergieren sie gleichmaBig gegen die meromorphe Funktion or , die 
nicht identisch oo ist. Daraus folgt nach einem bekannten Satze von 


WeierstraB, daB die Folge ara und also auch f,(z) im Innern dieses 
Kreises gleichmaBig konvergiert. Ist a@=oo, so betrachtet man die 
Folge f,, (z). 

4. Wir wollen die vorhergehende Betrachtung verallgemeinern. Es 
existiere ein solcher Wert a, wobei f(z)==a, so daB die Funktionen 
f(z) — a, abgesehen von endlich vielen, in der Umgebung des Nullpunktes 
genau yu Nullstellen besitzen. Wir behaupten, daB die Grenzfunktion f(z) 
sich unter dieser Voraussetzung auch im Nullpunkte meromorph verhilt. 

Beweis. Wir diirfen diesen Wert a = co annehmen, sonst betrachtet 


ert Dann ist also die Grenzfunktion f(z)==0co. Wir 
bezeichnen die yu Pole der Funktion f,(z) in der Umgebung des Null- 
punktes mit 2(...2™, wobei limz™—0,1<2»<yu. Nun bilden wir 
die Funktionen "_— 


Pn(2) = fy(2)(2 — 1”)... (2 — 2”). 
Diese Funktionen verhalten sich, abgesehen von endlich vielen, auf einem 
geniigend kleinen Kreis um den Nullpunkt regular. Zudem konvergieren 
sie auf der Peripherie dieses Kreises gleichmaBig gegen die Funktion 
yp (z)=f(z)z"==c0. Daraus folgt nach WeierstraB, daB die Folge , (z) 
auch im Innern dieses Kreises gleichmaBig gegen die im Nullpunkt holo- 
morphe Funktion g(z)= f(z)z* konvergiert. Man erhilt 


(z) 
f(z) =" 


man die Folge 


f(z) verhalt sich also im Nullpunkt wirklich meromorph und besitzt dort 
einen Pol von héchstens u-ter Ordnung. 





*) Ahnliche, viel allgemeinere Sitze finden sich in einer a. .. Untersuchung 
von Ostrowski. Man vergleiche: A. Ostrowski, Uber vollstaindige Gebi>te gleichmaBiger 
Konvergenz von Folgen analytischer Funktionen, Abhandl. aus dem Math. Seminar der 
Hamburger Universitat 1 (1922), S.327—350, insbesondere S. 347—350. 
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5. Um diese SchluBweise anwenden zu kénnen, war die Voraussetzung 
wesentlich, daB die Funktionen, abgesehen von endlich vielen in der Um- 
gebung des irregulairen Punktes, dieselbe Anzahl, und zwar endlich viele 
Pole besitzen, wobei f(z)=_co angenommen wurde. Aus dieser Voraus- 
setzung werden wir weiter schlieBen, da8 die Funktionen f,(z)— a, wo- 
bei a einen beliebigen Wert =: f(z) bedeutet, abgesehen von endlich vielen, 
in der Umgebung des Nullpunktes die gleiche, und zwar endliche Anzahl 
von Nullstellen besitzen. Das heiBt: Besitzt ein Funktionswert a = f(z) 
diese Eigenschaft, so gilt dies von allen andern. Der Beweis kann leicht 
mit Hilfe der obigen Darstellung fiir f(z) gefiihrt werden. Wir haben in 
der Tat die Nullstellen der Funktionen 





~_ Lal a Pu (2) be: 
f,(2) a (z—2!™) Bist (2-2) S 


in der Umgebung des Nullpunktes zu bestimmen, wobei a == vis} und 
z 
im iibrigen beliebig. Diese Nullstellen sind mit den Nullstellen der Funk- 
tionen wy, (z) identisch, wobei 
Y, (2) = (2) —a(z — 2) ...(2 — 2), 

da gy, (2) +0, wenn 1S v<yu. Die Funktionen y,(z) sind in einem 
geniigend kleinen Kreis mit dem Nullpunkt als Zentrum holomorph und 
konvergieren in diesem Bereich gleichmaBig gegen die Funktion p(z) — az". 
Nach einem bekannten Satz von Hurwitz besitzen deshalb die Funktionen 
y,(z) und damit auch f,(z)—a@ von einem geniigend groBen Index 


n> N(a) an in diesem Kreis die gleiche Anzahl von Nullstellen wie 
die Grenzfunktion g(z)—az*“. Infolge unserer Voraussetzung iiber 


a + f(z) = 2) kann diese nicht identisch verschwinden. g(z) besitze 

in der Ungabung des Nullpunktes die Taylor-Encvwicklung 
y(z)=c,2"+..., 

wobei » eine positive ganze Zahl bedeutet, die auch Null sein kann. In 


bekannter Weise zeigt man, daB die Anzahl der Nullstellen dieser Funktion 
y(z) —az« in der Umgebung des Nullpunktes folgende Werte besitzt: 


vp : Anzahl der Nullstellen =», 
¥=M, A-C,: ” ” ” =—="N=Y?, 
y=", a=C,: nm o® . =»-+k, wobei k die kleinste posi- 


tive ganze Zahl bedeutet, so daB 
c,,, 0. Diese Zahl ist sicher 
. endlich. 


y>u, a+0: * ” ” = ff, 


y>p, a=0: ” ” ” =. 
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Diese Tabelle, kombiniert mit den obigen Bemerkungen, ergibt ohne 
weiteres den Beweis fiir unsere Behauptung. Die Tabelle zeigt aber noch 
mehr. Wir wollen das gesamte Ergebnis in der folgenden Zusammen- 
fassung aussprechen : 

Eine Folge von meromorphen Funktionen f,(z), f,(2), .-. set in einem 
zusammenhdngenden Gebiete G, abgesehen von einem innern irreguldren 
Punkte P, gleichmafig konvergent. Die Grenzfunktion werde mit f(z) 
bezeichnet. Es existiere ein solcher Wert a,== f(z), so daB die Funk- 
tionen f,(z)—@,, abgesehen von endlich vielen, in der Umgebung des 
trreguldren Punktes die gleiche, und zwar endliche Anzahl von Nullstellen 
besitzen. Dann gelten folgende Higenschajten: 

a) Die Grenzfunktion f(z) verhdlt sich auch im irreguldren Punkte 
meromorph. 

b) Fiir jedes a mit Ausnahme eines bestimmten Wertes @ existiert 
eine solche positive ganze Zahl N(a), so daB fiir n> N(a) die Funk- 
tionen f,,(2)— a dieselbe Anzahl Nullstellen in der Umgebung des irregu- 
laren Punktes besitzen. Dabei ist diese Anzahl k endlich und von a un- 
abhdngig. Ist die Grenzfunktion keine Konstante, so haben auch die 
Funktionen f,,(z) — @, abgesehen von endlich vielen in der Umgebung des 
irreguldren Punktes, die gleiche Anzahl Nullstellen. Diese Anzahl iat 
ebenfalls endlich und >k. Ist die Grenzfunktion eine Konstante, so ist 
dieser Ausnahmewert @ gleich der Grenzfunktion. Die Anzahl der Null- 
stellen der Funktionen f,,(z) — @ in der Umgebung des irreguidren Punktes 
ist in diesem Falle beliebig. 

Wir bezeichnen mit Montel einen solchen irreguldren Punkt von end- 
licher Ordnung k. 

6. Aus der Eigenschaft b) ziehen wir sofort den folgenden SchluB: 

c) Eine in einem Bereiche B, abgesehen von einem irregularen Punkt 
endlicher Ordnung, gleichmaBig konvergente Folge von meromorphen Funk- 
tionen f,(z), 2,(z), ... sei gegeben. Gibt es einen solchen Funktionswert a, 
so daB die Anzahl der Nullstellen der Funktionen f,(z)—a@ in B un- 
beschrinkt ist, so mu die Grenzfunktion f(z) notwendigerweise diese 
Konstante a sein. Der schon angewendete Satz von Hurwitz gilt also 
auch noch fiir den Fall, da8 sich im Konvergenzbereich ein irregularer 
Punkt endlicher Ordnung befindet. 


Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt auch die Umkehrung des Satzes. 
Wir behaupten also folgendes: Eine Folge von meromorphen Funktionen 
sei mit Ausnahme eines innern irregularen Punktes in einem zusammen- 
hangenden Bereiche gleichmaBig konvergent. Ist die Nullstellen-Anzahl 
der Funktionen f,(z) —a fiir einen belicbigen Wert a unbeschrankt, dann 
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soll die Grenzfunktion gleich a sein. Unter diesen Voraussetzungen mu8 
der irregulire Punkt notwendigerweise von endlicher Ordnung sein. Der 
Beweis ergibt sich sofort aus den Voraussetzungen und unsern voran- 
gegangenen Ausfiihrungen. 

Selbstverstaindlich kann man aus der Tatsache, daB die Grenzfunktion 
sich im irreguléren Punkt meromorph verhilt, noch nicht schlieBen, da8 
er von endlicher Ordnung sei. Beispiel: Die Grenzfunktion sei eine Kon- 
stante. Die Eigenschaft c) ist also charakteristisch fiir einen irregularen 
Punkt endlicher Ordnung und kann zu dessen Definition dienen. 


§ 2. 


Definition und Eigenschaften quasi-normaler Funktionsseharen 
endlicher Ordnung. 


Eine Menge von in einem Gebiete G meromorphen Funktionen heibt 
nach Montel eine in @ normale Funktionsschar, wenn man aus jeder 
Folge eine in G gleichmaBig konvergente Teilfolge auswahlen kann. Sie 
heiBt eine quasi-normale Funktionsschar, wenn man aus jeder Folge eine 
Teilfolge so auswahlen kann, da8 sie, abgesehen von endlich vielen irregu- 
laren Punkten, gleichmaBig in jedem ganz im Innern von @ gelegenen 
Bereich konvergiert. Kann man speziell die Teilfolge immer so auswihlen, 
da8 die zu ihr gehérigen irreguldren Punkte von endlicher Ordnung sind, 
so nennen wir die quasi-normale Funktionsschar von endlicher Ord- 
nung. Diese quasi-normalen Funktionsscharen endlicher Ordnung sind durch 
zwei Satze gegeniiber einer allgemeinen quasi-normalen Funktionsschar 
ausgezeichnet. 

Satz 1. Die Grenzfunktion f(z) irgendeiner in einem innern Teil- 
bereich B von G gleichmaBig konvergenten Folge einer quasi-normalen 
Funktionsschar endlicher Ordnung verhdlt sich meromorph in G. 

Beweis. Auf Grund der obigen Definition kann man eine Teilfolge 
aus dieser in B gleichmaBig konvergenten Teilfolge so auswahlen, daB sie 
in G, abgesehen von endlich vielen irreguléren Punkten endlicher Ordnung, 
gleichmaBig konvergiert. Die Grenzfunktion dieser Teilfolge mu8 mit der 
Grenzfunktion der gegebenen Folge auf Grund eines klassischen Satzes der 
Funktionentheorie iibereinstimmen. Nach der Eigenschaft a) des §1 ver- 
halt sich diese Grenzfunktion auch in den irreguliren Punkten meromorph, 
womit der Beweis geleistet ist. 

Satz 2. Eine beliebige in einem beliebigen innern Teilbereich B, 
von G gleichmapig konvergente Folge f,(z), f,(z),... einer quasi-normalen 
Schar endlicher Ordnung sei gegeben. Es existiere ein solcher Wert a, 
daB die Anzahl der Nullstellen der Funktionen f,(z)— a, f,(z)— a, .-, 
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in einem beliebigen innern Teilbereich B, von G unbeschrankt ist. Dann 
ist die Grenzfunktion notwendigerweise a. 

Beweis. Wir wihlen eine solche Teilfolge, daB die Anzahl der Null- 
stellen in B, der betreffenden Funktionen f,,(z)— a, f,,(z)—a@,... 
gegen co strebt. Aus dieser wahlen wir eine in G, abgesehen von endlich 
vielen irregularen Punkten endlicher Ordnung, gleichmaBig konvergente 
Teilfolge. Auf Grund der Eigenschaft c) des § 1 muB8 die Grenzfunktion 
dieser Teilfolge und also auch der gegebenen Folge gleich a sein. 


II. Kapitel. 
Juliasche Folgen und Quasi-Ausnahmefunktionen. 


§ 1. 
Problemstellung und allgemeine Sitze. 

Es sei f(z) eine in der ganzen z-Ebene meromorphe Funktion. Es 
sei z= a(t) (1<t<oo) die Parameterdarstellung einer stetigen Kurve, 
die auBerhalb des Kreises z|'=1 vom Punkte z=1 aus ins oo verlauft. 
Wir bilden die Funktionsschar f(o(t)z), wobei z irgendeinen Wert + 0, co 
annehmen darf. Es sei ferner o, eine beliebige Folge komplexer Zahlen 


mit lim o, = oo eine sogenannte o-Folge. Wir bilden die Funktionsschar 


f(o,2) mit einem beliebigen z + 0, co. 

Wir werden im folgenden alle diejenigen meromorphen Funktionen 
bestimmen, bei denen die soeben gebildeten Funktionsscharen f(o(t)z) 
resp. f(o,z) quasi-normal von endlicher Ordnung sind, und bezeichnen 
meromorphe Funktionen mit dieser Eigenschaft als Quasi-Ausnahmefunk- 
tionen. Wir zeigen zunichst, daB es geniigt, eine dieser beiden Scharen 
zu betrachten, d. h. wir behaupten den 


Satz 1. Hs sei f(z) eine in der ganzen z-Ebene meromorphe Funk- 
tion, z = 0(t) die Parameterdarstellung einer vom Punkte z = 1 aus auper- 
halb des Kreises .z' =1 ins co strebenden stetigen Kurve und o,,0,,... 
eine beliebige Folge von komplexen Zahlen mit lim o,=co. Wenn die 
Funktionsschar f(o(t)z) quasi-normal von endlicher Ordnung ist fiir jedes 
z+0,cc, so gilt dasselbe von der Funktionsschar f(o,2z) und umgekehrt. 

Beweis. Es gebe eine Folge o, mit einem zugehérigen Punkte z,, 
fiir welche die Schar f(o,z,) nicht quasi-normal endlicher Ordnung ist. 
Man bilde eine stetige Kurve, fiir welche eine bestimmte Folge von ins oo 
strebenden t-Werten ¢,, t,.... die Beziehung 

o(t,) =, 
gilt. Die Schar f(o(t)z,) wird ebenfalls nicht quasi-normal endlicher Ord- 
nung sein. Die Umkehrung laB8t sich ganz analog beweisen. 
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GemaB diesem Satz 1 geniigt es also, fiir die Bestimmung der Quasi- 
Ausnahmefunktionen nur o, -Folgen zu betrachten. Im nachsten Satz werden 
wir zeigen, da8 man die Auswahl in den o,-Folgen bedeutend einschrianken 
kann, ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen. Dabei legen wir keinen 
Wert darauf, diese Einschrankung so weit als méglich zu treiben. Wir 
trefien lediglich eine praktische Auswahl in Hinsicht auf unser Problem. 

Satz 2. He sei f(z) eine in der ganzen z-Ebene merémorphe Funk- 
tion und o,,0,,... eine beliebige Folge reeller Zahlen mit lim o, = co. 

an-?>o@ 
Die Funktionsschar f (0,2) sei fiir z+ 0,0o quasi-normal endlicher Ord- 
nung. Dann gilt dasselbe, wenn o,,6,,... eine beliebige Folge komplexer 
Zahlen mit lim o, = co bedeutet. 


Kurz ausgedriickt: Man kann sich bei der Bestimmung der Quasi- 
Ausnahmefunktionen auf reelle o,-Folgen beschranken. 


Beweis. Es sei o,, 0,,..-. irgendeine komplexe Folge mit lim o, =o. 
n?>@ 


Nach Voraussetzung kann man eine Teilfolge so auswiahlen, daB die zu- 
gehérige Folge f(|o,|z) in der Umgebung eines beliebigen, aber festen 
Punktes + 0,00, abgesehen von endlich vielen irreguliren Punkten end- 
licher Ordnung, gleichmaBig konvergiert. Es sei o,,0,,... bereits diese 
Teilfolge, wobei o, =|o,\e'%. Wir kénnen diese Folge zudem so be- 
stimmen, da8 lim #,=—#. Die Folge f(ze-‘*o,) konvergiert, abgesehen 





n?>@ 
von den gleichen irregulaéren Punkten, nach dem 1. Hilfssatz von Ostrowski 
-i0 
gleichmaBig in der Umgebung des Punktes z, da lim * s =1. Zudem 


sind diese irregularen Punkte auch fiir diese neue Folge von endlicher 
Ordnung, wie aus der Definition der Ordnung hervorgeht. Damit ist ge- 
zeigt, da8 auch die Funktionsschar f(o,z) mit komplexen o,-Folgen quasi- 
normal von endlicher Ordnung ist. 

Da unsere Schar f(o,z) fiir irgendeine o,-Folge und fiir einen be- 
liebigen Punkt +0,co quasi-normal endlicher Ordnung ist, so gilt das- 
selbe auch fiir die Schar f(o,z), wobei r,<|z|<r, und 1,,7, +0, cc. 
Der Beweis folgt in bekannter Weise aus dem Borelschen Uberdeckungssatz. 


§ 2. 
Verallgemeinerung eines Hilfssatzes von Ostrowski. 


Ist f(z) == 0, co eine fiir |z| <r meromorphe Funktion, so setzen wir 


2x 


(1) M(r,f) = g- | log|f(re'*)| de. 








\ 
4 
‘ 
: 
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Bezeichnet man mit a, resp. 6, die Nullstellen resp. die Pole der Funk- 
tion f(z) im Kreise |z| <r und besitzt diese in der Umgebung des Null- 
punktes die Taylor-Entwicklung 


f(z)=c,2?+..., 
wobei c, +0 und p eine ganze Zahl bedeutet, die auch Null sein kann, 
so gilt bekanntlich die Jensensche Formel 
r 
(2) eM tr. = |e, 79 —— lel 
Wig, 
Es gilt der folgende 

Hilfssatz 2. Hs sei f(z) eine Folge von in einem Kreisring 
r,<|z|<1, meromorphen Funktionen, die in jedem innern Bereich dieses 
Kreisringes, abgesehen von endlich vielen irreguldren Punkten endlicher 
Ordnung, gleichmafig gegen f(z) konvergieren. Dann konvergiert auch 
die Folge M(o, f,) gegen M(o0,f) gleichmdafig fiir feste rj, ry und alle o 
mit >< 7; lek t3< 1%, wenn M(o,0)=—co, M(e,0)=-+00 ge- 
selzt wird. 

Ostrowski hat diesen Hilfssatz ohne Voraussetzung von irreguliren 
Punkten formuliert und bewiesen ’). 

Beweis. Die Giiltigkeit dieses Hilfssatzes ergibt sich leicht aus der- 
jenigen des Hilfssatzes von Ostrowski. Da der Beweis fiir diesen sich ganz 
knapp darstellen la8t, stellen wir ihn der Ubersichtlichkeit halber dar. 
Wenn f(z) = 0 oder =o, so ergibt sich der Beweis aus der Darstellung (1) 
fiir M(r,f). Es sei also f(z)==0,co. Dann besitzt die Funktion f(z) 


in einem Kreisring r, < itt sizis ats <r, endlich viele Nulistellen 


«,...@, und endlich viele Pole £,...8,. Von einem bestimmten Index 
an besitzen die Funktionen f,(z) in diesem Kreisring ebenfalls 4 Null- 
stellen ai”... a” und » Pole 6%”... 6”. Zudem gilt 


Tim ag” = (1gk<x), 
lim Bf” = Br (l1gk<»). 


Wir bilden nun 


P,(z) = 2” T(z — ag”) resp. H(z — af"), wenn p>0 resp. <0, 
k=1 k=1 : 


Q.(z) = I(2— 6") resp. &? IT (2— {”), wenn p>O resp. <0, 
=1 5 | 


*) Vgl. O., S. 248-245, 
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und setzen 
m1 i 
f(z) = 22) @,(z) und ebenso f(2)—= 512) e(2), 
wobei die Funktionen g,(z) und g(z) in unserm Kreisring regular und 
von Null verschieden sind. Offenbar gilt: 


M(r, f,) = M(r, ,) + M(r, P,) — M(r, Q,) 


und 





M(r,f) =M(r,¢) + M(r, P) — M(r, Q). 


Der Hilfssatz von Ostrowski ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, daB 


(3a) lim M(r,¢,,)= M(r,¢), 
(3b) lim M(r, P,)= M(r, P), 
(3c) lim M(r,Q,) = M(r, Q). 


Nun gilt in unserm Kreisring gleichmaBig 
lim P,(z)=P(z) und lim Q,(z) = Q(z). 


a= 


Daraus folgt fiir den Kreisring rj < |z| < rj gieichmaBig 
lim 9, (2)= (2). 


Denn fiir einen Punkt z + «,, 8, ist dies klar, und fiir einen solchen Punkt 
folgt diese Beziehung aus dem Theorem von WeierstraB. Fiir die Funk- 
tionen —,,(z) ist nun die Gleichung (3a) evident, da in unserm Kreisring 
ebenfalls gleichmaBig gilt: 


lim log |p, (2)| = log |» (2)|- 


Die Beziehungen (3b) und (3c) ergeben sich direkt aus der Jensenschen 
Darstellung der Fanktionen M(r, P,) und M(r, Q,). 

Fiir den Beweis des allgemeinen Hilfssatzes kénnen wir rj, rj so an- 
nehmen, da8 auf der Peripherie der Kreise |z| = r{,r; keine irreguliren 
Punkte unserer Folge f(z) liegen. Im Kreisring rj, rj liegen endlich viele 
trregulare Punkte endlicher Ordnung. Ihre absoluten Betriige d, seien so 
bezeichnet, daB 

%<6,<4,<...<h <M. 


Bedeutet ¢, eine beliebig kleine, feste, positive Zahl, so gilt der Hilfs- 

satz (2) nach Ostrowski zunichst in den Kreisringen (r{, d, — ¢,), 

(d, + ,,d,—,),.-., (d+ ¢,,73). Nun unterscheiden wir zwei Fille: 
a) f(z) sei =0, x. 
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Wir umgeben die Nullstellen und Pole von f(z) sowie die irreguliren 
Punkte in einem solchen kritischen Kreisring (d, — ¢,, d,-+ ¢,) mit Kreisen, 
deren Radien «, und e,<e, beliebig klein, aber fest gewahlt werden. 
AuBerhalb dieser Kreise K(e,) gibt es dann zu jeder Zahl ¢, eine solche 
ganze, positive Zahl N(e,, ¢,), so daB im Kreisring (d, — ¢,, d, + e,) gilt: 

n\Z 
(4) log | Fis) 
Die Funktionen f,(z) und f(z) besitzen nach unseren friiheren Ausfiihrungen 


in der Umgebung eines irreguliren Punktes endlicher Ordnung die Dar- 
stellung 


5 (2) = Saat g) as 22D... 

© RO —m.-e-my o-aP 

Der Index j charakterisiert den irreguléren Punkt, & bedeutet dessen 
Ordnung. y,(z) und w(z) verhalten sich in der Umgebung dieses irregu- 
laren Punktes holomorph. Zudem gilt im Kreise K(;,, e,) gleichmaBig 


(6) lim y,(z)=y(z) und lim Ay =f, fir 1<Sx<k. 


<e, fir n> N(e,, ¢). 











Man erhalt 
(7) Mr. N= f tog | t(rer*)| de +S f tog |r(re'*) | ae, 
Cc, Cc, 


wobei d, — e,<r<d,-+e,, ganz entsprechend stellt man M(r, f,,) dar. 
Das erste Integral erstreckt sich nur iiber diejenigen Punkte der Kreis- 
peripherie |z| =r, die sich auBerhalb der Kreise K(e,) befinden. Die 
Summe der Integrale bezieht sich auf die Bégen des Kreises |z| =r, die 
innerhalb dieser Kreise liegen. Da der Radius eines solchen Kreises be- 
liebig klein gewahlt werden darf, die Anzah] der Summanden endlich ist, 
so wird diese Summe dank Gleichung (5) beliebig klein ausfallen. Kom- 
biniert man diese Bemerkung mit Ungleichung (4), so ergibt sich 


|M(r, f)— M(r,f,)|<et+ce, fir n> N(e,¢,). 
¢ bedeutet eine endliche Zahl, ¢, eine beliebig kleine, positive Zahl. Aus 
dieser Ungleichung folgt der Beweis fiir unsern Hilfssatz (2). 


b) f(z) sei z.B. =0. Man kann den Beweis genau gleich fiihren. 
Es gilt auch in diesem Fall in der Umgebung eines irreguliren Punktes 
die Darstellung (5). Zudem gilt im Kreise K(f; «,) gleichmaBig 


lim y,(2)=0 und lim pi) = 8, -  (1Sx Sk). 


Zerlegt man M(r,f,) und M(r,f) wieder nach der gleichen Weise wie 
in Gleichung (7), so folgt aus den obigen Bemerkungen der Hilfssatz (2). 


Mathematische Annalen. 99. 46 
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§ 3. 
Notwendige Bedingungen fiir die Quasi- Ausnahmefunktionen. 


Auf Grund der allgemeinen Satze iiber quasi-normale Funktionsscharen 
endlicher Ordnung und des Hilfssatzes (2) ist es leicht, zwei notwendige 
Bedingungen fiir die Quasi-Ausnahmefunktionen aufzustellen. Diese beiden 
Bedingungen erweisen sich nachher als hinreichend zur Bestimmung samt- 
licher Quasi-Ausnahmefunktionen. 

1. Bedingung. Es existieren zwei nur von f(z) abhdngige positive 
Konstanten k, und k, mit folgender Higenschaft: Wenn fiir einen Wert r 
eine der folgenden Ungleichungen erfiillt ist 


M(r,f)2—k, oder M(r,f)S+k,, 


dann besitzt die Quasi-Ausnahmefunktion f(z) im Kreisring r<|z|< 2r 
im ersten Fall héchstens k, Nullstellen und im zweiten Fall héchstens k, Pole. 

Geometrisch gesprochen: Wenn die stiickweise lineare Funktion M(r, f) 
von logr in einem Punkte iiber die Gerade y= — k, resp. unter die Gerade 
y= +k, ragt, so kann der Richtungskoeffizient in dem sich diesem Punkte 
nach rechts anschlieBenden Intervall von der Breite log 2 héchstens um 
k, zu- resp. abnehmen. 


Wir beweisen z. B. den ersten Teil der Aussage indirekt. Zu einem 


beliebigen &, gabe es eine Folge r,,r,,... mit limr,—oco, so daB 
n?>@ 
M(r,, f) = — &, und die Anzahl der Nullstellen der Funktion f(z) in den 
Kreisringen r, <|z| <2r, mit wachsendem & beliebig gro8 wiirde. Wir 
setzen 
Te Ya+1 __ 


r, 
=g¢,, ~=<=6,, ...; o., 
rT; rT, T, sad 


und bilden die Funktionsschar f(o,z)=/,(z). GemaB unserer Annahme 
mu8 diese Schar in jedem Punkt z+0,0o und also auch im Kreis- 


ring 4 <|z|< 4r, quasi-normal endlicher Ordnung sein. Man kann des- 


halb aus unserer Folge eine Teilfolge so auswahlen, daB sie, abgesehen 
von endlich vielen irreguliéren Punkten endlicher Ordnung im Kreisring 
r, S|z|<2r, gleichmaBig konvergiert. Unsere Funktionen sind zudem 
meromorph in diesem Bereich. Man kann also den Satz (2) des § 2, Kap. I 
und den Hilfssatz (2) anwenden. Nach diesen Sitzen miiBte die Grenz- 
funktion f(z) Null sein und deshalb M(r, f,) im Kreisring r, <|z| < 2r, 
also speziell fiir r—r, gegen —oco streben, was unserer Voraussetzung 
iiber M(r,, f) widerspricht. Ganz analog la8t sich der zweite Teil unserer 
Behauptung beweisen. 
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2. Bedingung. Wir bezeichnen mit N(r) die Differenz zwischen der 
Anzahl der Nullstellen von f(z) und der Anzahl der Pole im Kreis |z\ =r. 
Es existiert eine nur von f(z) abhdngige positive Konstante k, mit folgender 
Eigenschaft: Wenn fiir einen Wert r die Ungleichung 


|M(r,f)|<k, 
erfillt ist, dann gilt gleichzeitig 
|N(r, f)| Sk. 


Geometrisch gesprochen : der Richtungskoeffizient der stiickweise linearen 
Funktion M(r, f) betrigt im Parallelstreifen — k, < y < k, héchstens k,. 

Beweis (indirekt), Es gebe eine ins co strebende Folge r,,r,,.., 
mit folgenden Eigenschaften : 


(8) | M(r,,f)| Sk, 
(9) lim N(r,,f)= +00 oder — oo. 


Wir bilden wie im vorhergehenden Fall die Funktionsschar f(c,z) = f, (2). 
Laut unserer Voraussetzung gilt 


(10) |M(r,,.f,)| Sk 


(11) lim N(r,,f,)=+0co oder —c. 


Man kann eine im Kreisring r, <|z| < 2r,, abgesehen von endlich vielen 
irreguliren Punkten endlicher Ordnung, gleichmaBig konvergente Teilfolge 
herausgreifen. Nach dem 2. Hilfssatz kénnte die Grenzfunktion infolge 
Ungleichung (10) nicht identisch 0 oder co sein. Umgekehrt miiBte sie 
infolge Gleichung (11) identisch einen dieser beiden Werte annehmen. 
womit der Widerspruch hergestellt ist. 

Diese Bedingungen werden fiir ganze Quasi-Ausnahmefunktionen sehr 
einfach. Denn fiir eine solche Funktion ist Mir, f) entweder eine Konstante 
oder eine wachsende, gegen oo strebende Funktion. Man findet deshalb 
als notwendige Bedingung auf Grund unserer Bedingung (1): Die Anzahl 
der Nulistellen einer ganzen Quasi-Ausnahmejunktion in einem Kreisring 
mit beschrdnkter logarithmischer Breite ist beschrankt. 


§ 4. 
Notwendige Bedingungen fiir die J- Ausnahmefunktionen. 
Ostrowski hat fiir die absoluten Betrige der Nullstellen und Pole 
einer Ausnahmefunktion die folgenden drei nicht vollstaindig unabhangigen. 


notwendigen Bedingungen aufgestellt : 
46* 
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a) Es gibt eine nur von f(z) abhangige Konstante c,,c, > 0, so daB 
fir alle r>0 


—¢ SN(r) Se, 
gilt. 
b) Fiir jedes r > 0 liegen im Kreisring r<!z|<2r weniger als c, 
Nullstellen bzw. Pole, wo die ganze Zahl c, nur von f(z) abhingt. 
c) Es gibt eine nur von f(z) abhingige Konstante c, > 0 -derart, daB 
fiir alle Nullstellen «, bzw. Pole £, 


@,|)Se,, M(\B,|)>—¢. 


Die Bedingung (c) ist eine leichte Folge der Definition einer J-Aus- 
nahmefunktion und des Hilfssatzes (2). Ware sie namlich nicht erfiillt, 
so kénnte man eine solche Folge von Funktionen f,(z) = /f(0,2) kon- 
struieren, die in einem bestimmten Kreisring gleichmaBig gegen co streben 
miiBte. Gleichzeitig waren simtliche Funktionen in einem innern Punkt 
dieses Kreisringes gleich Null, was mit der gleichmaBigen Konvergenz 
gegen co nicht vereinbart werden kann. Offenbar kénnen wir diese 
Konstante c, gleich unserer Konstanten k, setzen. 

Die Bedingungen (a) und (b) sind nun eine leichte Folge unserer 
Bedingungen (1) urd (2). Gem&B der Bedingung (c) kann namlich f(z) 
so lange keine Nullstellen bzw. Pole besitzen, als M(r, f) > k, baw. < — k,. 
AuBerhalb unseres Parallelstreifens kann also N(r, f) oberhalb nur abnehmen 
und unterhalb nur zunehmen. Da | N(r,/f)| nach unserer Bedingung (2) 
innerhalb desselben und in den Schnittpunkten mit den Grenzgeraden 
dieses Streifens beschrankt ist, so folgt daraus, daB | N(r, f)| iiberhaupt 
beschrankt ist, d. h. die Bedingung (a). Solange das Bild von M(r, f) 
unterhalb der oberen Grenzgeraden unseres Streifens verliuft, mu8 die 
Anzahl der Pole in einem Kreisring mit endlicher logarithmischer Breite 
nach unserer ersten Bedingung beschrinkt sein. Da nun der beschriankte 
Richtungskoeffizient oberhalb nur abnehmen kann, so folgt daraus, daB die 
Anzahl der Pole in einem beliebigen Kreisring mit beschraukter logarith- 
mischer Breite beschrankt sein muB, d.h. die Bedingung (b). Offenbar 
kann man in ganz analoger Weise diese Bedingung auch fiir die Nullstellen 
beweisen. 


Zusammenfassend 148t sich sagen, daB die absoluten Betrage der 
Nullstellen und Pole einer Quasi-Ausnahmefunktion bzw. einer Ausnahme- 
funktion unsern Bedingungen (1) und (2) bzw. diesen Bedingungen plus 
Bedingung (c) geniigen miissen. 
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§ 5. 
Verteilung der Nullstellen und Pole der Quasi-Ausnahmefunktionen. 


Wir haben gesehen, daB die Verteilung der Nullstellen und Pole einer 
J-Ausnahmefunktion sehr regelmaBig ist. In jedem Kreisring von be- 
schrinkter logarithmischer Breite befindet sich eine beschriinkte Anzahl 
von Nullstellen und Polen. Zudem diirfen — wenn der Einflu8 der Null- 
stellen so groB geworden ist, daB M(r,f) eine gewisse Schranke iiber- 
schreitet — mit wachsendem r nur noch Pole folgen, bis dieser Einflu8 
kompensiert ist. 

Wir werden sehen, da8 die Verteilung der Nullstellen und Pole bei 
den Quasi-Ausnahmefunktionen nicht mehr so regelmaBig ist. Allerdings 
ist die Anzahl der Nullstellen und Pole einer Quasi-Ausnahmefunktion in 
einem Kreis |z|—r héchstens gleich der Anzahl der Nullstellen und Pole 
einer Ausnahmefunktion, aber ihre Verteilung ist bedeutend willkiirlicher. 
Wir werden im folgenden eine Anzahl von Hilfssitzen formulieren, welche 
diese Verteilung beschreiben und unsere Behauptungen beweisen. Zunichst 
fiihren wir eine neue HilfsgréBe, die zu einem bestimmten r-Werte ge- 
hérige ,,Grenzzahl“ ein. Der Grund ihrer Einfiihrung und der Sinn dieser 
Grenzzahl wird aus den folgenden Ausfiihrungen klar hervorgehen. 


Definition. Zu jedem Wert r einer Quasi-Ausnahmefunktion ge- 
hért eine bestimmte Grenzzahl g(r), die durch folgende Gleichung defi- 
niert wird: 

2|M(r,f) 
g(r) =D wenn | M(r,f)|>k,, 
g(r)=g, wobei g eine geeignete, positive Konstante bedeutet, wenn 
| M(r,f)|<k,. Dieses ,,geeignet“ wird nachher prizisiert werden. 

Auf Grund dieses Begriffes werden wir nun eine Reihe von Hilfs- 

sitzen beweisen. 


Hilfssatz a. Hs sei e, eine beliebig kleine, feste, positive Zahl. 
Dann gibt es zu jeder Zahl e, eine Zahl k(e,) mit folgender Higen- 
schaft: Fiir alle r-Werte, welche die Ungleichung erfiillen: 


| M(r,f)| > k(e,), 
gilt gleichzeitig 
|N(r,f)|<Ag(r)(1+4¢,). 
Beweis. Wir gehen von folgender Bemerkung aus: Es sei fiir einen 
bestimmten r-Wert M(r,f)=—k,. Nach unserer Bedingung (2) gilt 
N(r)<k,. Zudem besitzt die Funktion f(z) im Kreisring r<|z|<2r 
héchstens k, Nullstellen nach unserer Bedingung (1). Deshalb kénnen die 
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Funktionen N(r,f) und M(r,f) nicht beliebig rasch wachsen. Man erhilt 
unmittelbar folgende Schranken: 
M(r2",f) <k, +-(k, + k,)log2+(k, + 2k, ) log 2 + ...+(k, + kk,) log 2 


k, k(k+1 k*k ; 
EET Mog 2 < “5*(1 + 9,)log 2 








M(r2", f) <k, + {kk, 4 

und 

Nir 2" f) Sky + kky Skk, (1 + ny) 
wobei »,,7, beliebig kleine, feste, positive GréBen bedeuten. Im Falle 
des Gleichheitszeichens ist lim —* — 1 wie aus der obigen Definition 
k>axg(r2 

hervorgeht. Offenbar erhilt man in dieser Weise die maximalste Steigung 
in allen Punkten des Intervalles (r,r2"), die iiberhaupt méglich ist. Durch 
Spiegelung dieser Figur an einer senkrechten (zum Streifen) in einem be- 
liebigen Punkte dieses Intervalles bemerkt man, daB der Richtungskoeffizient 
auch nicht kleiner sein kann als die soeben berechnete negative Schranke. 
Genau gleich kann man schlieBen, wenn M(r,f) negativ ist. 

Bei festem ¢, darf man annehmen, dab k(e,) = k, ist unter entsprechen- 
der Anderung von k,. Normiert man nun unsere Zahl g passend, so laBt 
sich der Hilfssatz a kurz so formulieren: 

Bedeutet ¢, eine beliebig kleine, feste, positive Zahl und g(r) die zu 
einem Werte r gehérige Grenzzahl, so gilt: 


INir,f)|< kgir)(1+e,), 


d.h. in jeder Hohe hat der absolute Betrag des Richtungskoeffizienten von 
M(r,f) eine bestimmte, obere Schranke. 


Hilfssatz b. Es sei «, eine beliebig kleine, feste, positive Zahl. Dann 
gibt es zu jeder endlichen Zahl c eine Zahl k*(e,,c) mit folgender Eigen- 
schaft: 

Fiir alle r Werte, welche die Ungleichung 


| M(r, f)| > k* (e,,¢) 
erfiillen, gilt gleichzeitig 


Mier. f) | 


(1 -- e,) < | M.f) | <1+4,. 


| 

Beweis. Es sei z. B. M(r,f) und N(r,f) positiv. Man erhalt den 

maximalsten Wert fiir M(cr,f), wenn M(r,f) gemaB der beim Beweis des 

vorhergehenden Hilfssatzes besprochenen Art wiichst. Deshalb gewinnen 
wir folgende Abschitzung: 


M(cr,f)< M(r,f) +k, g(r)(1 + ¢,)loge + kx loge, 
wo x eine endliche, von c und k, abhingige Konstante bedeutet. 
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Beriicksichtigt man die Definition von g(r), so folgt aus dieser Ungleichung 
die obere Schranke fiir den Quotienten ee Mit Hilfe der oben ge- 
machten Bemerkung iiber die minimalsten Richtungskoeffizienten erhalt man 
die untere Schranke. 

Auf Grund unserer Definition ergibt sich zu diesem Hilfssatz das fol- 
gende 

Korollar b. Es sei «, eine beliebig kleine, feste, positive Zahl. Dann 
gibt es zu jeder endlichen Zahl ¢ eine Zahl k**(e,,c) mit folgender Eigen- 
schaft: 


Fiir alle r Werte, welche die Ungleichung 
| M(r, f)| = k**(e,,¢) 
erfiillen, gilt gleichzeitig 


g(cr,f) 
:— | g(r. f) | <i 7%: 


Bei festem e, und ¢ kann offenbar k**(e,,c) gleich k, gesetzt werden. 





Hilfssatzc. Es sei r ein beliebiger Wert, g(r) seine zugehdrige Grenz- 
zahl. Die Anzahl der Pole einer Quasi-Ausnahmefunktion im Kreisring 
(r,r2*) resp. im Kreisring (r2~*,r) wobei x > g(r), ist < cx, c bedeutet 
eine endliche, positive Konstante. 

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille. 

(1) | M(r,f)|>k,, 
dann gilt 


g(r) = / DED, 


k, log 2 
M(r,f) sei positiv. Dann konstruieren wir wieder wie in den vorher- 
gehenden Betrachtungen die maximalste M(r,f)-Funktion, die iiberhaupt 
méglich ist. Man erhalt auf Grund unserer Bedingung (1) 


M(r2*) < M(r)+(N(r) + &,) log2 + ...+(N(r) + xk,) log2 
= M(r)+ [2 N(r) “212+ *) | log 2. 
Nach der Definition. von g(r) und dem Hilfssatz a schliefen wir 


M(r2*) < Ge) bles? [2g (r)ky(1 +.) + 2=S** | log 2 
< 2k, x* log 2[ 1 +e, +35]. 
Daraus schlieBen wir nach der Definitions-Gleichung fiir die Grenzzahl 


g(r2*)< 22/1 +e, x 
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und nach Hilfssatz a 
N(r2*) < 2h 2(J/1+e +3) +4). 


Offenbar erhilt man infolge des Hilfssatzes a und der Bedingung 1 
als obere Schranke fiir die Anzahl der Pole in unserem Kreisring (r, r2*) 
den Wert 


ah2(V1te+3c)(1 + ¢,). 


Wire dies nicht der Fall, so ware fiir mindestens einen r-Wert des ab- 
geschlossenen Intervalls (r,r2*) das zugehérige | N (r, f)| zu groB, d. h. nicht 
dem Hilfssatz a geniigend. In genau gleicher Weise kann man fiir den 
Kreisring (r,r2~*), d.h. riickwarts schlieBen. 


Wenn M(r,f) <k,, so zerlegt man das Intervall (r, r 2*) in zwei Teil- 
Intervalle. Im 1. Intervall sei M(r,f) < k,, es kann also unsere Bedingung (1) 
angewendet werden, und im 2. Intervall die obige Betrachtung. 


Speziell folgt aus dieser Betrachtung, daB die Anzah! der Pole im 
Kreisring (r2*,r2***) kleiner als cx sein mu8, wenn x > g(r). Wir be- 
nétigen spiter noch das folgende 


Korollar c. Es sei r ein solcher Wert, dab M(r)>k,. Im Kreis- 
ring (r,c,r 2°”) befinden sich héchstens xc,g(r) Pole, wobei x und c, 
endliche Konstanten bedeuten. 


Beweis. Im Kreisring (c,r,c, 72°”) befinden sich nach dem Vorher- 
gehenden héchstens cg(c,r) Pole. g(c,r) lat sich auf Grund des Korol- 
lares b abschitzen. Im Kreisring (r,c, r) befinden sich ebenfalls héchstens 
¢,g(r) Pole, wobei c, eine Konstante bedeutet. Damit ist dieses Korollar 
bewiesen. 


Hilfssatz d. Hs sei r ein beliebiger fester Wert, g(r) seine zugehdrige 
Grenzzahl. Mit B, bezeichnen wir die Pole unserer Quasi-Ausnahmefunktion. 
Sie seien nach ihren absoluten Betragen der GréBe nach geordnet. Dann 
gelten die folgenden Ungleichungen 

r 7 | By | 
T&T < C, —-<. 


\Arlizre”™ \brlgr2-*™ 
C bedeutet eine endliche Konstante. 


Beweis. Im Kreisring (r2*,r2***) resp. (r2~*,r2~%*”) wobei 
x >g/(r), befinden sich nach dem Hilfssatz c héchsten cz Pole. Man findet 
deshalb 
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ir< Sect tet pt ]ao 


gtr) z= Wt 
|\Aryi2re2 g 


Sc Se <clit+gtatat-.j=-0 


\Avigra*” 
Spezialfall. Fiir alle r-Werte mit gleichmaBig beschrinktem g(r) sind die 


jbl 
Reihen Par: Tal und , as ; gleichma8ig beschrinkt. 


§ 6. 


Die Darstellung der Quasi- Ausnahmefunktionen 
als kanonische Produkte. 


Wendet man die Betrachtungen des vorhergehenden Paragraphen 
speziell fiir r—0 an, so findet man 


FS te<nenth odes 


K,, K,, k bedeuten endliche positive Konstanten, « eine beliebig kleine 
positive Zahl. Diese Reihe ist fiir einen beliebigen positiven Wert von ¢ 
konvergent. Daraus schlieSen wir unter Anwendung einer bekannten Ter- 
minologie den 


Satz: Der Konvergenz-Exponent der Pole einer Quasi- Ausnahme- 
funktion ist Null. 

Auf Grund der Definition einer Quasi-Ausnahmefunktion und der Invarianz 
der Konvergenz-Eigenschaft einer Folge gegeniiber einer linearen Trans- 


formation schlieBt man sofort, da8 durch die Bildung von ees aus der 
Funktion f (2) wieder eine Quasi- Ausnahmefunktion entsteht. Speziell sind 


also auch 7G) i 5 und f(z) —c, wobei c eine beliebige Konstante bedeutet, 
Quasi-Ausnahmefunktionen. Deshalb schlieBen wir auf Grund des obigen 
Satzes: 

Der Konvergenz-Exponent irgendeines Funktionswertes a einer Quasi- 
Ausnahmefunktion ist Null. 


Es sind also insbesondere die Konvergenz-Exponenten von drei Funk- 
tionswerten einer Quasi-Ausnahmefunktion gleich Null. Daraus folgt auf 
Grund eines fundamentalen Satzes aus der Theorie der meromorphen Funk- 
tionen*) unser 








*) Vgl. R. Nevanlinna, Zur Theorie der meromorphen Funktionen, Acta mathe- 
matica 46 (1925), S. 1—98. — Man vergleiche speziell Satz 1, S. 64. 
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Hauptsatz 1. Die Ordnung einer Quast-Ausnahmefunktion ist gleich 
Null. Ste lapt sich in folgender Weise darstellen: 





p bedeutet eine ganze Zahl, die auch Null sein kann. d ist eine endliche 
Konstante. 

Aus der obigen Bemerkung folgt auch, daB unsere Hilfssiitze c und d 
ebenfalls fiir die Nullstellen gelten, wie man in gleicher Weise wie fiir die 
Pole feststellen kénnte. 


§ 7. 
Nachweis der Quasi- Ausnahmeeigenschaft von Quotienten kanonischer 
Produkte als Folge der Bedingungen (1) und (2). 


Es seien nun zwei beliebige Folgen von Zahlen a,,«,... und f,, f,... 
gegeben. Sie sollen die Nullstellen und Pole einer meromorphen Funktion 
sein und unsern Bedingungen (1) und (2) geniigen, unter der weitern An- 
nahme, daB p eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet. Wir wissen 
bereits, daB zwei solche Folgen den Konvergenz-Exponenten Null besitzen, 
da8 mithin der mit ihnen in der obigen Weise gebildete Quotient von zwei 
kanonischen Produkten wirklich in der ganzen z- Ebene gleichmaBig kon- 
vergent ist. Wir wollen zeigen, da8 eine solche Funktion eine Quasi-Aus- 
nahmefunktion in unserm Sinne darstellt. 

Zu diesem Zweck geniigt es, zu zeigen, daB die Funktionsschar f(¢, z) 
fir jeden Punkt z+ 0,00 quasi-normal von endlicher Ordnung ist, wenn 
6, eine wachsende, ins oo strebende Folge komplexer Zahlen bedeutet. Wir 
kénnen auf Grund friiherer Ausfiihrungen sogar voraussetzen, daB diese Folge 
aus lauter reellen Zahlen bestehe, was im nachstehenden der Fall sein soll. 

Offenbar geniigt es, zu zeigen, da8 eine solche Funktionsschar f(o, z) 
in einem Kreisring —<|z|<a quasi-normal von endlicher Ordnung sei, 


wobei a > 2, aber sonst beliebig vorausgesetzt werden soll. Wir unter- 
scheiden nun zwei Fille: 


Wir bilden die Folge M (s*.f) . Diese Folge kann beschrankt oder 
unbeschrinkt sein, und diese beiden Fille wollen wir ins Auge fassen. 
Wenn die Folge unbeschrankt ist, dann kénnen wir eine Teilfolge so aus- 
wihlen, daB 

lim M(5*,f) = +00, 


n?>o 


wobei n die Indizes einer Teilfolge durchlauft. 
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Es sei die obige Folge o, bereits unsere Teilfolge und es werde z. B. 
-+ co vorausgesetzt. 
Nun bilden wir unsere Funktionsschar f(o, 2) = f,,(z). 


IT(s-") 


f, (2) = d(0, 2)” ——-— 


Wir zerlegen eine solche Funktion in vier Faktoren 


fa(2) = f(z) (2) F(z) fe «! (z), 














wobei 
d(onz)” [J (1 22) ~+(22) 
fe'(s) = <r", wobei |a,|<5* und |f|<o22 ‘%, 
(z) iit xX) wobei |a,| <5" und |f,| <5* 
fr? (z) = Ta _ s28), . x < |a,| < 2ao,, 
f(z) = Reneene - oe 9" (is <|B,|< 2a0,2°°°™, 


I) 


/ 


I(:-=) 


La 


fa’ (z)= ———*-, - \a,|>2a0, und |f,|>2a0,29°°™. 
1-5) 
by 
Wir betrachten zunichst die Folge der f\"(z). Infolge unserer Voraus- 
setzungen erhalten wir nachstehende Ungleichungen 





LJ 
9° 


1 
~s 


On Z 6,2 


B 








< 








ay 


Wegen |— log(l —z)| = |z 4 e+ , | <2\2| fir |ei< ; folgt weiter fiir 
eine geeignete Bestimmung des Logarithmus 


\log fx”(z)| < >» wae n+ > TE 





jnfeten, ' | By |>8a0_29 (en 20) 
Wir haben lim M on =) = 00 vorausgesetzt. Daraus folgt nach dem Hilfs- 
satz b, daB lim M(20,a)—co, indem man ihn fiir c = 4a* anwendet. 


Nun kénnen wir den Hilfssatz d anwenden (fiir die erste Summe kommt 
der Spezialfall des Hilfssatzes d beziiglich der Nullstellen in Betracht) 
und finden 

llog fi*(z)|<2C oder e-*° <|f{"(z)| < 2°. 
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Auf Grund eines bekannten Satzes von Montel betr. die normalen Funktions- 


scharen, besitzt daher die Folge der /,“(z) eine in unserm Kreisring 


i < |z|< a gleichmaBig konvergente Teilfolge mit einer holomorphen, im 
Kreisring nirgends verschwindenden Grenzfunktion. In den folgenden 
Betrachtungen sollen auch fiir die Folgen fo(z), f(z), yy '(z) nur noch 
die Funktionen mit den Indizes der soeben ausgewahlten Teilfolge beriick- 
sichtigt werden. 

Nun betrachten wir die Folge der f,”(z). Infolge unserer Voraus- 
setzung iiber die Folge M(5*) besitzen die Funktionen im Kreisring 
a <|z|<2ao, eine beschrinkte Anzahl von Nullstellen gema8 unserer 
Bedingung (i). Es handelt sich also um eine Folge von Polynomen mit 
beschrinktem Grade von der Form IT (1 —=), die in unserm Kreisring 
gleichmaBig beschrinkt sind. Deshalb kann man eine gleichmaBig be- 
schrinkte Teilfolge auswahlen. Die Grenzfunktion A(z) dieser Teilfolge 
ist in unserm Kreisring =< |z| <a gleichmaBig beschrankt, verschwindet 


nicht identisch und besitzt eine endliche Anzahl von Nullstellen. 
Fiir die Betrachtung der Folge f(z) zerlegen wir jede Funktion in 
ein Produkt von zwei Faktoren, indem wir setzen f,”(z) = y,(z)¢, (2), 


wobei 
On Zz 
d(o,2)” J] 2 








lay |S5* 6,2 
Ya(2) = = ey > 
B, se a om ~ 
i Pris ane . <lArlS55 
a, 
am. -%) 
jay|s = 
P,(2) = 4+ 2a 





ipeis(te)2 


Fiir die Folge der y,(z) kann man genau gleich schlieBen, wie fiir die 
Folge f,"(2). Man findet 


logig,(2)|< > tf. PY *lfel¢ < 20, 
Ar} S fn) "(a 


e-2C < |p, (2)| < e?¢. 


on 
ler|S55 
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Man kann wieder auf Grund des schon angewendeten Auswahlsatzes von 
Montel eine in unserm Kreisring a< |\z|< a gleichmaBig konvergente 


Teilfolge auswahlen, deren Grenzfunktion in diesem Kreisring nirgends 
verschwindet und sich holomorph verhilt. 


Es bleibt noch die Folge f,”(z)y,(z) zu diskutieren. Wir erhalten 
log | fa” (2) v_(2)| = N ($2) log|2a2| + (5) 


— log ui ji-% — log IT j1— 


on Sn 
on -o(3) : on Bq ~<|Frl<2aon 
ae. <\|rlass 


— log IT }1— |, 


24 onS|bv|S2a0,29240n) 














Jeder Faktor dieser Produkte ist <1-+ 2a@*. Die Anzahl dieser Faktoren 
ist auf Grund des Hilfssatzes c und seines Korollares < Kg(5), 


wobei K eine endliche, positive Konstante bedeutet. Deshalb finden wir 
unter Anwendung des Hilfssatzes a 


log | fx” (z) y, (z)| > —k,9 (5*) log (2a*) + M(5*) - Kg (3) log (1+ 2a’). 


Beriicksichtigt man die Definition von g(r) und unsere Voraussetzung 
iiber die Folge M (3), so findet man, da8 diese Folge in unserm Kreis- 
ring gleichmaBig gegen oo strebt. 


FaBt man diese Ergebnisse zusammen, so gelangt man zu folgendem 
Resultat: Es ist méglich, aus unserer Folge eine im ganzen Kreisring, 
abgesehen von endlich vielen irreguliren Punkten, gleichmaBig konvergente 
Teilfolge herauszugreifen. Diese irreguliren Punkte sind die endlich vielen 
Nullstellen der Funktion A(z). Sie sind von endlicher Ordnung, da die 
Funktionen /,(z) der konvergenten Folge in der Umgebung eines solchen 
irregularen Punktes eine beschrankte Anzahl von Nullstellen besitzen und 
die Grenzfunktion identisch oo betragt. 

Wir haben bei diesem Beweis angenommen, da3 lim M (52) = +00. 


n?>o@ 


La8t sich eine beschrinkte Teilfolge aus dieser Folge herausgreifen, so 
kann man direkt die Methode von Ostrowski anwenden. Man zerlegt in 
folgender Weise: 


f(z) = fa? (2) fe’ (2) fa (2), 


wobei 
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a (-%) 





|ay| S— 
a (2) =d(o, 2)” Tt 0-35) 
a 
\tol =” 


e. Ce 


on 
Iq <1 %|S2aen 








2) 
fa (z) == f. - 6, 2) ’ 
H \'-%) 
52 <| On| S200 
ees 
f(z) = | @y| > 2a, F a) 
n —= (122) 
vo By / 


Die Folgen f,"(z) und f,°(z) lassen sich wie unsere vorhergehende Folge 
f<°(z) behandeln. 


Die Funktionen 7,”(z) sind dank unserer Voraussetzung gemiB Be- 
dingung (1) rationale Funktionen, deren Zahler und Nenner Polynome mit 
beschrinktem Grade darstellen. Es laBt sich deshalb aus dieser Folge eine 


im Kreisring = < |z| <a, abgesehen von endlich vielen irreguléren Punkten, 


gleichmaBig konvergente Teilfolge mit einer Grenzfunktion 3=0, co heraus- 
greifen. Die irregularen Punkte dieser konvergenten Teilfolge kénnen da- 
durch entstehen, da8 gewisse Nullpunkte und Pole unserer Funktionen 
gegen denselben Punkt konvergieren. Gerade um diese Eventualitat zu 
vermeiden, miissen die Argumente der Pole und Nullstellen einer J-Aus- 
nahmefunktion nach Ostrowski folgende Bedingung erfiillen: 


Es gibt ein nur von f(z) abhingiges c, > 0, so da fiir alle » > 0, 
u>d 





b, : 
e—1] >c, ist. 


Unsere Bemerkungen zeigen also, daB solche Funktionen, welche nur 
die drei Bedingungen von Ostrowski, betrefiend die absoluten Betriige der 
Nullstellen und Pole erfiillen, eine spezielle Klasse der Quasi-Ausnahme- 
funktionen bilden. 


Es ist klar, daB die so entstehenden irregularen Punkte fiir unsere 
Folge f(z) = f(o,,2) von endlicher Ordnung sind, da sie in der Umgebung 
eines solchen eine beschriankte Anzahl von Nullstellen und Polen besitzen. 
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§ 8. 
Die beiden Hauptsitze. 


Zunachst noch die folgende Bemerkung: Bildet man die Funktions- 
schar f(,z), wo o, irgendeine ins co strebende Folge komplexer Zahlen 
bedeutet, f(z) eine Quasi-Ausnahmefunktion und z+ 0, co, so ist sie in 
der Umgebung eines solchen Punktes quasi-normal endlicher Ordnung. 
Bildet man dieselbe Schar fiir z= 0, so wird sie quasi-normal, aber im 
allgemeinen nicht mehr von endlicher Ordnung sein. Verlangt man, da8 
auch der Punkt z= 0 nur ein irregularer Punkt endlicher Ordnung sei, 
dann mu8 die Funktion eine rationale Funktion sein. Denn auf Grund 
der Definition eines irregularen Punktes endlicher Ordnung einer konver- 
genten Folge schlieBen wir, daB die Funktion f(z) in der ganzen z-Ebene 
jeden Funktionswert mit eventueller Ausnahme eines einzigen in einer 
beschrankten Anzahl von Punkten annehmen darf. Daraus folgt unsere 
Behauptung. 

Nach genau der gleichen Methode wie bei der Bestimmung der 
J-Ausnahmefunktion®) kann man allgemeiner jene Quasi-Ausnahmefunktionen 
bestimmen, die sich meromorph und eindeutig fiir |z| > R verhalten. Wir 
erhalten deshalb unsern folgenden 

Hauptsatz 1. Jede fiir |z|>R meromorphe Quasi-Ausnahme- 
funktion ist gleich dem Produkt einer in der ganzen Ebene meromorphen 
Quasi-Ausnahmefunktion mit einer fiir |z| > R reguldren und fiir z = co 
den Wert 1 annehmenden Funktion. Umgekehrt ist jedes solche Produkt 
eine Quasi-Ausnahmefunktion. 

Jede in der ganzen z-Ebene meromorphe Quasi-Ausnahmefunktion ist 
gleich einem Quotienten von zwei ganzen Funktionen der Ordnung 0 

(*-2) 
f(z) = der ]] —-  (p ganz 30, d +0), 

(1-5) 
deren Nullstellen «, und Pole B, den folgenden zwei Bedingungen geniigen: 

a) Seizt man 
Tr 

Gy | 
M(r) = re \oelSe | = 


\Py\Sr \Be| 


80 existieren zwei nur von f(z) abhdngige positive Konstanten k, und k, 
mit folgender Higenschaft: Gilt fiir einen r-Wert 


*) Vgl. O., 8. 256—257. 











W. Saxer. 


M(r)<k, dew. M(r)>;-; 


so betrdgt die Anzahl der Pole bzw. der Nulistellen im Kreisring r<\z|<2r 
héchstens k,. 

b) Ee sei N(r) die Differenz zwischen der Anzahl der Nulistellen 
und der Pole im Kreise |z| <r. Dann existiert eine nur von f(z) ab- 
hdngige positive Konstante k, mit folgender Higenschaft: Wenn fiir einen 
r-Wert 














ESM) Sk, 
so gilt gleichzeitig 
IN(r)| Sk. 
If (+2! * I(-3) 
Beispiele. f(z) = —“—— = rT f(s) = =. 
Tis) TT (+a) 


Aus diesem Satz ergibt sich der folgende 

Spezialfall. Jede ganze Quasi-Ausnahmefunktion ist von der Ord- 
nung Null und besitzt in einem Kreisring von beschrankter logarithmischer 
Breite eine beschrdnkte Anzahl von Nullstellen. Umgekehrt ist jede solche 
Funktion eine Quasi-Ausnahmefunktion. 


Beispiel. g(z)= T( _ =): 
n=1 

Aus dem Montelschen Satz'®), daB eine Funktionsschar von in einem 
bestimmten Gebiet G meromorphen Funktionen, welche in G drei feste 
Funktionswerte in einer beschrinkten Anzahl annehmen, eine quasi-normale 
Schar endlicher Ordnung bilden, folgt unser 

Hauptsatz 2. Jede fiir |z| > R meromorphe Funktion, die keine 
Quasi-Ausnahmefunktion darstellt, besitzt fiir jeden beliebig kleinen Winkel p 
mindestens eine Folge von Kreisen, ‘die man vom Nullpunkt aus unter 
diesem Winkel sieht, in denen die Funktion jeden Funktionswert, aus- 
genommen héchstens zwei feste Ausnahmewerte, unbeschrankt oft annimmt. 


Géttingen, den 30. August 1927. 


) Vgl. loc. cit. 3b, S. 21, Kap. IIL 


(Eingegangen am 1. 9. 1927.) 
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Nachtrag bei der 1. Korrektur. Inzwischen ist das Buch von 
Herrn Montel iiber normale Funktionsscharen erschienen, das insbesondere 
einen Teil der Resultate von Herrn Ostrowski wiedergibt. Man vgl. 
P. Montel: Legons sur les familles normales de fonctions analytiques et 
leurs applications, Paris 1927, Verlag Gauthier-Villars. Vor wenigen Tagen 
hat mir Herr Valiron Korrekturbogen von zwei Arbeiten gesandt, die dieses 
Jahr in den Acta Mathematica und im Journal de Mathématiques er- 
scheinen sollen und die sich ebenfalls mit der Verschirfung der Julia- 
Ostrowskischen Satze befassen. Man vergleiche: G. Valiron, Recherches sur 
le théoréme de M. Borel dans la théorie des fonctions méromorphes, Acta 
Mathematica 52, 1928 und G. Valiron, Le théoréme de M. Picard et le 
complément de M. Julia, Journal de Mathématiques 7, 1928. Der Satz III 
in der Acta-Arbeit kreuzt sich mit meinem Hauptsatz II. 


Ziirich, den 2. April 1928. 


Mathematische Annalen. 99. 47 











Geodesies in non-holonomic geometry. 


Von 


J. L. Synge in Dublin (Irland). 


Synopsis: 
1. Introduction. 
. The constraint. 
. Equations of constrained geodesics derived from a variational 
principle. 
Second form of the equations of constrained geodesics. 
. Parallel (I") propagation. 
Geodesic stability for a general correspondence. 
Isometric and normal correspondences. 
. Dynamical significance of the paper. 


ao, con 


pre 


1. Introduction. 


The stability of geodesics in Riemannian space was first discussed 
simultaneously and independently by Levi-Civita*) and myself*). The 
tensorial equation obtained may be written 


(1.1) i’ + Great” 9'2" =0, 
where 7” is the infinitesimal vector joining a point on the fundamental 
geodesic to the corresponding point of a neighbouring geodesic, 2” = . 


where 2x’ is the coordinate system, G’,,, is the mixed curvature tensor 


) Sur Pécart géodésique,“ Math. Annalen 97 (1926), p. 291—320. Cf. also Levi- 
Civita, ,The Absolute Differential Calculus,“ English Translation (1927). 

*) ,On the Geometry of Dynamics,“ Phil. Trans. Roy. Soc., A, 22€ (1926), 
p 31—106. That paper will be referred to as GD. The dynamical problem of ,,Stabi- 
lity in the action sense,“ discussed in GD., Chap. IX, is precisely the geometrical 
problem of the stability of geodesics in Riemannian space. 














J. L. Synge. Geodesics in non-holonomic geometry. 739 


of the manifold, and the operation denoted by superimposed bars is 
defined (for any vector given along a curve) by 





(1.2) her 5 (mr) os 
¥ = T+ {an} X"Se- 


The question of stability for systems subject to non-holonomic constraints 
was not discussed in these papers. Subsequently a number of papers have 
appeared dealing with geodesic stability and non-holonomic coustraints *). 

The method of Vranceanu, in dealing with non-holonomic systems, 
differs essentially from mine, as developed in GD. and in the present 
paper. He has employed a set of vectors in the element in which motion 
subject to the constraint is possible, whereas I have employed a set of 
vectors normal to that element. We have therefore been led to different 
analytical expressions for the equations of motion of a non-holonomic 
conservative syscem (or, geometrically, the differential equations of con- 
strained geodesics), his equations consisting‘) for a system with N coordi- 
nates and M constraints, of (2N— M) equations of the first order for 
the N coordinates and the (N— M) components of the unit tangent 
vector along his fundamental vectors of constraint, whereas my equations ®) 
consist of a set of N equations of the second order for the N coordinates, 
M particular first integrals of these equations being known, viz., the 
equations of constraint. The expressions given by him are invariant with 
respect to coordinate transformations and tensorial with respect to trans- 
formations of the constraint vectors, while the expressions which I shall 
develop are tensorial with respect to coordinate transformations and 
invariant with respect to transformations of the constraint vectors. 

In the paper last cited, Vranceanu discusses the stability of geodesics. 
It appears to me, however, that his argument is incorrect, for he assumes 
that the infinitesimal displacement from the fundamental geodesic to the 








®) G. Vranceanu, ,Sur les espaces non holonomes,“ Comptes Rendus 183 (1926), 
p. 852—854; ,Sur le calcul différentiel absolu pour les variétés non holonomes,“ ibid., 
p. 1083—1085; ,,Sopra una classe di sistemi anolonomi,“ Rend. Ace. Lincei (6) 3 (1926), 
p. 548-553; ,Sopra le equazioni del moto di un sistema anolonomo,“ ibid. 4 (1926), 
p. 508—511; Sopra la stabilita geodetica“, ibid. 5 (1927), p. 107—110. T. Boggio, 
»Sullo scostamento geodetico,“ Rend. Acc. Linoei (6) 4 (1926), p. 255—261. U. Crudeli, 
»5u lo scostamento geodetico elementare; procedimento di estensione della equazione 
di Jacobi ad una qnalsiasi varieta riemanniana,“ Rend. Acc. Lincei (6) 5 (1927), 
p. 248—251. E. Cartan, ,Sur Pécart géodésique et quelques notions connexes,“ Rend. 
Ace. Lincei (6) 5 (1927), p. 609—613. 

*) ,Sopra la stabilitaé geodetica,“ p. 107. 

5) GD., p. 58, Theorem XVII (A). 

47* 
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neighbouring geodesic is consistent with the constraints. In general, this 
cannot continue to be true along the geodesic *). 

In the present paper the equations of constrained geodesics are 
derived from a variational principle, and equations for geodesic separation 
are obtained. The mode of development is geometrical, the dynamical 
significance being indicated in § 8. The line-element is assumed to be 
positive definite. 


2. The constraint. 


Let N be the number of dimensions of the manifold and M the 
number of constraints. 
The following conventions will be observed: 


1. Small italic indices unrepeated imply a range of values from 1 
to N, and, when repeated in a single term, summation over that range. 


2. Greek indices unrepeated imply a range of values from 1 to M, 
and, when repeated’) in a single term, summation over that range. 


3. Those indices (other than powers), which do not imply tensorial 
character with respect to coordinate transformations, are enclosed in brackets *). 


4. The Christoffel symbol of the second kind is denoted by tut I 
instead of eee as in GD.*). 

Let x’ be the coordinate system, and let the line-element be given by 
(2.1) ds*-=g,,dz™dz", 


which form we suppose to be positive definite. Let the constraint be 
given by 


(2.2) Aiyndz™ = 0, 


which we suppose, in general, to possess no integrable combination. Equa- 
tions (2.2) can always be replaced by 

(2.3) Bin tz™ = 0, 

where B/,, are M mutually orthogonal unit vectors*®). These vectors will 
be called the constraint vectors and the linear M-space defined by them 
the M-space of constraint. Any curve satisfying (2.3) will be called a 


*) Cf. Cartan, loc. cit. 

*) It is not necessary that one should occur as a superscript and the other as a 
subscript. 

*) This rule is not observed in the case 6f I’... defined in (4.81). 

*) The present notation is used by Eisenhart, Riemannian Geometry (1926). 

) GD., p. 54. 
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constrained curve. A curve is a constrained curve if and only if it is 
perpendicular at every point to every vector lying in the M-space of 
constraint. 

It is of course well known that the non-integrable character of the 
equations (2.3) implies that the congruences Bj) are not normal con- 
gruences; the fact that there exists no integrable combination implies 
that there is no normal congruence having at every point a direction 
contained in the M-space of constraint. If, on the other hand, there did 
exist an integrable combination, then the totality of curves passing through 
any assigned point of the manifold and satisfying that equation at every 
point ‘would build up a subspace of (N—1) dimensions, from which it 
would be impossible to depart if one always followed a constrained curve. 
But under the given conditions of non-holonomicity it will be possible in 
general to reach any point of the manifold by travelling along a con- 
strained curve from an arbitrarily assigned point. 

It is possible to write down a single function whose vanishing is 
necessary and sufficient for the satisfaction of the constraint by a given 
curve. Let 4” denote the unit vector tangent to the curve, and let w be 
defined as the positive quantity given by 


(2.4) w* = By), Buy ,t™ a" = (By d™)* +(Beynt”) +++» +(Ban nd”) 
Thus @ vanishes if and only if all the equations of constraint are satisfied. 


It is not difficult to see the geometrical meaning of w. Let B’ denote 
any unit vector in the M-space of constraint, so that 


(2. 41) B’ =0Be, 9%) 4%) =1, 

and let m denote the angle between 4’ and B’. Then 

(2.42) cos p= BA” = 0. B,,,, 4’. 

Ii, by variation of 0), we vary the direction of B’, we have 
(2.48) 6 cos p = B,,,,4°50,,), 

(2.44) 6,.) 58... = 0; 


if cos m has » stationary value for all such variations, we must have 
(2.5) B i" = k6,,,, 


where k& is undetermined. Multiplying by 0. and summing as indicated, 
we find, by (2.42), 


(2.6) k= cos ¢. 
If we square (2.5) and sum for g from 1 to M, we find 
(2.7) w* = k* = cos". 


(or 
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Thus the stationary values of cos y are + w, the two signs corresponding 
to opposed unit vectors B” in the M-space of constraint. In fact, w is 
the cosine of the angle which the vector 4" makes with the M-space of 
constraint, this angle being defined as the smallest angle made by i” with 
any vector in the M-space of constraint. We shall call w the constraint 
function. Its importance is due to the fact that its value is independent 
of the choice of orthogonal unit vectors Bj) in the M-space of constraint. 
If we write 


(2.8) C..= BB 
then C,,, is a symmetrical covariant tensor of the second order with 
respect to coordinate transformations, and is independent of the choice 


of the constraint vectors. We shall call C,, the constraint tensor. Any 
vector 4", which satisfies the constraints, satisfies 


(2.9) C,,4° = 0. 


(om “(ej n 


3. Equations of constrained geodesics derived from a variational 
principle. 


We shall now define a constrained geodesic*') as a constrained curve 
whose length is stationary for all varations which vanish at the end points 
and satisfy the equations of constraint. 

It is to be noted that it is the variation, and not the varied curve, 
that satisfies the equations of constraint. This definition is adopted 
because constrained geodesics, so defined, have a dynamical significance. 
From a purely geometrical point of view there are two possible generali- 
sations of the concept of surface geodesics when the constraint is non- 
holonomic, viz., curves defined as above, and curves of stationary length 
with respect to variations which make the varied curve satisfy the equa- 
tions of constraint. We shall reserve the name constrained geodesics for 
curves defined in the former sense. 

For any variation dz’ with fixed end points we have'*) 


(3.1) b6fds=—Jfg,.x™dxds, 
where x’ is the first curvature vector, 

d* x" r \da™ dz 
(3. 11) atm +t ae 


1) Geodesics in non-holonomic geometry have been defined by Vranceanu, 
Comptes Rendus 183 (1926), p. 854, but he has not connected his definition with a 
variational principle. However it is not difficult to derive his equations from the 
variational principle here adopted. The curves defined by him are therefore identical 
with those of the present paper, but the notation is entirely different. 

™) Proc. London Math. Soo. (2) 25 (1926), p. 253. 
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In order that a constrained curve may be geodesic, it is necessary and 
sufficient that 6 {ds should vanish for all variations consistent with 
(3.12) B,, 2" = 0, 
and vanishing at the end points. Hence we must have 
(3.2) %, 62" =k, B,, dx", 
where &,,, are undetermined. Hence 
(3. 21) te=ky Boy, *° = ke Bo. 


Now by differentiation of the equations of constraint 


(3.8) Bob, 


(o)m “ds 


(g)n 


which are satisfied along the curve, we obtain 
dz™ dz" 
(3. 31) Bon®™ + Boyan go — =0, 
where B,,,,,, i8 the covariant derivative of B,,,. Hence, substituting 


for x™ from (3.21), and remembering that the constraint vectors, being 
unit vectors and mutually orthogonal, satisfy 


1, for s=o0 
8. 32 an B= df=” 
(8.82) Bim BE=8={5" ge oe, 
we find 
(3. 38) b= ~S,. Se 


mn ds de’ 


Substitution in (3.21) gives 


rT dx™ dx" 
(3. 4) ef = — Bo Boman a, y i 


We may state the following result: 
Theorem I. Every constrained geodesic satisfies the equations 


a’® r dx” dx" 
(3.5) Gat + {mn} + Bo Boma) G Ge =0- 
Geometrically, the first curvature vector of a constrained geodesic lies in 


the M-space of constraint, and has components — Bune ts de n the 
directions of the vectors Bj, respectively. 

We shall call (3.5) the first form of the equations of constrained 
geodesics. 

Along any curve we have 


d dzx™ dz™ dz" 
(3.51) ds (Bio m ge) = Beym*” + Bown de ds’ 


which vanishes if the curve satisfies (3.5). Thus we have the result; 
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Theorem II. The differential equations (3.5) have the first integrals 
(3.52) a = 


re ae constant. 

The differential equations (3.5) define a unique curve passing through 
an arbitrarily assigned point in an arbitrarily assigned direction. From 
the theorem just established we see that all solutions of (3.5), whose 
initial directions satisfy the equations of constraint, are constrained geodesics. 


It may be remarked that the equations 


(3.6) Gat + {ma} + Bo Boms) ix ae 9 
do not in general possess the first integral 

(3.61) Gan te = constant. 

For we find 


d dz’ dz* jd°az" r \da™ dz"\dz' 
(3.62) 5 (ee Ge du) 200 Gat + {maf du dw) de 
so that for a curve satisfying (3.6) we have 


dz' 
@sdu 


dx™ dz" 
amndu du- 


(3.63) d ( dx’ dz 


du \9rs du ig) = —2B B. 


This will vanish, giving the first integral (3.61), if the equations of 
constraint are satisfied, but not in general. 


4. Second form of the equations of constrained geodesics. 


The equations (3.5) for constrained geodesics suffer from the defect 
that they are not independent of the choice of the orthogonal unit con- 
straint vectors in the M-space of constraint. We shall now obtain equations 
which have the requisite independence. 

Since all along any constrained curve we have 


dzx™ 


(4.1) Bim Ge = 9 

it follows that a constrained geodesic (which satisfies (3.5)) also satisfies 
a* r 9 e d m d n 

(4.2) Ta aa ({nn a Bo Boman + Bo.n Bom) ae a = 0, 

where 

(4. 21) Boy.n = 9" Bean: 


If we take the covariant derivative of the constraint tensor C,,,, defined 
by (2.8) and then raise the first subscript, we have (changing the indices) 


(4. 25) Cae —~ Bo Boman + Bon Bom . 
Thus we have the result: 
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Theorem III. Kvery constrained geodesic satisfies 


d*z* - dx™ dx" 
(4.3) qa +l asa a= ’ 
where 
(4. 31) Dina ={mn} + Orme 


Since the constraint tensor is independent of the particular choice of 
constraint vectors, it follows that we have in (4.3) a form having the 
requisite independence. We shall call (4.3) the second form of the equations 
of constrained geodesics. 

Unlike the first form (3.5), the second form (4.3) does not possess 
the first integrals (3.52). We find, for any curve satisfying (4.3), 


d / dx’ ¢ dz" dz" dz’ dx" 

(4.4) 7,(Beor Ge) = — Bor O'mn Ge de + Burn Ge de 
dz” dz" 
= [Buyman oe Ber (Boy Boma + Bon Biom)) a Gr 


dz™ dz" 
= = Boor Bon Bom Ze re 


This will not vanish in general, but will vanish at a point if the equations 
of constraint are satisfied at that point. We may state the result: 


Theorem IV. The differential equations (4.3) possess the particular 
first integrals 


(4.5) oe) owe: 


(om ds 
Constrained geodesics are a particular class of curves belonging to 
the more general system defined by 


a* r dx™ dx" 
(4.6) Fat + lee So Ga 


I have not discovered the geometrical meaning of this system. 


=. 


5. Parallel (1") propagation. 


The quantities "',,, are not the components of a tensor; if we trans- 
form from the coordinate system x’ to the coordinate system ‘x’, the 
formulae of transformation are easily seen to be 














a’x’ ax* dx* a*x* = a’x" 
5.1 Taaek* ——— ‘ 
( ) cans - ax* 8’x™ O'x™ 0’ a™8’x* Axt 


Thus, if a contravariant vector X’ is given along any curve, the quantities 
oT dX’ r m dx" 
(5.2) x =—4, + TU mnX Je 


are the components of a contravariant vector. The coefficients I’,,, are 
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competent to define a type of parallel propagation**), which we shall call 
parallel ([') propagation, defined by the equations 





(5.21) X’=0. 
This is to be distinguished from the ordinary parallel propagation, 
wr @X* r -mdz™ 
(5. 22) X' = = +{ yx = =0. 
We have, in fact, 
Wr r mdz" 
(5. 23) xX’'=X + C'mnX “de 


It is obvious that the unit tangent vector to a constrained geodesic 
undergoes parallel (I") propagation. If 4° denotes the unit tangent vector, 
the equations of a constrained geodesié may be written in either of the 


forms 
(5.3) i’ =0, 
(5.31) a’ == — 0%,,,472°". 


An interesting feature of the present work is the natural appearance 
in a discussion immediately suggested by classical dynamical theory of a 
type of geometry whose physical interpretation is usually connected with 
electromagnetic theory in the general theory of relativity. Equations (4.3), 
however, are not as general as the paths of Eisenhart and Veblen**), 
because our I’,,, are defined by (4.31), in which C’,,, is not an arbitrary 
mixed tensor of the type indicated. 

It is to be remembered that C’,,, is not, in general, symmetrical 
in m and n; hence I’,,, is not, in general, symmetrical in these indices. 


6. Geodesic stability for a general correspondence. 

In the present section there is first discussed a problem slightly 
more general than that of the stability of constrained geodesics. The 
work up to and including equation (6.37) is a discussion of the stability 
of the curves defined by the equations 





d*z’ , dz" dz* r r 
(6.1) Sar tT ma Ge Ge = 0 (Tima + I inm) > 
with the particular first integral 
dz™ dz" 
(6.11) Yun qe qe =): 


8) This definition differs from the definition of parallel propagation given by 
Vranceanu, Comptes Rendus 183 (1926), p. 853, which applies only to vectors satisfying 
the constraints. 

**) Proc. Nat. Acad. Sci. 8 (1922), p. 19. 
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The facts that I’,,, are defined by (4.31) and that the curves under 
discussion are constrained curves are not introduced until after (6.37). 
In the work prior to that equation I’,,, may be any functions of 
position, subject only to the condition that (6.11) is true. We shall refer 
to any curve satisfying (6.1) and (6.11) as a path. On account of the 
existence of (6.11), we may put u=s in (6. 1). 

Let C and O* (Fig. 1) be two neighbouring paths, and let a corre- 
spondence be established in some manner 
between the points of C and the points & 
of C*. Let O* correspond to O, and let Z 3 
P* correspond to P. Regarding 0O,O0* as @ 
fixed and P, P* as variable, let us write Fig. 1 
s*=0* P*, s=OP. The correspondence Pe 
between the points of the two paths may be expressed by a relation of 
the form 


(6. 2) s*=8 + f(s). 


Now, if 4” denotes the unit vector tangent to C and 7’ the infini- 
tesimal displacement PP*, we have *) 


a Pind pt 





(6.21) f(0) = 0? — 0 = Fogg i™H*ae 
Hence 

(6. 22) f' (8) = Gana” hi"; 

and 

(6. 23) f" (8) = Gund” A" + Gand” i”. 


Let x” denote the coordinates of P. Then the coordinates of P* 
are (x’-+7"). Since O* is a path, we have 
2 


(6.3) — (2+ 9°) + (Fant 1! 52s Uma) (See + Gee) (gee tee) = 0- 


ds* * ds* 





Assuming the function f(s) and its derivatives to be infinitesimals of the 


order of 7’, and neglecting squares and higher powers of such infinitesimals, 
we have 


(6. 31) a =(1—f’(s)] _ 


(6. 2) A =(1- 27 rls d. 
Thus (6.3) may be written 


18) Of. Proo. London Math. Soo. (2) 25 (1926), p. 252. 
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(6.88) (1—2/°(0)) [So (arnt) + (Pina t 1'zeT'mn) 
(G+ he) (ae +S) - 7) te =0, 


or, since C is a path, 

















r dn” on e5m5n r 
(6. 34) fy + (In otMen) 4 +r’ = I'mn —f"(8)A 
Now 
(6.35) ee ee ee 
. | — ds + mn?) , 
and 








= d*n’ ' , ie pil 
(6.86) r= S44 "a8 h" 2, Fen + Mme d"(9" — P02”) 


; + Dinan” (4° — D%p4° 2) + Flan 2", 
or, since 4" = 0, 


(6. 365) Y Sr = + $I", 972° 
+” nm ara’ (2, Tina — Teal “ne — Ile T “ae)- 


Substituting for d*»"/ds* in (6.34), we obtain 





(6.87) | Hr — 28 mn" 2" + Pomend”™ °d” — f"(8)a" = 
where 


(6.38) B'an = (Ine — Ian) = 5 (Onn — C'nm)s 











the torsion tensor of Cartan, and 
(6. 39) Fanon = Jos Tam — geal em t+ Pam Tse — Pal ne 
a curvature tensor of the manifold with respect to I'mn. 
Equation (6.37) is the first tensorial equation for the disturbance 
vector n*. These equations are linear differential equations of the second order. 
When we think of C and (* as constrained geodesics, instead of 
general paths, we must add the conditions that they should be constrained 
curves. These conditions are 


e 7 »_, an" 
(6. 4) Bian = 0, (Bon t2" 352 Bern) (4 +%) iin 
which give 


(6. 41) Bont + Beant" = 0, 
or 
(6. 42) Bont” + (Bean — BC. ‘aa? 4° =0. 





(6.. 


whe 
(6.. 





| 
| 
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To investigate the stability of the constrained geodesic C, it is necessary 
to solve (6.37) and consider only those solutions which satisfy (6. 42). 


We shall now express (6.37) in another form. We have, analogous 
to (6.36), 


(6.5) Ha Se tama ha Lr Van(ae—{m\ gta?) 


so {aay™ (i"- {oy} a*2’) + {nny 2” . 
or, by virtue of (5.31), 
(6.51) i rT ae ee 


+0 2°2°(S5 {ea} — Lent tmel — {map (nop) — 772A geah Ore. 


Substitution for d**/ds* in (6.34) gives 














(6.52) |” + (Clan + Clnm) i 4" + (Glmen + C'nms) 4” °4"— f" (8) 4" = 0, 








where 


r ne Bal # a r a r a r 
(6.53) @inen= ax" Bae, od sst{em} ¥ ool me Past joke F 
the curvature tensor of the manifold, and 

. r ra] r r a r a a Tr 
(6. 54) Clams = dz* C'am — am fh Si O'ne{ may + Onn 5}; 
the covariant derivative of C’nm.- 

Equation (6.52) is the second tensorial equation for the disturbance 
vector y*. Its left hand side is precisely the left hand side of (6.37) 
expressed in a different manner. We note that, in the case of no con- 
straint, (6.52) reduces immediately to the equation of Levi-Civita **). 

We shall now obtain from (6.52) an invariant equation for the 


magnitude of the disturbance vector. Let «’ be a unit vector codirectional 
with »’, so that 


(6. 6) "=H", Inn h™ w™ = 1. 
Then 
d ie 
(6. 61) r= zee + ne, 
and **) 
: d* “aie 
(6. 62) i" U,= 3,5 — 12. 


‘6. Math. Annalen 97 (1926), p. 315, equation (42). 
1") Cf. GD., equation (9.21). 
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Hence, multiplying (6.52) by ~, and summing as indicated, we obtain 





(6.63)  $ —nft*+ (Clmn t+ Clam) (S2u™-+ 0B") A"p, 
+ (@ men + O'ame) 94” pe A" ps. -- - (s) A" a, =0, 
or 
ae 743 dst Ba” B" (Cran 7 Gos) 
(6.64) 


+ 9[(G,nent+ Cpams) 2” “ uh" + (Coat Cran) wa" n" — pn") 
— f"(s)a"u, = 0. 











This is the snvariant equation for the magnitude of the disturbance vector. 


7. Isometric and normal correspondences. 


So far we have been considering a general correspondence, given by 
the function f(s), between the points of C and C*. When there are no 
constraints, C and O* being then free geodesics, there exists a corre- 
spondence of obvious simplicity. This correspondence is obtained by 
putting f(s) = 0; it makes s*—s, and also makes PP* normal to C, 
provided that 0O0* has been chosen normal to C. In the case of paths 
(or constrained geodesics) it is no longer possible to obtain a correspon- 
dence which combines these two features, and we are led to consider two 
types of correspondence: 


1. The isometric correspondence, defined by s*=s. This gives 
(7.1) f(s) =0. 

2. The normal correspondence, defined by the condition that PP* 
should be normal to C. The analytical expression for this condition is 
(7.2) Innt™ i” =0. 


The reductions in (6.37), (6.52) and (6.64) in the case of the 
isometric correspondence are very simple. The last term is to be omitted 
from each of these equations. We also know, by (6.22), that the parti- 
cular first integral 


(7.3) Iunt 24° =0 
exists. 

In the case of the normal correspondence, differentiation of (7.2) 
gives 


(7.4) Inn” A" +Gun7” 2" = 0, 
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or, by (5.31), 

(7. 41) Inn t 2" — Inn Oran aa’ =0. 
Differentiating again, we obtain 

(7.42) Gant A" + Gant A" — Yun Craden” A° A? a° 


— Inn Creo” (— O%.ga°a°a* — O,g4° 2° 4") = 0. 
Hence, by (6. 23), 
(7.5) f” (8) = "4° 2"2° (Cmade — Omps Cea — Cmap O70): 
This is the value for f”(s) which must be substituted in (6.37) and 


(6.52) in the case of the normal correspondence. The reduction in 
(6.64) consists in the omission of the last term, since 4° 4, = 0. 


8. Dynamical significance of the paper. 


Being given a conservative dynamical system with N coordinates 2’, 
subject to M constraints given by 


(8.1) B 


(om 2t™ = 0, 
where Bj, are mutually orthogonal unit vectors, the equations of motion 
may be written **) 
d*z’ r \ dz" dz" r dz™ dx" 
(8.2) ast ta de ds ~~ Bo Boma ay ae 


where ds is the action line-element, given by 

(8. 21) ds*=g,,,dx™dz" =(h—V)a,,,,dx™dz", 

h being the constant total energy of the motion, V the potential energy, 
and }a,,,,2™"2" the kinetic energy. 

Since (8.2) is identical with (8.5), we have the result: 

Theorem V. The constrained geodesics of the present paper are the 
curves of motion of a conservative dynamical system, subject to non- 
holonomic constraints, the line-element being the action line-element. 

Thus the geometrical considerations as to stability apply to conser- 


vative dynamical systems subject to non-holonomic constraints, only those 
disturbances being considered which do not change the total energy. 


18) GD., p. 58, Theorem XVII (A). 





(Eingegangen am 25. 8. 1927.) 





Berichtigung 


zu dem Aufsatz von St. Cohn-Vossen: ,,Die parabolische Kurve“, 
Math. Annalen 99, S. 273—308. 


Herr Professor Gambier war so freundlich, mich auf seine Avhand- 
lungen iiber Flachenverbindungen [Bulletin des Sciences Mathématiques 
(2) 44 (1920) und (2) 45 (1921)] aufmerksam zu machen, die in anderm 
Zusammenhang &hnliche Fragen und Ergebnisse enthalten wie der dritte 
Abschnitt meiner Arbeit. Ich bedaure, diese Abhandlungen erst nachtriaglich 
kennen gelernt zu haben; der Literaturbericht zu Beginn meines Aufsatzes 
ist demgema&8 zu berichtigen. 


Géttingen, den 18. 5. 1928. 
Stefan Cohn-Vossen. 
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